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Ñîäåðæàíèå ïðåäûäóùåé ëåêöèè

Ôîðìóëà Áàéåñà: P(A|B) =
P(B|A)P(A)

P(B)
;

Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè: P(B) = P(B|A)P(A) + P(B|A)P(A);
Îïðåäåëåíèå àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé è sele
tion bias;

Òåñòèðîâàíèå ãèïîòåç

Îøèáêà ïåðâîãî ðîäà è ìîùíîñòü êðèòåðèÿ;

Êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü è êàê åå îïðåäåëèòü;

Ïðîáëåìà ìíîæåñòâåííîãî òåñòèðîâàíèÿ ãèïîòåç

Ïðîáëåìà ëîæíûõ îòêðûòèé ïðè íåçàâèñèìîì îäíîâðåìåííîì

òåñòèðîâàíèè ìíîæåñòâà ãèïîòåç;

FWER è FDR êàê îáîáùåíèÿ âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïåðâîãî ðîäà;

Ïîïðàâêà Áîí�åððîíè êàê êîíñåðâàòèâíîå ñðåäñòâî êîíòðîëÿ FWER;

Ïîïðàâêà Áåíäæàìèíè-Õîõáåðãà äëÿ êîíòðîëÿ FDR äëÿ

ïîëîæèòåëüíî ðåãðåññèîííî çàâèñèìûõ ãèïîòåç.
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Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è èõ õàðàêòåðèñòèêè

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � èçìåðèìàÿ �óíêöèÿ, çàäàííàÿ íà íåêîòîðîì

âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ: Fξ(x) = P(ξ < x), x ∈ R
n
.

Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ: fξ(x) =
∂Fξ(x)

∂x
.
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10%-íàÿ êâàíòèëü (äëÿ îäíîìåðíîé ñ.â.) � x : F (x) = 0.1.
Âàæíûå õàðàêòåðèñòèêè: ìàò. îæèäàíèå, äèñïåðñèÿ, ñòàíäàðòíîå

îòêëîíåíèå, ìåäèàíà, ìîäà, êîý��èöèåíò àñèììåòðèè (skewness),

êîý��èöèåíò ýêñöåññà (kurtosis).
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Òåñòèðîâàíèå ãèïîòåç

Ñòàòèñòèêà � èçìåðèìàÿ �óíêöèÿ âûáîðêè (òîæå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà).

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü óòâåðæäåíèå: ¾÷åì áîëüøå ñàõàðà äîáàâëåíî

â ïðîäóêò, òåì áîëüøå åãî äóøåâîå ïîòðåáëåíèå¿.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Sugar added, %

1.0

1.5

2.0

H
am

co
n
su
m
p
ti
on
,
lb
s

Ham consumption vs sugar added

Sample model

Ïóñòü äàíû ÍÎ� ïàðû

zi = (xi, yi), i = 1, n,
ïîêàçûâàþùèå äëÿ âåò÷èíû,

ñêîëüêî ñàõàðà äîáàâëåíî, è ñêîëüêî

å¼ ïðîäàíî íà îäíîãî ÷åëîâåêà.

�èïîòåçà H0: ìîíîòîííîé

çàâèñèìîñòè íåò.

Òðåáóåòñÿ: ïîñòðîèòü ñòàòèñòèêó T (Z) è íà óðîâíå çíà÷èìîñòè α = 0.05
ïðîâåðèòü ãèïîòåçó.

Èäåàëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ìîíîòîííàÿ çàâèñèìîñòü:

xi1 > xi2 =⇒ yi1 > yi2 .
Èäåÿ: ââåäåì ξi = Fx(xi), ηi = Fy(yi), ξi, ηi ∼ U [0, 1]. Ñêàæåì, ÷òî
ìîíîòîííîé çàâèñèìîñòè íåò, åñëè Fξη(a, b) = Fξ(a)Fη(b).
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Òåñòèðîâàíèå ãèïîòåç: ïðîäîëæåíèå

T (Z) =
2

n(n− 1)

∑

i<j

sign(xi − xj)sign(yi − yj).

ET (Z)|H0 = 0, DT (Z)|H0 =
2(2n + 5)

9n(n− 1)
.
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�èïîòåçà H0: ìîíîòîííîé çàâèñèìîñòè íåò.

Êîíòðîëü âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïåðâîãî ðîäà:

P(H0 îòâåðãíóòà|H0) ≤ α.
Ìîùíîñòü êðèòåðèÿ: P(H0 îòâåðãíóòà|H0) → max.
Êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü: |T (Z)| > tα.
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Ýêñïîíåíöèàëüíîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé

�àñïðåäåëåíèå p(x) â ýêñïîíåíöèàëüíîì ñåìåéñòâå, åñëè ïëîòíîñòü

âåðîÿòíîñòè (�óíêöèÿ âåðîÿòíîñòè) ïðåäñòàâèìà â âèäå

p(x|Θ) =
1

Z(Θ)
h(x) exp(Θ

T

u(x)).

�àñïðåäåëåíèå Ïëîòíîñòü u(x) Θ Z(Θ)
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Ïðèìåð: p(x) =
1√
2πσ

e−
1

2σ2 (x−m)2 =
1

√
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√
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θ21
4θ2

.
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Ýêñïîíåíöèàëüíîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé.

Äîñòàòî÷íûå ñòàòèñòèêè.

Ñòàòèñòèêà T (x) íàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íîé îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà

Θ, åñëè p(x|T (x) = t, Θ) = p(x|T (x) = t).
Òåîðåìà Ôèøåðà-Íåéìàíà î �àêòîðèçàöèè. T (x) äîñòàòî÷íà
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà Θ ⇐⇒ p(x|Θ) = h(x)g(Θ, T (x)).

Ýêñïîíåíöèàëüíîå ñåìåéñòâî: p(x|Θ) = 1
Z(Θ)h(x) exp(Θ

T

u(x)).

Ñâîéñòâî: Eu(x) = ∇ logZ(Θ), Eůů
T

= ∇∇ logZ(Θ).

Ïðèìåð (íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå): Z(Θ) =
√

−π/θ2e−
θ21
4θ2

.

Eu1(x) = Ex = − θ1
2θ2

= m, Ex2 =
θ21
4θ22

− 1
2θ2

= m2 + σ2;

Eů21 = Dx2 = 1
2θ22

− θ21
2θ32

= 2σ4 + 4m2σ2.

Ïðèìåð (ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå): p(x) = βα

Γ(α)x
α−1e−βx

.

logZ(Θ) = log Γ(α)
βα = log Γ(θ1)− θ1 log(−θ2);

E log x = Γ
′
(θ1)

Γ(θ1)
− log(−θ2) = ψ(α) − log β; Ex = − θ1

θ2
= α

β
.
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Íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð

Ïóñòü èìååòñÿ K êëàññîâ C = {C1, . . . , CK} è x ∈ R
n
.

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü êëàññè�èêàòîð f(·) : R
n → C.

p(Ck|x) =
p(Ck)p(x|Ck)

p(x)
∝ p(Ck)p(x|Ck).

p(Ck)p(x|Ck) = p(Ck)p(x1|Ck)p(x2|x1, Ck) · . . . · p(xn|x1, . . . , xn−1, Ck).

¾Íàèâíîñòü¿: p(xi|x1, . . . , xi−1, Ck) = p(xi|Ck).

p(Ck|x) =
p(Ck)

∏n
i=1 p(xi|Ck)

p(x)
.

Êëàññè�èêàòîð: f(x) = argmax
k

(

p(Ck)
n∏

i=1

p(xi|Ck)

)

.

Âîïðîñû:

Êàê îïðåäåëèòü p(Ck) è p(xi|Ck)?

Íàñêîëüêî ïëîõà ¾íàèâíîñòü¿, è çà÷åì îíà ââîäèòñÿ?

Ïî÷åìó êëàññè�èêàòîð òàêîãî âèäà?
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Íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð: ïðîäîëæåíèå

Âîïðîñ: êàê îïðåäåëèòü p(Ck) è p(xi|Ck)?

1 Îïðåäåëÿåì p(Ck) ÷àñòîòíî ïî âûáîðêå, à äëÿ p(xi|Ck) ñòðîèì
ïàðàìåòðè÷åñêóþ ìîäåëü è èñïîëüçóåì ML-îöåíêè åå ïàðàìåòðîâ ïî

âûáîðêå;

2 Àíàëîãè÷íî ï.1, íî èñïîëüçóåì íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå

ïëîòíîñòåé;

3 Ââîäèì àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà âåêòîð âåðîÿòíîñòåé

[p(C1), . . . , p(CK)]
T

, ïàðàìåòðè÷åñêóþ ìîäåëü íà p(xi|Ck) ñ
íåèçâåñòûìè ïàðàìåòðàìè, è àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà

ïàðàìåòðû ìîäåëåé.

Âîïðîñ: íàñêîëüêî ïëîõà ¾íàèâíîñòü¿, è çà÷åì îíà ââîäèòñÿ?

Ïðèìåð: K = 2,

p(x|C1) = N

(

0,

(
1 0
0 1

))

, p(x|C2) = N

(

0,

(
1 1
1 1

))

.
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Íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð: ïðîäîëæåíèå

Ïðèìåð. Êëàññè�èêàöèÿ ïîëüçîâàòåëåé ïî èíòåðåñóþùåìó àòðèáóòó

(íàïðèìåð, ïîëó, âîçðàñòó, äîñòàòêó, èíòåðåñó ê íåêîòîðîìó òîâàðó) ïî

èñòîðèè x ïåðåõîäîâ ìåæäó âåá-ñòðàíèöàìè.

Ïðåäïîëîæåíèå: ïåðåõîäû ìåæäó ñòðàíèöàìè äëÿ êàæäîãî êëàññà Ck

îïèñûâàþòñÿ ìàðêîâñêîé öåïüþ ñ íåêîòîðûìè âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäà

(ðàçíûìè äëÿ ðàçíûõ êëàññîâ) ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè (âåá-ñòðàíèöàìè).
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p(Ck|x) =
p(Ck)p(x|Ck)

p(x)
∝

p(Ck)p(x|Ck).

p(Ck)p(x|Ck) = p(Ck)p(x1|Ck)p(x2|x1, Ck) · . . . · p(xn|x1, . . . , xn−1, Ck) =
p(Ck)p(x1|Ck)p(x2|x1, Ck) · . . . · p(xn|xn−1, Ck).

Âîïðîñ: êàê îöåíèòü p(x1|Ck), p(Ck) è p(xi|xi−1, Ck) ?
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Íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàññè�èêàòîð: ïðîäîëæåíèå

Êëàññè�èêàòîð:

f(x) = argmax
k

p(Ck|x) = argmax
k

(

p(Ck)

n∏

i=1

p(xi|Ck)

)

.

Âîïðîñ. Ïóñòü p(Ck|x) èçâåñòíà òî÷íî. Êàêîé êëàññè�èêàòîð

îïòèìàëåí?

Ïóñòü K = 2 è P =

(
p11 p12
p21 p22

)

åñòü ìàòðèöà øòðà�à.

Ïðèìåð 1. p11 = p22 = 0, p12 = 0, p21 = 1;
Ïðèìåð 2. p11 = p22 = 0, p12 = 1, p21 = 1;
Ïðèìåð 3. p11 = p22 = 0, p12 = 1, p21 = 10;
Ïðèìåð 4. p11 = −1, p22 = −100, p12 = 1, p21 = 1.
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Ïîÿñíåíèÿ

Ïîëîæèòåëüíàÿ ðåãðåññèîííàÿ çàâèñèìîñòü.

Ïóñòü p = [p1, . . . , pm]
T

âåêòîð äîñòèãàåìûõ óðîâíåé çíà÷èìîñòè â

çàäà÷å ìíîæåñòâåííîé ïðîâåðêè ãèïîòåç, à D ⊆ R
m
� âîçðàñòàþùåå

ìíîæåñòâî (x ∈ D, y ≥ x =⇒ y ∈ D), òîãäà åñëè

P(p ∈ D|pi1 = x1, . . . , pij = xj) íå óáûâàåò ïî (x1, . . . , xj) äëÿ ëþáîãî

íàáîðà (i1, . . . , ij), òî èìååò ìåñòî ïîëîæèòåëüíàÿ ðåãðåññèîííàÿ

çàâèñèìîñòü äëÿ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F (p1, . . . , pm).

Ïîëîæèòåëüíàÿ ðåãðåññèîííàÿ çàâèñèìîñòü ïî êàæäîìó ýëåìåíòó

èç ïîäìíîæåñòâà M0.

Ïóñòü p = [p1, . . . , pm]
T

âåêòîð äîñòèãàåìûõ óðîâíåé çíà÷èìîñòè â

çàäà÷å ìíîæåñòâåííîé ïðîâåðêè ãèïîòåç, à D ⊆ R
m
� âîçðàñòàþùåå

ìíîæåñòâî (x ∈ D, y ≥ x =⇒ y ∈ D), òîãäà åñëè

P(p ∈ D|pi = xi), i ∈M0 íå óáûâàåò ïî xi, òî èìååò ìåñòî

ïîëîæèòåëüíàÿ ðåãðåññèîííàÿ çàâèñèìîñòü ïî êàæäîìó è ïîäìíîæåñòâà

M0 äëÿ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F (p1, . . . , pm).
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