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Îòëè÷èå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x îò ÿçûêà L

Ïóñòü çàäàíû
I L � ðåãóëÿðíûé ÿçûê, çàäàâàåìûé ãåíåðèðóþùèì
àâòîìàòîì Ã = 〈X, K, ϕ, P, ψ 〉;

I d : X∗ ×X∗ → R � ôóíêöèÿ îòëè÷èÿ ñëîâà x2 ∈ X∗ îò

ñëîâà x1 ∈ X∗.
Îòëè÷èå íå îáÿçàòåëüíî (1) ñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ è
(2) îáðàçóåò ìåòðèêó íà ìíîæåñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Çàäà÷à: ïîñòðîèòü àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ êàæäîãî ñëîâà
x ∈ X∗ è êàæäîãî ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà L ⊂ X∗ âû÷èñëÿåò
îòëè÷èå ñëîâà x îò ÿçûêà L � ÷èñëî

D(x) = min
y ∈L
{ d(y, x) }.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ d ïðèíàäëåæèò
êëàññó ò.í. ëåâåíøòåéíîâñêèõ ôóíêöèé.
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Ââåäåíèå â ïðîáëåìó

Â.È. Ëåâåíøòåéí

Âëàäèìèð Èîñèôîâè÷ Ëåâåíøòåéí

(20.05.1935) � ðîññèéñêèé ó÷¼íûé-ìàòåìàòèê,
ä.ô.-ì.í, âåä.í.ñ. ÈÏÌ èì. Ì. Â. Êåëäûøà.

Â 1965 ã. ââ¼ë ïîíÿòèå ðàññòîÿíèÿ
ðåäàêòèðîâàíèÿ äëÿ

0-1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Â 2006 ãîäó ïîëó÷èë ïðåñòèæíóþ

íàãðàäó ÑØÀ � Ìåäàëü Ðè÷àðäà Õýììèíãà.

Ïðèìåð: ÷òîáû ïåðåâåñòè ñëîâî ÊÎÍÜ â ñëîâî ÊÎÒ íóæíî
ñîâåðøèòü îäíî óäàëåíèå è îäíó çàìåíó, ñîîòâåòñòâåííî
ðàññòîÿíèå Ëåâåíøòåéíà ñîñòàâëÿåò 2:

ÊÎÍÜ
çàìåíÿåì Í íà Ò−−−−−−−−−−→ ÊÎÒÜ

óäàëÿåì Ü−−−−−−→ ÊÎÒ
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Îïåðàöèè ðåäàêòèðîâàíèÿ ñëîâ

Îïðåäåëèì 3 îïåðàöèè ïîñèìâîëüíîãî ðåäàêòèðîâàíèÿ ñëîâ è
äåéñòâèòåëüíûå íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè èõ ñòîèìîñòè (âñå
ñèìâîëû x, x′ ∈ X, âñå ñëîâà x ∈ X∗):

INsert (âñòàâêà) ïðåîáðàçóåò ñëîâî x1x2 â ñëîâî x1xx2,
ñòîèìîñòü � in(x);

CHange (çàìåíà) ïðåîáðàçóåò ñëîâî x1xx2 â ñëîâî x1x
′x2,

ñòîèìîñòü � ch(x, x′);

DElete (èñêëþ÷åíèå) ïðåîáðàçóåò ñëîâî x1xx2 â ñëîâî x1x2,
ñòîèìîñòü � de(x).

Ñòîèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèé = ñóììà ñòîèìîñòåé
îïåðàöèé, âõîäÿùèõ â ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü; ñòîèìîñòü
ïóñòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèé = 0.
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Îïåðàöèè ðåäàêòèðîâàíèÿ ñëîâ

Îïðåäåëåíèå

Ñòîèìîñòü d(x1, x2) ñàìîé äåø¼âîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ðåäàêòîðñêèõ îïåðàöèé, ïðåîáðàçóþùåé x1 → x2 íàçûâàþò

ëåâåíøòåéíîâûì îòëè÷èåì ñëîâà x2 îò ñëîâà x1.

Íàõîæäåíèå ñòîèìîñòè d(x1, x2) � íåïðîñòàÿ çàäà÷à:
ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ðåäàêòîðñêèõ îïåðàöèé ïðåîáðàçîâàíèÿ x1 → x2.

Ëåâåíøòåéíîâû ôóíêöèè ñòîèìîñòè íå îáÿçàòåëüíî çàäàþò
ìåòðèêó íà ìíîæåñòâå ñëîâ: îíè ìîãóò íå óäîâëåòâîðÿòü
óñëîâèþ òðåóãîëüíèêà è áûòü íåñèììåòðè÷íûìè.
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Îïåðàöèè ðåäàêòèðîâàíèÿ ñëîâ...

Îïðåäåëåíèå ëåâåíøòåéíîâñêîãî îòëè÷èÿ ïðîâîöèðóåò
ïðåäïîëîæåíèÿ î íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ, êàæóùèõñÿ
î÷åâèäíûìè, íî íå èìåþùèõ ìåñòà â äåéñòâèòåëüíîñòè.

Îñíîâàííûå íà òàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ àëãîðèòìû ðåøàþò
òîëüêî íåêîòîðûå çàäà÷è èç óêàçàííîãî êëàññà, à â îáùåì
ñëó÷àå èõ îïòèìàëüíîñòü íå ãàðàíòèðóåòñÿ è îíè âûäàþò
ïñåâäîðåøåíèå.

Ïîýòîìó íóæíî òî÷íî îïèñàòü ïîäêëàññ çàäà÷, ðåøàåìûé
òàêèì àëãîðèòìîì ïðàâèëüíî.

Èçâåñòíûé è ÷àñòî ïðèìåíÿåìûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ
ôóíêöèé Ëåâåíøòåéíà ÿâëÿåòñÿ ÿðêèì ïðèìåðîì òàêîãî
ïñåâäîðåøåíèÿ.
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Íàèâíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ d(y, x)
x = (x1, . . . , xi, . . . , xm), y = (y1, . . . , yj , . . . , yn) � ñëîâà èç X∗.
Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ñòîèìîñòè d(y, x) ïðåîáðàçîâàíèÿ
y → x çàäàäèì íà ãðàôå Γ0(y, x):
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Íàèâíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ d(y, x)...

yj

xi

i-îé ñòðîêå ïðèïèñàí i-é ñèìâîë ñëîâà x.
j-ìó ñòîëáöó ïðèïèñàí j-é ñèìâîë ñëîâà y.

Ð¼áðà (ñòðåëêè) çàäàþò ìíîæåñòâî
äîïóñòèìûõ ïóòåé èç ëåâîãî âåðõíåãî óãëà

ãðàôà â ïðàâûé íèæíèé è êàæäîìó ïóòè ñîîòâåòñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåäàêòîðñêèõ îïåðàöèé ïðåîáðàçîâàíèÿ
y → x ñëîâ: ïðîõîæäåíèþ

I âåðòèêàëüíîé ñòðåëêå â i-é ñòðîêå ñîîòâåòñòâóåò âñòàâêà
ñèìâîëà xi;

I ãîðèçîíòàëüíîé ñòðåëêå j-ì ñòîëáöå ñîîòâåòñòâóåò
èñêëþ÷åíèå ñèìâîëà yj ;

I äèàãîíàëüíîé ñòðåëêå â i-é è j-ì ñòîëáöå ñîîòâåòñòâóåò
çàìåíà yj 7→ xi ñèìâîëîâ.
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Ââåäåíèå â ïðîáëåìó

Íàèâíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ d(y, x)...

Ñëîâà îáðàáàòûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ¾ñëåâà íàïðàâî¿: íà
êàæäîì øàãå ïðåáðàçóåìîå ñëîâî èìååò âèä x′y′, ãäå x′ �
ïðåôèêñ ñëîâà x, à y′ � îêîí÷àíèå ñëîâà y.

Ïðèìåð. Ïóñòü X = { a, b, c }.
Ïðåîáðàçóåì ïî äàííîìó àëãîðèòìó ñëîâî y = acbb â ñëîâî
x = abc ïî óêàçàííîìó ïóòè:

a c b b
a c b b
a b b
a b b b
a b c b
a b c
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Ââåäåíèå â ïðîáëåìó

Íàèâíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ d(y, x)...

Ïðèñâîèì ñòðåëêàì íåîòðèöàòåëüíûå äëèíû: äëèíà êàæäîé

I âåðòèêàëüíîé ñòðåëêè â i-é ñòðîêå ðàâíà ñòîèìîñòè in(xi);

I ãîðèçîíòàëüíîé ñòðåëêè â j-ì ñòîëáöå � ñòîèìîñòè
de(yj);

I íàêëîííîé ñòðåëêè â i-îé ñòðîêå è j-îì ñòîëáöå �
ñòîèìîñòè ch(yj , xi).

Äëèíà êàæäîãî ïóòè = ñòîèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
îïåðàöèé, êîòîðóþ ýòîò ïóòü ïðåäñòàâëÿåò.

Âðîäå áû: ïîèñê îïòèìàëüíîé ñëîâà îïåðàöèé ïðåîáðàçîâàíèÿ
y → x ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó êðàò÷àéøåãî ïóòè íà ãðàôå îò
âåðõíåãî ëåâîãî óãëà ê ïðàâîìó íèæíåìó?

Ïîêàæåì îøèáî÷íîñòü äàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ.
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Ââåäåíèå â ïðîáëåìó

Íàèâíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ d(y, x)...

Ïðèìåð. Ïóñòü â àëôàâèòå X = { a, b, c, d } äàíû ñëîâà
x = (b), y = (b); âû÷èñëèòü d(y, x).

Îòâåò. Ïî ãðàôó Γ0(y, x) : d(y, x) =

= min { ch(a, b), de(a) + in(b), in(b) + de(a) }.

Íî èìååòñÿ è ìíîãî äðóãèõ âàðèàíòîâ, íàïðèìåð:

a
ch(a,c)
−−−→ c

de(c)
−−−→ d

in(d)
−−−→ b

Ãðàô Γ0 ïðåäñòàâëÿåò ëèøü î÷åíü ìàëóþ ÷àñòü âñåõ
âîçìîæíûõ ðåäàêòîðñêèõ îïåðàöèé ïðåîáðàçîâàíèÿ a→ b.
∴ íàèâíûé àëãîðèòì ðåøàåò çàäà÷ó ïðàâèëüíî òîëüêî â
ñëó÷àå, êîãäà îí ñîäåðæèò ñàìóþ äåøåâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Âûâîä: çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ëåâåíøòåéíîâîãî îòëè÷èÿ ñëîâà îò
çàäàííîãî ÿçûêà äîëæíà áûòü ñòðîãî ôîðìàëèçîâàíà.
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Ââåäåíèå â ïðîáëåìó

Ãðàô ïðåîáðàçîâàíèé ñëîâ

Îïðåäåëèì áåñêîíå÷íûé íàïðàâëåííûé ìóëüòèãðàô ãðàô Γ:

I V (Γ) ↔ X∗ � ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ êîíå÷íîé äëèíû íàä
êîíå÷íûì àëôàâèòîì X.

I E(Γ) ñîñòàâëÿþò äóãè 3 òèïîâ in, de è ch: äâå âåðøèíû,
ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì âèäà

x1x2 è x1xx2 ñîåäèíÿþò äóãè òèïà in äëèíû in(x) îò ïåðâîé âåðøèíû

êî âòîðîé è òèïà de äëèíû de(x) îò âòîðîé âåðøèíû ê

ïåðâîé;

x1yx2 è x1xx2 ñîåäèíÿþò äóãè òèïà ch äëèíû ch(y, x) îò ïåðâîé

âåðøèíû êî âòîðîé è äëèíû ch(x, y) îò âòîðîé âåðøèíû ê

ïåðâîé.

Ëåâåíøòåéíîâî îòëè÷èå � ôóíêöèÿ d : X∗ ×X∗ → R>0,
çíà÷åíèå êîòîðîé d(y, x) äëÿ ïàðû y, x åñòü äëèíà
êðàò÷àéøåãî ïóòè â Γ îò âåðøèíû y äî âåðøèíû x.
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Ââåäåíèå â ïðîáëåìó

Ñâîéñòâà ôóíêöèé Ëåâåíøòåéíà

::::::
Ëåììà (î ïîðÿäêå ðåäàêòîðñêèõ îïåðàöèé)

Äëÿ ëþáûõ äâóõ ñëîâ y è x èç X∗ ñóùåñòâóåò êðàò÷àéøèé ïóòü

I íà÷èíàþùèéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñòðåëîê òèïà in,
I çà êîòîðîé ñëåäóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðåëîê òèïà ch,
I è çàâåðøàþùèéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñòðåëîê òèïà de,

ïðè÷¼ì ëþáàÿ èç ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìîæåò áûòü ïóñòîé.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü y, x1, x2, . . . , xn, x � êðàò÷àéøèé ïóòü îò âåðøèíû y ê

âåðøèíå x, êîòîðûé íå îáëàäàåò óêàçàííûì ñâîéñòâîì, ÷òî

îáíàðóæèâàåòñÿ ïðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåõîäàõ îò xi−1 ê xi è

îò xi ê xi+1:
xi−1 −→ xi −→ xi+1
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Ââåäåíèå â ïðîáëåìó

Ñâîéñòâà ôóíêöèé Ëåâåíøòåéíà: in− ch− de

Ýòî ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî â òð¼õ ñëåäóþùèõ ñèòóàöèÿõ.

¬ Äóãà (xi−1, xi) èìååò òèï ch, à äóãà (xi, xi+1) � òèï in.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñëîâà xi−1, xi, xi+1 èìåþò îäèí èç äâóõ

ñëåäóþùèõ âèäîâ:
xi−1 = x′yx′′x′′′,
xi = x′xx′′x′′′,
xi+1 = x′xx′′zx′′′,

èëè


xi−1 = x′x′′yx′′′,
xi = x′x′′xx′′′,
xi+1 = x′zx′′xx′′′.

Â ïåðâîì ñëó÷àå çàìåíÿåì âåðøèíó xi íà x′yx′′zx′′′, à âî
âòîðîì � íà x′zx′′yx′′′.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èì íîâûé ïóòü èç âåðøèíû y â âåðøèíó

x ñ òîé æå äëèíîé, íî â ýòîì ïóòè ïåðâàÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ

ñòðåëêà áóäåò èìåòü òèï in, à âòîðàÿ � òèï ch.
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Ââåäåíèå â ïðîáëåìó

Ñâîéñòâà ôóíêöèé Ëåâåíøòåéíà: in− ch− de...

­ Äóãà (xi−1, xi) èìååò òèï de, à äóãà (xi, xi+1) � òèï in.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñëîâà xi−1, xi, xi+1 èìåþò îäèí èç äâóõ

ñëåäóþùèõ âèäîâ (x′, x′′, x′′′ ∈ X∗, x, y ∈ X):
xi−1 = x′yx′′x′′′,
xi = x′x′′x′′′,
xi+1 = x′x′′xx′′′,

èëè


xi−1 = x′x′′yx′′′,
xi = x′x′′x′′′,
xi+1 = x′xx′′x′′′.

Â ïåðâîì ñëó÷àå âåðøèíó xi çàìåíÿåì íà x′yx′′xx′′′, à âî
âòîðîì � íà x′xx′′yx′′′.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èì íîâûé ïóòü ñ òîé æå äëèíîé, íî â

ýòîì ïóòè ïåðâàÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ ñòðåëêà áóäåò èìåòü òèï

in, à âòîðàÿ � òèï de.
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Ââåäåíèå â ïðîáëåìó

Ñâîéñòâà ôóíêöèé Ëåâåíøòåéíà: in− ch− de...

® Äóãà (xi−1, xi) èìååò òèï de, à äóãà (xi, xi+1) � òèï ch.
Ýòî âîçìîæíî â äâóõ ñëó÷àÿõ:

xi−1 = x′xx′′yx′′′,
xi = x′x′′yx′′′,
xi+1 = x′xx′′zx′′′,

èëè


xi−1 = x′yx′′xx′′′,
xi = x′yx′′x′′′,
xi+1 = x′zx′′x′′′.

Çàìåíÿåì â ïåðâîì ñëó÷àå âåðøèíó xi íà x′xx′′zx′′′, à âî
âòîðîì � íà x′zx′′xx′′′.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èì íîâûé ïóòü ñ òîé æå äëèíîé, íî â

ýòîì ïóòè ïåðâàÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ ñòðåëêà áóäåò èìåòü òèï

ch, à âòîðàÿ � òèï de.

Ïîñëåäîâàòåëüíî èçìåíÿÿ ïóòü îò y äî x ïî óêàçàííûì

ïðàâèëàì, íàéäåì ïóòü, â êîòîðîì íè îäíà èç óêàçàííûõ òðåõ

ñèòóàöèé íå âñòðåòèòñÿ.
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Ââåäåíèå â ïðîáëåìó

Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ëåâåíøòåéíîâà îòëè÷èÿ

� íà îñíîâå äîêàçàííîé ëåììû.

¬ Îïðåäåëèì òðè ÷àñòíûõ îòëè÷èÿ din, dch è dde ïî
ïîñòðîåííîìó êðàò÷àéøåìó ïóòè: îíè ðàâíû äëèíàì ïóòè ïî
ñòðåëêàì ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà, ïðè ýòîì åñëè y = x, òî
ïîëàãàåì âñå îòëè÷èÿ ðàâíûìè 0, à åñëè ïóòè ïî ñòðåëêàì
äàííîãî òèïà íåò, òî ïîëàãàåì ñîîòâåòñòâóþùåå îòëè÷èå
ðàâíûì ∞.

­ Ââåä¼ì íîâûå ¾äëèííûå¿ ñòðåëêè â ãðàôå Γ (ðàíåå
ââåä¼ííûå � ¾êîðîòêèå¿):

I åñëè x ïîëó÷åíà èç y âñòàâêîé íåêîòîðûõ ñèìâîëîâ, òî
ââåä¼ì â ãðàô Γ äâå äëèííûå ñòðåëêè: òèïà in îò y äî
x äëèíû din(y, x) è òèïà de îò x äî y äëèíû dde(x, y);

I åñëè x è y èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó, ââåä¼ì â ãðàô Γ
äëèííóþ ñòðåëêó òèïà ch îò y äî x äëèíû dch(y, x).
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Ââåäåíèå â ïðîáëåìó

Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ëåâåíøòåéíîâà îòëè÷èÿ...

ßñíî, ÷òî
I äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè îò y äî x ïî êîðîòêèì ñòðåëêàì
= äëèíå êðàò÷àéøåãî ïóòè ïî äëèííûì ñòðåëêàì,

I è îäèí èç ýòèõ êðàò÷àéøèõ ïóòåé ñîäåðæèò íå áîëåå, ÷åì
òðè äëèííûå ñòðåëêè òèïà in, ch è de, èäóùèå äðóã çà
äðóãîì â óêàçàííîì ïîðÿäêå.

Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèåì ýòîãî âûñêàçûâàíèÿ �

d(y, x) = min
z1∈X∗

min
z2∈X∗

{ din(y, z1) + dch(z1, z2) + dde(z2, x) }

íå ãîäèòñÿ äëÿ êîíñòðóêòèâíîãî âû÷èñëåíèÿ d(y, x), íî
ïîëåçíî, ò.ê. ðàñêëàäûâàåò ïîíÿòèå ëåâåíøòåéíîâà îòëè÷èÿ íà
òðè ÷àñòíûå ïîíÿòèÿ: åãî âû÷èñëåíèå ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ
äâóõ âñïîìîãàòåëüíûõ ñëîâ z1 è z2 è |y| 6 |z1| = |z2| > |x|.
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ðàçäåëû

Ââåäåíèå â ñèíòàêñè÷åñêèé ïîäõîä ê ðàñïîçíàâàíèþ
îáðàçîâ

Ëåâåíøòåéíîâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñëîâà ñëîâîì èç
ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà

Ââåäåíèå â ïðîáëåìó

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ÐË

×òî åù¼ ïî÷èòàòü
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Çàäà÷à ÐË âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ Ëåâèíøòåéíà

Ïóñòü äëÿ êîíå÷íîãî àëôàâèòà X çàäàíû:

I ðåãóëÿðíûé ÿçûê L êàê ïîäìíîæåñòâî {(x1, . . . , xn)}
ñëîâ X∗, ãåíåðèðóåìûõ àâòîìàòîì Ã = 〈X,K,ϕ, P, ψ 〉,
ò.å. äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå∨

k0∈K
. . .

∨
kn∈K

ϕ(k0) N
n

&
i=1

P (ki−1, xi, ki) Nψ(kn);

I òðè ôóíêöèè in, ch è de íà X∗, (X∗)2 è X∗

ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëÿþùèå ëåâåíøòåéíîâî îòëè÷èå
ñëîâ d : (X∗)2 → R>0.

Çàäà÷à ÐË: ñîçäàòü àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ êàæäîãî ñëîâà
x ∈ X∗ è êàæäîé øåñòåðêè ôóíêöèé (ϕ, P, ψ, in, ch, de)
âû÷èñëÿåò ëåâåíøòåéíîâñêîå îòëè÷èå

D(x) = min
y∈L

d(y, x).
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Îñîáåííîñòè çàäà÷è ÐË

� íàõîæäåíèå D(x) = miny∈L d(y, x).

Îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò ìíîãîìåðíûå çàäà÷è íàõîæäåíèÿ
supx f(x) � îïòèìèçàöèè ôóíêöèé öåëåâûõ ôóíêöèé f(x), â
êîòîðûõ

I êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ, ìîæåò áûòü, áîëüøîå çàðàíåå
çàäàíî, â òî âðåìÿ, êàê çàäà÷à ÐË òðåáóåòñÿ íàéòè ñëîâî ñ
íåèçâåñòíîé çàðàíåå äëèíîé èç áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà;

I ôóíêöèÿ f(x), çàäàííûìè â âèäå ÿâíîé ôîðìóëû, à
çàäà÷å ÐË ôóíêöèÿ d(y, x), íå ïðåäñòàâëåíà â âèäå
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è å¼ ïîèñêà.
Îñíîâíàÿ çàäà÷à � îïòèìèçàöèÿ íàéäåííîé â ðåçóëüòàòå
ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ôóíêöèè d(y, x).
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ýêâèâàëåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå ëåâåíøòåéíîâà îòëè÷èÿ

::::::::
Òåîðåìà

Ïóñòü X è K � äâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà,

ϕ : K → {0, 1}, P : K ×X ×K → {0, 1}, ψ : K → {0, 1}
� òðè ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèå ðåãóëÿðíûé ÿçûê L ⊂ X∗ êàê

ìíîæåñòâî ñëîâ (x1, x2, . . . , xn), äëÿ êîòîðûõ èñòèíåí
ïðåäèêàò∨

k0∈K
. . .

∨
kn∈K

ϕ(k0) N
n

&
i=1

P (ki−1, xi, ki) Nψ(kn).

Ïóñòü òàêæå in : X → R, ch : X ×X → R, de : X → R � òðè

íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèå ëåâåíøòåéíîâû

îòëè÷èÿ d : X∗ ×X∗ → R è D : X∗ → R,

D(x) = min
y∈L

d(y, x).
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ýêâèâàëåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå ëåâåíøòåéíîâà îòëè÷èÿ...

::::::::
Òåîðåìà (ïðîäîëæåíèå)

Òîãäà äëÿ êàæäîé øåñòåðêè ôóíêöèé (ϕ, P, ψ, in, ch, de)
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïàðà ôóíêöèé P ′, ψ′, ÷òî ðàâåíñòâî

D(x) = min
k0∈K

. . . min
kn ∈K

{
ϕ(k0) +

n∑
i

P ′(ki−1, xi, ki) + ψ′(kn)

}
.

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî ñëîâà (x1, x2, . . . , xn) ∈ X∗.
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ñëåäñòâèÿ è âûâîäû

I Âû÷èñëåíèå ÷èñëà D(x) = miny∈L d(y, x), âîïðåêè âñåé
ñëîæíîñòè åãî îïðåäåëåíèÿ, èìååò ñëîæíîñòü O(|K|2n)
÷òî è ïðè ðàñïîçíàâàíèè ïðèíàäëåæíîñòè ñëîâà x
îáûêíîâåííîìó, íå øòðàôíîìó, ðåãóëÿðíîìó ÿçûêó.

I Ñóììàðíàÿ ñëîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ y
?
∈ L è âû÷èñëåíèå

d(y, x) èìååò ïîðÿäîê O(|K|2|y|+ |y||x|).
Ò.å. âû÷èñëåíèå D(x) èìååò ñëîæíîñòü O(|K|2|x|),
êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò |y|, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ
ìèíèìóì, è áîëåå òîãî, ìåíüøå, ÷åì ñëîæíîñòü
âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà d(y, x) äëÿ íåêîòîðûõ ñëîâ y ∈ L.

Ýòè âûòåêàþùèå èç òåîðåìû çàìå÷àòåëüíûå ñâîéñòâà àïðèîðè
íåïðàâäîïîäîáíû.
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ñëåäñòâèÿ è âûâîäû...

I Ðåäàêöèîííûì ïðåäïèñàíèåì íàçûâàåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ
èç ïåðâîé ñòðîêè âòîðîé êðàò÷àéøèì îáðàçîì. Ê
ðàññìîòðåííûì äåéñòâèÿì (âñòàâèòü, çàìåíèòü, óäàëèòü)
äîáàâëÿþò MATch) � ñîâïàäåíèå.
Íàéòè òîëüêî ðàññòîÿíèå Ëåâåíøòåéíà � áîëåå ïðîñòàÿ
çàäà÷à, ÷åì íàéòè åù¼ è ðåäàêöèîííîå ïðåäïèñàíèå.

I Åñëè ê ñïèñêó ðàçðåø¼ííûõ îïåðàöèé äîáàâèòü
òðàíñïîçèöèþ (äâà ñîñåäíèõ ñèìâîëà ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè),
ïðèõîäèì ê ïîíÿòèþ ðàññòîÿíèÿ Äàìåðàó � Ëåâåíøòåéíà.
Ðàññòîÿíèå Äàìåðàó � Ëåâåíøòåéíà èñïîëüçóåòñÿ �

I ïðè àíàëèçå òåêñòîâ: Äàìåðàó ïîêàçàë, ÷òî 80% îøèáîê

ïðè íàáîðå òåêñòà ÷åëîâåêîì ÿâëÿþòñÿ òðàíñïîçèöèÿìè;
I â áèîèíôîðìàòèêå.
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Ðàçäåëû

Ââåäåíèå â ñèíòàêñè÷åñêèé ïîäõîä ê ðàñïîçíàâàíèþ
îáðàçîâ

Ëåâåíøòåéíîâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñëîâà ñëîâîì èç
ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà

Ââåäåíèå â ïðîáëåìó

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ÐË

×òî åù¼ ïî÷èòàòü
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Èñõîäíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è (ïîâòîðåíèå)

Ïóñòü äàíû êîíå÷íûå ìíîæåñòâà X è K è ôóíêöèè
ϕ : K → {0,∞}, P : K ×X ×K → {0,∞}, ψ : K → {0,∞},
çàäàþùèå ìíîæåñòâî L ∈ X∗ ñëîâ, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ñëîâî (k0, k1, . . . , kn), ÷òî

¬ ϕ(k0) = 0, ­ P (ki−1, x1, k1) = 0, i = 1, n,
® ψ(kn) = 0.

Ïóñòü òàêæå äàíû òàêæå òðè ôóíêöèè in : X → R,
ch : X ×X → R, de : X → R, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ôóíêöèþ
d : X ×X → R, çíà÷åíèÿ êîòîðîé d(y, x) åñòü ëåâåíøòåéíîâî
îòëè÷èå ñëîâà x îò ñëîâà y.

Çàäà÷à: ïîñòðîèòü àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ ëþáîé ïîäàííîé íà
åãî âõîä ñëîâà x ∈ X∗ âû÷èñëÿåò ÷èñëî

D(x) = min
y∈L

d(y, x).
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Àëãîðèòì ðåøåíèÿ

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ D(x) ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé.

I. Ïåðâàÿ ÷àñòü � ïîäãîòîâèòåëüíàÿ
è çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ôóíêöèé P ′ è ψ′, êîòîðûå
ïîëó÷àþò èç ôóíêöèé P , ψ, in, ch, de.
Âû÷èñëåíèÿ â ýòîé ÷àñòè íå çàâèñÿò îò âõîäíîé ñëîâà x è
äëÿ äàííîãî ìíîæåñòâà L è äàííîé ëåâåíøòåéíîâîé
ôóíêöèè âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî îäèí ðàç.

II. Âòîðàÿ ÷àñòü âû÷èñëåíèé çàâèñèò îò âõîäíîé ñëîâà è
ñîñòîèò ñîáñòâåííî â âû÷èñëåíèè D(x).
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Àëãîðèòì ðåøåíèÿ: ÷àñòü I.

¬ Ïîñòðîèòü ôóíêöèþ P1 : K ×X ×K → R:

P1(k
′, y, k′′) =

{
min {P (k′, y′, k′′), in(y) } , åñëè k′ = k′′,
P (k′, y′, k′′), èíà÷å.

×èñëà P1(k
′, y, k′′) îáîçíà÷àþò ñòîèìîñòü ñàìîãî äåøåâîãî

äîáàâëåíèÿ ñèìâîëà y â êîíåö ñòðîêè ïðè óñëîâèè, ÷òî äî
ýòîãî àâòîìàò íàõîäèëñÿ â ñîñòîÿíèè k′, à ïîñëå áóäåò
íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè k′′. Ïðè

k′ 6= k′′ ñãåíåðèðóåìûé àâòîìàòîì ñèìâîë y äîïèñûâàåòñÿ
ê ñòðîêå, ñòîèìîñòü äîïèñûâàíèÿ � P (k′, y′, k′′);

k′ = k′′ = k èç ýòèõ äâóõ âîçìîæíîñòåé: (1) ñèìâîë y
ãåíåðèðóåòñÿ àâòîìàòîì, ñòîèìîñòü P (k, y, k) è
(2) ñèìâîë y ïîÿâëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå
ðåäàêòîðñêîé îïåðàöèè âñòàâêè ñî ñòîèìîñòüþ
in(y) � âûáèðàåòñÿ áîëåå äåøåâàÿ.
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Àëãîðèòì ðåøåíèÿ: ÷àñòü I...

­ Ïîñòðîèòü ôóíêöèþ ch∗ : X ×X → R, íàïðèìåð,
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà ïîëîæèì ch∗(x, y) = 0 ïðè
x = y è ch∗(x, y) = ch(x, y) = 0, èíà÷å; çàòåì ýòè ÷èñëà
ìíîãîêðàòíî ïðåîáðàçóþòñÿ îïåðàòîðîì

ch∗(x, y) = min
z∈X
{ ch∗(x, z) + ch∗(z, y) } .

×èñëî ch∗ åñòü ñòîèìîñòü ñàìîé äåøåâîé ñëîâà çàìåí
(âîçìîæíî, ïóñòîé), ïðåâðàùàþùåé ñèìâîë x â ñèìâîë y.
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Àëãîðèòì ðåøåíèÿ: ÷àñòü I...

® Ïîñòðîèòü ôóíêöèþ P2 : K ×X ×K → R:

P2(k
′, x, k′′) = min

y∈X

{
P1(k

′, y, k′′) + ch∗(y, x)
}
.

×èñëî P2(k
′, x, k′′) � ýòî ñòîèìîñòü ñàìîãî äåøåâîãî ñïîñîáà

äîïèñûâàíèÿ ñèìâîëà x â êîíåö ñëîâà ïðè óñëîâèè, ÷òî äî
ýòîãî äîïèñûâàíèÿ àâòîìàò íàõîäèëñÿ â ñîñòîÿíèè k′, à ïîñëå
äîïèñûâàíèÿ �- â ñîñòîÿíèè k′′.
Äîáàâëåííûé ñèìâîë ìîã áûòü ñãåíåðèðîâàí àâòîìàòîì èëè
âñòàâëåí ðåäàêòîðîì.
Ïîñëå ýòîãî ñ ýòèì ñèìâîëîì âûïîëíÿåòñÿ (èëè íå
âûïîëíÿåòñÿ) ñêîëü óãîäíî äëèííàÿ ñëîâî çàìåí, ðåçóëüòàòîì
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñèìâîë x, ò.å. ÷èñëî P2(k

′, x, k′′) �
ðåçóëüòàò îïòèìàëüíîãî âûáîðà èç äîâîëüíî áîëüøîãî
ìíîæåñòâà.
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Àëãîðèòì ðåøåíèÿ: ÷àñòü I...

¯ Ïîñòðîèòü âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ q : K ×K → R:

q(k′, k′′) =

{
0, åñëè k′ = k′′,
min
x∈K
{P2(k

′, x, k′′) + de(x) } , èíà÷å.

×èñëî q(k′, k′′) åñòü ñòîèìîñòü ñàìîãî äåøåâîãî ïðîöåññà, â
ðåçóëüòàòå êîòîðîãî àâòîìàò ïåðåõîäèò èç ñîñòîÿíèÿ k′ â
ñîñòîÿíèå k′′, ïðè÷åì òà êîãî, ÷òî ïîñëå îêîí÷àíèÿ ïðîöåññà
ñëîâî ñèìâîëîâ îêàçûâàåòñÿ òàêîé æå, êàê äî åãî íà÷àëà, õîòÿ
â òå÷åíèå ñàìîãî ïðîöåññà ê ýòîé ñëîâà è äîïèñûâàëñÿ
êàêîé-òî ñèìâîë.
Ýòîò ïðîöåññ ñîñòîèò èõ ñëåäóþùèõ ÷àñòåé:

I äîáàâëåíèå ñèìâîëà â êîíåö ñëîâà, ñãåíåðèðîâàâ åãî
àâòîìàòîì èëè âûïîëíèâ ðåäàêòîðñêóþ âñòàâêó;

I ñëîâî (âîçìîæíî, ïóñòàÿ) çàìåí äîáàâëåííîãî ñèìâîëà;
I èñêëþ÷åíèå ñèìâîëà èç ñëîâà.
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Àëãîðèòì ðåøåíèÿ: ÷àñòü I...

° Ïîñòðîèòü âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ q∗ : K ×K → R:
ñíà÷àëà âûïîëíèòü ïðèñâîåíèå

q∗(k′, k′′) =

{
0, åñëè k′ = k′′,
q(k′, k′′), èíà÷å.

Çàòåì ìíîãîêðàòíî âûïîëíèòü îïåðàòîð

q∗(k′, k′′) = min
k∈K

{
q∗(k′, k) + q∗(k, k′′)

}
.

×èñëî q∗(k′, k′′) ïîäîáíî ÷èñëó q(k′, k′′), à ðàçëè÷èå â òîì,
÷òî ïîñëåäíåå ÷èñëî åñòü ñòîèìîñòü ñàìîãî äåøåâîãî ñïîñîáà
ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèå, ïðè êîòîðîì ðàçðåøåíî îäèí è òîëüêî
îäèí ðàç äîïèñàòü ñèìâîë â ñëîâî, âûïîëíèòü ñ íèì ðÿä çàìåí
è èñêëþ÷èòü, à ïåðåâîå � ñòîèìîñòü ñàìîãî äåøåâîãî ñïîñîáà
ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ k′ â ñîñòîÿíèå k′′, ïðè êîòîðîì â ñëîâî
äîïèñûâàåòñÿ êàêîåóãîäíî êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ, âêëþ÷àÿ
íóëåâîå, âûïîëíÿþòñÿ ñ íèìè êàêèå-óãîäíî çàìåíû (èëè íå
âûïîëíÿþòñÿ èõ) è â êîíå÷íîì èòîãå âñå ýòè ñèìâîëû
èñêëþ÷àþòñÿ.
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± Ïîñòðîèòü ôóíêöèþ P : K ×X ×K → R:

P ′(k′, x, k′′) = min
k∈K

{
q∗(k′, k) + P2(k, x, k

′′)
}
.

×èñëî P ′(k′, x, k′′) åñòü ñòîèìîñòü ñàìîãî äåøåâîãî ïðîöåññà,
â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî àâòîìàò ïåðåõîäèò èç ñîñòîÿíèÿ k′ â
ñîñòîÿíèå k′′, à ñëîâî ñèìâîëîâ íàðàùèâàåòñÿ ñèìâîëîì x.
Âî âðåìÿ ýòîãî ïðîöåññà àâòîìàò ãåíåðèðóåò êàêóþ-òî ñëîâî
ñèìâîëîâ, ñ êàæäûì èç íèõ âûïîëíÿþòñÿ êàêèå-òî çàìåíû, è â
êîíå÷íîì èòîãå âñå îíè èñêëþ÷àþòñÿ.
Çàòåì â ñëîâî äîïèñûâàåòñÿ îäèí ñèìâîë, ëèáî ïîçâîëÿÿ
àâòîìàòó ñãåíåðèðîâàòü åãî, ëèáî âñòàâëÿÿ åãî ðåäàêòîðîì, ñ
ýòèì ñèìâîëîì âûïîëíÿåòñÿ ðÿä çàìåí, è â êîíå÷íîì èòîãå îí
îñòàåòñÿ â ñëîâà.
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Àëãîðèòì ðåøåíèÿ: ÷àñòü I...

² Âû÷èñëèòü ÷èñëà ψ′(k):

ψ′(k) = min
k′∈K

{
q∗(k, k′) + ψ(k′)

}
.

×èñëî ψ′(k) åñòü ñòîèìîñòü ñàìîãî äåøåâîãî ïðîöåññà
ñëåäóþùåãî êëàññà: àâòîìàò, íàõîäÿùèéñÿ â ñîñòîÿíèè k,
ãåíåðèðóåò êàêóþ-òî ñëîâî ñèìîëîâ è îêàçûâàåòñÿ â ñîñòîÿíèè
k′, â êîòîðîì îí ïðåêðàùàåò ðàáîòó, à çàòåì êàæäûé
ñãåíåðèðîâàííûé ñèìâîë ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî ðàç
çàìåíÿåòñÿ äðóãèì ñèìâîëîì è â êîíå÷íîì èòîãå èñêëþ÷àåòñÿ.
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Ëåâåíøòåéíîâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñëîâà ñëîâîì èç ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ÐË

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ: ÷àñòü II

Âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèè D(x) èìååò
ñëåäóþùèé âèä: äëÿ ïîäàííîé íà âõîä àëãîðèòìà ñëîâà
x = (x0, x1, . . . , xn) âû÷èñëÿþòñÿ ÷èñëà
fi(k), k ∈ K, i = 0, 1, . . . , n, è ÷èñëî D(x) ïî ôîðìóëàì

f0(k0) = ϕ(k0), k0 ∈ K,
fi(ki) = min

ki−1∈K

{
fi−1(ki−1) + P ′(ki−1, xi, ki)

}
, ki ∈ K, i = 1, n,

D(x) = min
kn∈K

{
fn(kn) + ψ′(kn)

}
.
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Ëåâåíøòåéíîâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñëîâà ñëîâîì èç ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ÐË

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ: çàìå÷àíèÿ

¾×òî êàñàåòñÿ óáåäèòåëüíîñòè îáîñíîâàííîñòè [îïèñàííîãî
àëãîðèòìà] ... òî íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïî÷òè áåçíàäåæíûì
ñäåëàòü ýòî ñ ïîìîùüþ îäíèõ ëèøü òàê íàçûâåìûõ ðàçóìíûõ
ñîîáðàæåíèé, âûðàæåííûõ ñëîâàìè åñòåñòâåííîãî ÿçûêà¿.

Ðàññìîòðåííûé àëãîðèòì ðåàëèçóåò ìåòîä áëèæàéøåãî ñîñåäà
â ñëó÷àå, êîãäà L åñòü ðåãóëÿðíûé ÿçûê, à d � åñòü ôóíêöèÿ
Ëåâåíøòåéíà.

Äîïóñòèì, ÷òî íà îñíîâàíèè ñëîâà x = (x1, x2, . . . , xi, . . . , xn)
íàáëþäåíèé íóæíî îïðåäåëèòü ñëîâî k = (k0, k1, . . . , kn)
ñîñòîÿíèé. Âñå îïèñàííûå â ëåêöèÿõ àëãîðèòìû ñõîäíû â òîì,
÷òî ðåøåíèå î âñåé ñëîâà k öåëèêîì ïðèíèìàåòñÿ íà
îñíîâàíèè âñåé ñëîâà x.

Èçâåñòíû ðåçóëüòàòû ïî ëåâåíøòåéíîâîé àïïðîêñèìàöèè â
áîëåå îáùåì ñëó÷àå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ.
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×òî åù¼ ïî÷èòàòü

Ðàçäåëû

Ââåäåíèå â ñèíòàêñè÷åñêèé ïîäõîä ê ðàñïîçíàâàíèþ
îáðàçîâ

Ëåâåíøòåéíîâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñëîâà ñëîâîì èç
ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà

Ââåäåíèå â ïðîáëåìó

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ÐË

×òî åù¼ ïî÷èòàòü
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