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Äèñêðåòíàÿ âåðîÿòíîñòü

Ðàçäåëû

Äèñêðåòíàÿ âåðîÿòíîñòü

Ïîíÿòèå î âåðîÿòíîñòíîì ìåòîäå
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Ìîäåëè Èíòåðíåòà. Ìîäåëü Áàðàáàøè-Àëüáåðò

Ìîäåëè Èíòåðíåòà. Ïåéäæðàíê



ÌÅÒÎÄÛ ÀÍÀËÈÇÀ ÄÀÍÍÛÕ. ×àñòü VI: Ñëó÷àéíûå ãðàôû 3 / 88

Äèñêðåòíàÿ âåðîÿòíîñòü

Îáîçíà÷åíèÿ I

bxc � ïîë: arg max
n∈N
{n 6 x}; dxe � ïîòîëîê: arg min

n∈N
{x 6 n};

Kn � ïîëíûé ãðàô íà n âåðøèíàõ;
Kk 6 Kn � ïîäãðàô Kk ãðàôà Kk, k 6 n.

Kp,q � ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô íà äâóõ ïîäìíîæåñòâàõ
âåðøèí (äîëÿõ) ïî p è q âåðøèí â êàæäîé äîëå ñîîòâåòñòâåííî.

2M � áóëåàí ìíîæåñòâà M .
2n � êîíå÷íàÿ áóëåâà àëãåáðà ñ n àòîìàìè.

Ñëó÷àéíîå ñîáûòèå � ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà
ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ.

P[A] � âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ∈ {0, 1}.
P[A+B] = P[A] + P[B]− P[A ·B]

P[A ·B] = P[A] · P[B], åñëè ñîáûòèÿ íåçàâèñèìû
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Äèñêðåòíàÿ âåðîÿòíîñòü

Îáîçíà÷åíèÿ II

Åñëè ïðîâîäèòñÿ n èñïûòàíèé ïî ñõåìå Áåðíóëëè ñ
âåðîÿòíîñòüþ åäèíè÷íîãî óñïåõà p, òî âåðîÿòíîñòü P>1

íàáëþäàòü õîòÿ áû îäèí óñïåõ �

P>1 = 1− (1− p)n < np,

P

[∑
i

Ai

]
6
∑
i

P[A].

E[X] � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.

D[X] = E[X2]− (E[X])2 � äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.

Íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû X ñ êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì E[X]:

P[X > ε] 6
E[X]

ε
.
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Äèñêðåòíàÿ âåðîÿòíîñòü

Îáîçíà÷åíèÿ III

Àñèìïòîòèêà ïðè n→∞.
O: f(n) = O(g(n)) ⇔

∣∣∣f(n)
g(n)

∣∣∣ 6 const
� îãðàíè÷åííîñòü ñâåðõó;

Ω: f(n) = Ω(g(n)) ⇔
∣∣∣f(n)
g(n)

∣∣∣ > const
� îãðàíè÷åííîñòü ñíèçó;

Θ: f(n) = Θ(g(n)) ⇔ � îãðàíè÷åííîñòü è ñâåðõó, è ñíèçó;

o: f(n) = o(g(n)) ⇔ f(n)
g(n) → 0.
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Äèñêðåòíàÿ âåðîÿòíîñòü

Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà: îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû

Îïðåäåëåíèå

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé, åñëè ïðîñòðàíñòâî
å¼ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ (íîñèòåëü) Ω = {ω0, ω1, . . . } íå
áîëåå, ÷åì ñ÷¼òíî.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü p0, p1, . . ., ãäå pi = P[ωi], i = 0, 1, . . .,
íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì èëè ôóíêöèåé

âåðîÿòíîñòè (ÿñíî, ÷òî pi > 0,
∑

i pi = 1).

Ïðèìåðû

I Ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè B(p, q):
Ω = { 0, 1 }, p0 = p, p1 = q.

I Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà Po(λ): Ω = { 0, 1, . . . }, λ > 0.

1 = e−λeλ = e−λ
(

1 + λ+
λ2

2!
+ . . .

)
=
∑
i>0

λie−λ

i!︸ ︷︷ ︸
pi
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Äèñêðåòíàÿ âåðîÿòíîñòü

Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà: ïðèìåðû

I Îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå NBi(k, p):
Ω = { 0, 1, . . . }, 0 < q < 1, p = 1− q:

1 =

(
1− q
1− q

)n
= (1− q)n · 1

(1− q)n
=

= (1− q)n ·
∑
k>0

C
k
nq
k =

∑
k>0

(
n+ k − 1

n− 1

)
pn(1− p)k︸ ︷︷ ︸

pk

� ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàâíîé
êîëè÷åñòâó ïðîèçîøåäøèõ íåóäà÷ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
èñïûòàíèé Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p, ïðîâîäèìîé
äî n-ãî óñïåõà.
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Äèñêðåòíàÿ âåðîÿòíîñòü

Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà: ïðèìåðû...

I Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Bi(n, k): ðåçóëüòàò n
èñïûòàíèé ïî ñõåìå Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ 0 < p < 1
êàæäîå, q = 1− p, Ω = { 0, 1, . . . , n }:

1 = (p+ q)n =

n∑
i=0

(
n

i

)
piqn−i︸ ︷︷ ︸
pi

� âåðîÿòíîñòü íàáëþäåíèÿ k óñïåõîâ, 0 6 k 6 n.
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Äèñêðåòíàÿ âåðîÿòíîñòü

Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ

Âåðîÿòíîñòü P[A] ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ A ⊆ Ω åñòü
∑
ω∈A

p(ω).

Êëàññè÷åñêèé ñïîñîá çàäàíèÿ âåðîÿòíîñòåé: êîëè÷åñòâî
ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ êîíå÷íî è âñå îíè èìåþò îäèíàêîâóþ
âåðîÿòíîñòü.

Òîãäà âåðîÿòíîñòü ëþáîãî ñîáûòèÿ ïðè êîíå÷íîì |Ω|
îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå åãî ìîùíîñòè (ò.å. êîëè÷åñòâà
ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ äàííîìó ñîáûòèþ)
ê îáùåìó ÷èñëó ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ:

P[A] =
|A|
|Ω|

, A ⊆ Ω.
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Äèñêðåòíàÿ âåðîÿòíîñòü

Êëàññè÷åñêèé ñïîñîá çàäàíèÿ âåðîÿòíîñòåé: ïðèìåð

Ïðèìåð

I Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå HGe(k;N,D, n):
èìååòñÿ ìíîæåñòâî èç N îáúåêòîâ, èç êîòîðûõ D
äåôåêòíûõ; åñëè èç äàííîãî ìíîæåñòâà äåëàåòñÿ
ñëó÷àéíàÿ n-âûáîðêà, òî êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî â íåé
îêàæåòñÿ ðîâíî d äåôåêòíûõ îáúåêòîâ?

N−D︷ ︸︸ ︷
◦ ◦ . . . ◦

D︷ ︸︸ ︷
• • . . . • N

◦ . . . ◦︸ ︷︷ ︸
n−d

• . . . •︸ ︷︷ ︸
d

n

pd =

(
N −D
n− d

)(
D

d

)
(
N

n

) .
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Ïîíÿòèå î âåðîÿòíîñòíîì ìåòîäå

Ðàçäåëû

Äèñêðåòíàÿ âåðîÿòíîñòü

Ïîíÿòèå î âåðîÿòíîñòíîì ìåòîäå

Ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ

Ìîäåëè Èíòåðíåòà. Ìîäåëü Áàðàáàøè-Àëüáåðò

Ìîäåëè Èíòåðíåòà. Ïåéäæðàíê
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Ïîíÿòèå î âåðîÿòíîñòíîì ìåòîäå

Âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä: îñíîâíàÿ èäåÿ î÷åíü ïðîñòà
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ îáúåêòà ñ äàííûìè
ñâîéñòâàìè îïðåäåëÿþò ïîäõîäÿùåå âåðîÿòíîñòíîå
ïðîñòðàíñòâî îáúåêòîâ, à çàòåì ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè
ñëó÷àéíîì âûáîðå îáúåêòà âåðîÿòíîñòü íàëè÷èÿ ó íåãî
èíòåðåñóþùèõ ñâîéñòâ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâà â ìàòåìàòèêå:

I â êîíñòðóêòèâíûõ äîêàçàòåëüñòâàõ ïðîâîäèòñÿ
ïðåäúÿâëåíèå òðåáóåìîãî îáúåêòà èëè àëãîðèòì åãî
ïîñòðîåíèÿ;

I â ýêçèñòåíöèàëüíûõ äîêàçàòåëüñòâàõ äîêàçûâàåòñÿ, ëèøü
÷òî îáúåêò ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì
íåêîòîðîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà.

Âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä, ïðåäëîæåííûé Ï.Ýðä¼øåì â ñåðåäèíå
XX â., ñòàë ìîùíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷
äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè.
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Ïîíÿòèå î âåðîÿòíîñòíîì ìåòîäå

Ï. Ýðä¼ø
Ïàë Ýðä¼ø (âåíã. Erd�os P�al, 1913�1996)

� âåíãåðñêèé ¾ñòðàíñòâóþùèé ìàòåìàòèê¿,
îäèí èç ñàìûõ çíàìåíèòûõ ó÷¼íûõ XX âåêà.

Ðàáîòàë â ñàìûõ ðàçíûõ îáëàñòÿõ
ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè: êîìáèíàòîðèêà,

òåîðèÿ ãðàôîâ, òåîðèÿ ÷èñåë,
ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, òåîðèÿ ìíîæåñòâ,

òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé...

Åãî èìÿ íîñèò íåñêîëüêî äåñÿòêîâ
òåîðåì, ãèïîòåç (íåêîòîðûå èç êîòîðûõ áûëè âïîñëåäñòâèè

äîêàçàíû), êîíñòàíò, íåðàâåíñòâ, ãðàôîâ, ïðîñòðàíñòâ, ìîäåëåé...

Ëàóðåàò ìíîæåñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ íàãðàä è îñíîâàòåëü
ïðåìèè Ýðä¼øà.

Êîëè÷åñòâî íàïèñàííûõ èì íàó÷íûõ ñòàòåé, òàê æå êàê è ÷èñëî
ñîàâòîðîâ íå èìååò àíàëîãîâ ñðåäè ñîâðåìåííûõ åìó ìàòåìàòèêîâ.
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Ïîíÿòèå î âåðîÿòíîñòíîì ìåòîäå

×èñëî Ðàìñåÿ

Îïðåäåëåíèå

×èñëî Ðàìñåÿ R(k, l) åñòü íàèìåíüøåå öåëîå n, òàêîå, ÷òî ïðè

ëþáîé ðàñêðàñêå ðåáåð ïîëíîãî n-âåðøèííîãî ãðàôà Kn(V,E)
â ñèíèé è êðàñíûé öâåòà ëèáî ñóùåñòâóåò êðàñíûé ïîäãðàô
Kk, ëèáî ñóùåñòâóåò ñèíèé ïîäãðàô Kl.

Ðàìñåé ïîêàçàë, ÷òî ÷èñëî R(k, l) êîíå÷íî äëÿ ëþáûõ k è l.

Ãèïîòåçà: R(3, 3)
?
= 5. Ìîæíî ëè ð¼áðà

ïîëíîãî 5-âåðøèííîãî ãðàôà ðàñêðàñèòü
â ñèíèé è êðàñíûé öâåòà òàê, ÷òîáû
íå îêàçàëîñü íè ñèíåãî, íè êðàñíîãî
òðåóãîëüíèêà?
Ìîæíî: ���������������−→
Ïîýòîìó 6 6 R(3, 3).
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Ïîíÿòèå î âåðîÿòíîñòíîì ìåòîäå

¾Ëèðè÷åñêîå îòñòóïëåíèå¿: äîêàçàòåëüñòâî R(3, 3) 6 6

¬ ßñíî, ÷òî ëþáîé ðàñêðàñêå ð¼áåð ãðàôà K6 â ñèíèé è
êðàñíûé öâåòà êàæäîé åãî âåðøèíå èíöèäåíòíî ëèáî íå ìåíåå
3 ñèíèõ ð¼áåð, ëèáî íå ìåíåå 3 êðàñíûõ.

­ Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó v ∈ V (K6) è ïóñòü åé
èíöèäåíòíî 3 êðàñíûõ ðåáðà (v, v1), (v, v2), (v, v3).
Òîãäà äëÿ ð¼áåð (v1, v2), (v2, v3) è (v3, v1) âîçìîæíû 2 ñëó÷àÿ:

1) âñå îíè ñèíèå, è òîãäà îíè îáðàçóþò ñèíèé òðåóãîëüíèê;

2) õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ð¼áåð êðàñíîå, íàïðèìåð, (v1, v2), è
òîãäà ð¼áðà (v, v1), (v1, v2), (v2, v) îáðàçóþò êðàñíûé
òðåóãîëüíèê.

® Åñëè âåðøèíå v ∈ V (K6) åé èíöèäåíòíî 3 ñèíèõ ðåáðà,
ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî R(3, 3) = 6.
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Ïîíÿòèå î âåðîÿòíîñòíîì ìåòîäå

Äîêàçàòåëüñòâî R(3, 3) 6 6: èëëþñòðàöèÿ



ÌÅÒÎÄÛ ÀÍÀËÈÇÀ ÄÀÍÍÛÕ. ×àñòü VI: Ñëó÷àéíûå ãðàôû 17 / 88

Ïîíÿòèå î âåðîÿòíîñòíîì ìåòîäå

×èñëà Ðàìñåÿ òðóäíîâû÷èñëèìû

ßñíî, ÷òî R(1, l) = 1 è R(2, l) = l.
Íåêîòîðûå èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ R(k, l) è èõ îöåíêè:

R(k, l) 3 4 5 6 7 8 9 10

3 6 9 14 18 23 28 36 40...42

4 9 18 25 36...41 49...61 58...84 73...15 92...149

×èñëà Ðàìñåÿ ÷ðåçâû÷àéíî òðóäíî âû÷èñëÿòü: ÷èñëî Cn
âñåâîçìîæíûõ 2-ðàñêðàñîê ð¼áåð ïîëíîãî n-âåðøèííîãî ãðàôà
ðàâíî 2(n2), è, íàïðèìåð

|V (K40)| = 40·39
2 = 780 è C40 = 2780 ≈ 6,36 · 10234.

Ýðä¼ø ïîëàãàë, ÷òî â ñëó÷àå êðàéíåé íåîáõîäèìîñòè
÷åëîâå÷åñòâî åù¼ ñïîñîáíî íàéòè R(5, 5), íî íå R(6, 6):

43 6 R(5, 5) 6 49, 102 6 R(6, 6) 6 165.

Îí íàø¼ë ñïîñîá ïîëó÷èòü íèæíþþ îöåíêó äèàãîíàëüíûõ
÷èñåë Ðàìñåÿ, èñïîëüçóÿ âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä.
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Ïîíÿòèå î âåðîÿòíîñòíîì ìåòîäå

Íèæíÿÿ îöåíêà äèàãîíàëüíîãî ÷èñëà Ðàìñåÿ

� ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ âåðîÿòíîñòíîãî ìåòîäà.

:::::::::::::
Óòâåðæäåíèå

Åñëè Ckn · 21−C2
k < 1, òî R(k, k) > n.

Òàêèì îáðàçîì, R(k, k) > b2k/2c äëÿ âñåõ k > 3.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ ðàñêðàñêó ðåáåð ãðàôà Kn â êðàñíûé è
ñèíèé öâåòà ðàâíîâåðîÿòíî è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.

Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî ïîäãðàôà Kk 6 Kn, k 6 n ñîáûòèå

Mk = 1 ⇔ ïîäãðàô Kk � ìîíîõðîìàòè÷åñêèé

(èëè îäíîöâåòíûé, âñå åãî ðåáðà ÿâëÿþòñÿ ëèáî ÿâëÿþòñÿ
êðàñíûìè, ëèáî ñèíèìè).
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Ñîáûòèå Mk � ìîíîõðîìàòè÷íîñòü k-âåðøèííîãî ïîäãðàôà

ßñíî, ÷òî P[Mk] = 2
C2

k
= 21−C2

k

(äâà âàðèàíòà èç 2C
2
k âîçìîæíûõ 2-öâåòíûõ ðàñêðàñîê âñåõ

C2
k ð¼áåð ïîäãðàôà).

Ò.ê. ñóùåñòâóåò Ckn âàðèàíòîâ âûáîðà Kk, òî âåðîÿòíîñòü P
òîãî, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ñîáûòèé Mk ïðîèçîéäåò �

P = 1− (1− P[Mk])
Ck

n < Ckn21−C2
k < 1,

a ÷òî íå ïðîèçîéä¼ò � 1− P > 0 ⇒ ñóùåñòâóåò 2-ðàñêðàñêà
ãðàôà Kn áåç îäíîöâåòíûõ ïîäãðàôîâ, ò.å. R(k, k) > n.

Åñëè k > 3 è n = b2k/2c, òî

Ckn21−C2
k = n·(n−1)·...·(n−k+1)

k! · 21−k2/2+k/2 < nk

k! ·
21+k/2

2k
2/2

< 1,

è, ñëåäîâàòåëüíî, R(k, k) > n = b2k/2c äëÿ âñåõ k > 3.
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Âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä è ïðèíöèï Äèðèõëå

Â äàííîì ïðèìåðå ìîæíî îáîéòèñü áåç âåðîÿòíîñòè, ïîëó÷èâ
äîêàçàòåëüñòâî êîìáèíàòîðíûì ïóòåì: ÿñíî, ÷òî ÷èñëî 2C

2
k

2-ðàñêðàñîê ãðàôà Kn áîëüøå ÷èñëà òåõ, ÷òî ñîäåðæàò
ìîíîõðîìàòè÷åñêèé ïîäãðàô Kk.

Ïðèíöèï Äèðèõëå: åñëè n êðîëèêîâ ðàññàæåíû â k êëåòîê, òî
ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî â îäíîé èç êëåòîê íàõîäèòñÿ áîëåå îäíîãî
êðîëèêà, ìîæíî åñëè n > k, à åñëè k > n, òî êàê ìèíèìóì
îäíà êëåòêà ïóñòà.

Âàðèàíò � ¾ïðèíöèï ãîëóáåé è ÿùèêîâ¿ (Pigeonhole principle).

Òåîðèÿ Ðàìñåÿ îáîáùàåò ýòîò ïðèíöèï.
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Ô.Ï. Ðàìñåé
Ôðýíê Ïëàìïòîí Ðàìñåé

(Frank Plumpton Ramsey, 1903�1930)
� àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê, óñïåâøèé âíåñòè
òàêæå çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ôèëîñîôèþ

è ýêîíîìè÷åñêóþ íàóêó.

¾Îí äîêàçàë, ÷òî óïîðÿäî÷åííûå

êîíôèãóðàöèè íåèçáåæíî ïðèñóòñòâóþò â

ëþáîé áîëüøîé ñòðóêòóðå.

...

Åñëè âçÿòü ïðèìåð ñî çâ¼çäàìè, òî âñåãäà ìîæíî íàéòè â íåé

ãðóïïó, êîòîðàÿ ñ î÷åíü áîëüøîé òî÷íîñòüþ îáðàçóåò êàêóþ-íèáóäü

çàäàííóþ êîíôèãóðàöèþ: ïðÿìóþ ëèíèþ, ïðÿìîóãîëüíèê è äð.

Ôàêòè÷åñêè òåîðèÿ Ðàìñåÿ óòâåðæäàåò, ÷òî ëþáàÿ áîëüøàÿ

ñòðóêòóðà îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò óïîðÿäî÷åííóþ ïîäñòðóêòóðó¿.

= ïîëíàÿ íåóïîðÿäî÷åííîñòü íåâîçìîæíà.
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Âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä: àëãîðèòìè÷åñêèé àñïåêò

Èç äîêàçàòåëüñòâà R(k, k) > b2k/2c, k > 3 ñëåäóåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò ðåáåðíàÿ 2-ðàñêðàñêà ãðàôà Kn áåç îäíîöâåòíûõ

êëèê K2 log2 n.
Êàê íàéòè òàêóþ ðàñêðàñêó ÿâíî? Ïîëíàÿ ïðîâåðêà îäíîãî
ïîäãðàôà Kk � 2C

2
k = 2k

2/2−k/2 âàðèàíòîâ.

Äëÿ áîëüøèõ k ïðè n = b2k/2c âûïîëíåíî

Ckn · 21−C2
k <

21+k/2

k!

( n

2k2/2

)k
6

21+k/2

k!
� 1.

⇒ ñëó÷àéíàÿ ðàñêðàñêà ãðàôà Kn ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ íå
ñîäåðæèò îäíîöâåòíûõ ïîäãðàôîâ ïîäãðàôîâ K2 log2 n.

×òîáû ïðåäñòàâèòü ÿâíî 2-ðàñêðàñêó ðåáåð ãðàôà K1024 áåç
îäíîöâåòíûõ ïîäãðàôîâ K20, òî ìîæíî ïîäáðîñèòü ïðàâèëüíóþ
ìîíåòó C2

1024 ðàç è ïîëó÷èòü òðåáóåìóþ ðàñêðàñêó:
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàñêðàøåííûé ïîëíûé ãðàô ñîäåðæèò
îäíîöâåòíûé ïîäãðàô K1024 ìåíüøå 211

20! ≈ 8, 4 · 10−16.
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Tóðíèðû

Îïðåäåëåíèå

Òóðíèð T íà ìíîæåñòâå èç n èãðîêîâ åñòü ðåçóëüòàò
îðèåíòàöèè ðåáåð Kn (= ïîëíûé n-âåðøèííûé îðãðàô).

Òóðíèð T îáëàäàåò ñâîéñòâîì Sk, åñëè äëÿ êàæäîãî

k-ýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà èãðîêîâ íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí
èãðîê, êîòîðûé ïîáåæäàåò èõ âñåõ � ïîáåäèòåëü.

Íàïðèìåð,
îðèåíòèðîâàííûé
òðåóãîëüíèê
ñ V = {1, 2, 3} è
E = {(1, 2), (2, 3), (3, 1)}
îáëàäàåò ñâîéñòâîì S1.
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Ïðîáëåìà Øþòòå

� âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî k ñóùåñòâóåò òóðíèð

T (ñ áîëåå ÷åì k âåðøèíàìè), îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì Sk?

Ñëó÷àéíûé òóðíèð � òóðíèð, ïîëó÷àåìûé èç ïîëíîãî ãðàôà
âûáîðîì äëÿ êàæäîé ïàðû åãî âåðøèí u è v íåçàâèñèìî è
ðàâíîâåðîÿòíî ëèáî äóãè (u, v), ëèáî äóãè (v, u).

Ïðè ýòîì âñå 2C
2
n âîçìîæíûõ òóðíèðîâ íà ìíîæåñòâå V

ðàâíîâåðîÿòíû.

Èäåÿ: åñëè n äîñòàòî÷íî âåëèêî ïî ñðàâíåíèþ ñ k, òî
ñëó÷àéíûé òóðíèð íà ìíîæåñòâå V = {1, . . . , n} ñ áîëüøîé
âåðîÿòíîñòüþ îáëàäàåò ñâîéñòâîì Sk.
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Ê. Øþòòå
Êóðò Øþòòå

(íåì. Kurt Sch�uette, 1909�1998)
� íåìåöêèé ìàòåìàòèê.

Ïîñëåäíèé àñïèðàíò Ä. Ãèëüáåðòà.
Â 1961-63 ãã. ïî ïðèãëàøåíèþ Ê. Ã¼äåëÿ

ðàáîòàë â Èíñòèòóòå ïåðñïåêòèâíûõ
èññëåäîâàíèé (ã. Ïðèíñòîí, ÑØÀ).

Çàâåäîâàë êàôåäðîé Ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè
â óíèâåðñèòåòå Ëþäâèãà-Ìàêñèìèëèàíà

(ã. Ìþíõåí).

Ðàáîòàë â îáëàñòè òåîðèè äîêàçàòåëüñòâ è ïîðÿäêîâîãî
àíàëèçà.

Àâòîð ôóíäàìåíòàëüíîé ìîíîãðàôèè ¾Òåîðèÿ äîêàçàòåëüñòâ¿.
Â 1966 ã. áûë ïëåíàðíûì äîêëàä÷èêîì íà Ìåæäóíàðîäíîì

êîíãðåññå ìàòåìàòèêîâ â Ìîñêâå.
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Ïðîáëåìà Øþòòå: ðåøåíèå

::::::::
Òåîðåìà (Ýðä¼ø, 1963)

Åñëè Ckn

(
1− 2−k

)n−k
< 1, òî ñóùåñòâóåò òóðíèð íà n

âåðøèíàõ, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì Sk.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé òóðíèð íà ìíîæåñòâå V = {1, . . . , n}.
Äëÿ êàæäîãî k-ýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà âåðøèí K ⊆ V
îïðåäåëèì ñîáûòèå Nk, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò

ïîáåäèòåëÿ K.

Ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ V rK âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî v íå åñòü ïîáåäèòåëü K ðàâíà 1− 2−k, è âñå n− k
ñîáûòèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì âûáîðàì âåðøèí v,
íåçàâèñèìû, òî

P[Nk] =
(

1− 2−k
)n−k

.
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Ïðîáëåìà Øþòòå: ðåøåíèå...

Îöåíèì âåðîÿòíîñòü P òîãî, ÷òî õîòÿ áû îäíî ñîáûòèå Nk

ïðîèçîøëî:

P = P

 ∑
K⊆V
|K|=k

Nk

 6
∑
K⊆V
|K|=k

P[Nk] = Ckn

(
1− 2−k

)n−k
< 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ 1− P íè îäíî
èç ñîáûòèé Nk íå ïðîèñõîäèò ⇒ ñóùåñòâóåò òóðíèð íà n
âåðøèíàõ, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì Sk.
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Ðàçäåëû

Äèñêðåòíàÿ âåðîÿòíîñòü

Ïîíÿòèå î âåðîÿòíîñòíîì ìåòîäå

Ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ

Ìîäåëè Èíòåðíåòà. Ìîäåëü Áàðàáàøè-Àëüáåðò

Ìîäåëè Èíòåðíåòà. Ïåéäæðàíê



ÌÅÒÎÄÛ ÀÍÀËÈÇÀ ÄÀÍÍÛÕ. ×àñòü VI: Ñëó÷àéíûå ãðàôû 29 / 88

Ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ

Ìîäåëü Ýðä¼øà-Ðåíüè

� èñòîðè÷åñêè ïåðâàÿ ìîäåëü ñëó÷àéíîãî ãðàôà.

Íà ìíîæåñòâå Vn = {1, . . . , n} âåðøèí ââîäèì ìíîæåñòâî
ð¼áåð E, ñîåäèíÿÿ ïàðó âåðøèí ðåáðîì ñ çàäàííîé
âåðîÿòíîñòüþ p ∈ (0, 1) íåçàâèñèìî îò âñåõ îñòàëüíûõ ïàð
âåðøèí.

Ò.î. ðåáðà ïîÿâëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñõåìîé Áåðíóëëè, èç
C2
n èñïûòàíèé ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíè÷íîãî óñïåõà p.

ßñíî, ÷òî E � ñëó÷àéíîå ìíîæåñòâî.

G(n, p) = (Vn, E) � ñëó÷àéíûé ãðàô â ìîäåëè Ýðä¼øà-Ðåíüè.
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Ìîäåëü Ýðä¼øà-Ðåíüè: âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

Â àêñèîìàòèêå Êîëìîãîðîâà ïîëó÷èì äèñêðåòíîå âåðîÿòíîñòíîå
ïðîñòðàíñòâî G(n, p) = ( Ωn, Fn, Prn,p ), â êîòîðîì

Ωn = {G = (Vn, E)}, Fn = 2Ωn , Prn,p[G] = p|E|(1−p)C2
n−|E|.

Ïðè p = 1
2 âåðîÿòíîñòü âûáîðà ëþáîãî ãðàôà ðàâíà 2−C

2
n .

Ýëåìåíòû ñèãìà-àëãåáðû Fn � íàáîðû ãðàôîâ.
Âåðîÿòíîñòü, ñ êîòîðîé ãðàô íà n âåðøèíàõ îáëàäàåò äàííûì
ñâîéñòâîì A:

Prn,p[A] =
∑
G∈A

Prn,p[G],

ãäå ìíîæåñòâî A ∈ Fn ñîñòîèò èç âñåõ ãðàôîâ, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíåíî ñâîéñòâî A.

Ñâîéñòâî A âûïîëíåíî ïî÷òè âñåãäà, åñëè
Prn,p[A]→ 1 ïðè n→∞.
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Ìîäåëü Ýðä¼øà-Ðåíüè: òðàíñïîðòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî â íåêîòîðîé ñòðàíå åñòü n ãîðîäîâ,
êîòîðûå ïîïàðíî ñîåäèíåíû äîðîãàìè (ñèëüíîå ïðåäïîëîæåíèå,
îäíàêî).

Äîïóñòèì, êàæäàÿ èç äîðîã çà îïðåäåëåííûé ñðîê
èçíàøèâàåòñÿ (ò.å. ñòàíîâèòñÿ íåïðîåçæåé) ñ èçâåñòíîé
âåðîÿòíîñòüþ q è èçíîñ äàííîé äîðîãè íèêàê íå çàâèñèò îò
èçíîñà îñòàëüíûõ äîðîã.

Âîïðîñ: êàêîâà ìàêñèìàëüíàÿ âåðîÿòíîñòü q, ïðè êîòîðîé ñ
âåðîÿòíîñòüþ áîëüøå 1/2 åù¼ íå èñ÷åçíåò âîçìîæíîñòü
ïåðåìåùåíèÿ ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ãîðîäàìè?
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Ìîäåëü Ýðä¼øà-Ðåíüè: òðàíñïîðòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ...

Ñîïîñòàâèì

I êàæäîìó èç n ãîðîäîâ ñîïîñòàâèì âåðøèíó i ∈ Vn,
I äîðîãå ìåæäó ãîðîäàìè i è j � ñîîòâåòñòâóþùåå ðåáðî,
I à èçíîñ äîðîãè � èñ÷åçíîâåíèå ðåáðà.

Òîãäà óòâåðæäåíèå ¾äîðîãà èçíàøèâàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ q¿
= óòâåðæäåíèþ ¾ðåáðî ïîÿâëÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ p = 1− q¿.
Òàêèì îáðàçîì, íàñ èíòåðåñóåò, êàêîâà ìèíèìàëüíàÿ
âåðîÿòíîñòü p, ïðè êîòîðîé â ìîäåëè Ýðä¼øà-Ðåíüè G(n, p)
âåðîÿòíîñòü ñâÿçíîñòè ãðàôà áîëüøå ïîëîâèíû.

Ïîñêîëüêó ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî âñå ãîðîäà ïîïàðíî
ñâÿçàíû äîðîãàìè � ÷åðåñ÷óð ñèëüíîå ⇒ äàëåå ïðèâîäèòñÿ
ìîäèôèêàöèÿ ìîäåëè Ýðä¼øà-Ðåíüè, â êîòîðîé ýòî
ïðåäïîëîæåíèå ìîæíî áóäåò àäåêâàòíî îñëàáèòü.
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Íàäåæíîñòü ñåòè

::::::::
Òåîðåìà

Ïóñòü p = c lnn
n â ìîäåëè G(n, p).

Åñëè c > 1, òî ïî÷òè âñåãäà ñëó÷àéíûé ãðàô ñâÿçåí,

åñëè c < 1, òî ïî÷òè âñåãäà ñëó÷àéíûé ãðàô íå ÿâëÿåòñÿ

ñâÿçíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî

1. Ñëó÷àé c > 1.
Ââåäåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó íà ïðîñòðàíñòâå G(n, p):

Xn = Xn(G) =

{
0, åñëè G ñâÿçåí,
k, åñëè ó G ðîâíî k êîìïîíåíò.

Ò.î. Xn ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, . . ..
Ïîêàæåì, ÷òî Prn,p[Xn = 0]→ 1 ïðè n→∞, ÷òî ðàâíîñèëüíî
Prn,p[Xn > 1]→ 0.
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Íàäåæíîñòü ñåòè: äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ c > 1

Ïî íåðàâåíñòâó ×åáûø¼âà: Prn,p[Xn > 1] 6 E[Xn], è íàì
îñòàåòñÿ îáîñíîâàòü ñòðåìëåíèå ê íóëþ E[Xn].

Ïðåäñòàâèì Xn â âèäå ñóììû

Xn = Xn,1 + . . .+Xn,n−1,

ãäå Xn,k = Xn,k(G) � ÷èñëî k-âåðøèííûõ êîìïîíåíò ãðàôà G.

Çàíóìåðóåì âñå k-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà
âåðøèí Vn ñëó÷àéíîãî ãðàôà â íåêîòîðîì (ïðîèçâîëüíîì)
ïîðÿäêå: K1, . . . , KCk

n
.

Òîãäà â ñâîþ î÷åðåäü Xn,k = Xn,k,1 + . . .+Xn,k,Ck
n
,

ïîñêîëüêó

Xn,k,i = Xn,k,i(G) =

{
1, åñëè Ki îáðàçóåò êîìïîíåíòó G,
0, èíà÷å.
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Íàäåæíîñòü ñåòè: äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ c > 1...

Â èòîãå

E[Xn] =

n−1∑
k=1

Ck
n∑

i=1

E[Xn,k,i].

Î÷åâèäíî,

E[Xn,k,i] = Prn,p[Ki îáðàçóåò êîìïîíåíòó â G] 6

6 Prn,p[èç Ki â Vn rKi íåò ð¼áåð â G].

Ïîëó÷àÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, ìû ïðîñòî ïðåíåáðåãëè
óñëîâèåì ñâÿçíîñòè òîé ÷àñòè ãðàôà G, êîòîðàÿ ¾ñèäèò¿ íà
ìíîæåñòâå âåðøèí Ki (òàêóþ ÷àñòü ïðèíÿòî íàçûâàòü
èíäóöèðîâàííûì ïîäãðàôîì, ñèìâîëè÷åñêè G|Ki).
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Íàäåæíîñòü ñåòè: äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ c > 1...

Äàëåå,

Prn,p[èç Ki â V rKi íåò ðåáåð â G] = (1− p)k(n−k),

è, çíà÷èò,

E[Xn] 6
n−1∑
k=1

Ck
n∑

i=1

(1− p)k(n−k) =

n−1∑
k=1

Ckn(1− p)k(n−k).

Ïîñëåäíÿÿ ñóììà ñèììåòðè÷íà â òîì ñìûñëå, ÷òî å¼ ñëàãàåìûå
ïðè k è n− k ðàâíû. Ðàññìîòðèì k = 1:

n(1− p)n−1 6 ne−p(n−1) = ne−
c(lnn)(n−1)

n =

= n

(
1

n

)c(1+o(1))

= o(1),

ïîñêîëüêó c > 1.
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Íàäåæíîñòü ñåòè: äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ c > 1...

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ðàññóæäåíèÿ ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå òîãî,
÷òî ñëàãàåìûå ñ k > 1 è k < n− 1 ïðåíåáðåæèìî ìàëû ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì ñëàãàåìûì.
Ñîîòâåòñòâóþùóþ âûêëàäêó ìû ïðîïóñòèì.
Åñëè æå ïîâåðèòü â åå ñïðàâåäëèâîñòü, òî ïîëó÷èòñÿ, ÷òî âñÿ
ñóììà äîìèíèðóåòñÿ ïåðâûì è ïîñëåäíèì ñëàãàåìûìè, à ñòàëî
áûòü, è îíà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Òåîðåìà äëÿ ñëó÷àÿ c > 1 äîêàçàíà.
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Íàäåæíîñòü ñåòè: äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ c < 1

2. Ñëó÷àé c < 1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xn êîëè÷åñòâî èçîëèðîâàííûõ âåðøèí â
ñëó÷àéíîì ãðàôå. Çàïèøåì

Xn = Xn,1 + . . .+Xn,n,

ãäå

Xn,k = Xn,k(G) =


1, åñëè âåðøèíà k ∈ Vn

� èçîëèðîâàííàÿ â G;
0, èíà÷å.

Òîãäà
E[Xn] = E[Xn,1] + . . .+ E[Xn,n]

Â ñâîþ î÷åðåäü

E[X + n, k] = Prn,p[k � èçîëèðîâàííàÿ â G] = (1− p)n−1.
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Íàäåæíîñòü ñåòè: äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ c < 1...

Òàêèì îáðàçîì,

E[Xn] = n(1− p)n−1 = n (1− p)n(1 + o(1)) =

= (1 + o(1))ne−c lnn = (1 + o(1))n1−c.

Çàìåòèì, ÷òî ââèäó íåðàâåíñòâà c < 1 âûïîëíåíî E[Xn]→∞.

Ïîñ÷èòàåì äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xn:

D[Xn] = E[X2
n]−(E[Xn])2 = E[Xn,1+. . .+Xn,n]2−(E[Xn])2 =

= E[X2
n,1 + . . .+ E[X2

n,n] +
∑
i 6=j

E[Xn,iXn,j ]− (E[Xn])2 =

= E[Xn,1] + . . .+ E[Xn,n] +
∑
i 6=j

E[Xn,iXn,j ]− (E[Xn])2 =

= E[Xn] +
∑
i 6=j

E[Xn,iXn,j ]− (E[Xn])2.
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Íàäåæíîñòü ñåòè: äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ c < 1...

Äàëåå,

E[Xn,iXn,j ] = P[i è j èçîëèðîâàíû â G] =

= (1− p)2n−1 = (1 + o(1))(1− p)2n,

∑
i 6=j

E[Xn,iXn,j ] = n(n− 1)(1 + o(1))(1− p)2n =

= (1 + o(1))n2−2c = (1 + o(1))(E[Xn])2.

Â èòîãå
D[Xn] = E[Xn]+(1+o(1))(E[Xn])2− (E[Xn])2 = o

(
(E[Xn])2

)
.
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Íàäåæíîñòü ñåòè: äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àÿ c < 1...

Ïî íåðàâåíñòâó ×åáûø¼âà

Prn,p[G ñâÿçåí] 6 Prn,p[Xn = 0] = Prn,p[X60] =

= Prn,p[−Xn > 0] =

= Prn,p [E[Xn]−Xn > E[Xn]] 6 D[Xn]
(E[Xn])2

= o(1).

è âòîðàÿ ÷àñòü òåîðåìû äîêàçàíà.
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Íàäåæíîñòü ñåòè: îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ

1. Ñîõðàíåíèå ñâÿçàííîñòè ãðàôà ïðè p→ 0.

Ïðè n→∞, p = c lnn
n → 0 (äîâîëüíî áûñòðî), íî ïðè c > 1

ãðàô îñòà¼òñÿ ñâÿçíûì.

Íàïðèìåð, äëÿ 1000 ãîðîäîâ ìû ìîæåì ïîçâîëèòü äîðîãàì
ðàçðóøàòüñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.993 è ïðè ýòîì ñ âåðîÿòíîñòüþ,
áëèçêîé ê åäèíèöå, ïåðåìåùåíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ
ãîðîäàìè âñ¼ åù¼ îñòàíåòñÿ âîçìîæíûì.

2. Ðåçêèé ñêà÷îê ñâÿçàíîñòè.

Ôóíêöèÿ p(n) = lnn
n ñëóæèò ãðàíèöåé ïåðåõîäà îò ¾ïî÷òè

âñåãäà ñâÿçíîñòè¿ ê ¾ïî÷òè âñåãäà íåñâÿçíîñòè¿.

Òàêîé ïåðåõîä ïðèíÿòî íàçûâàòü ôàçîâûì, à ñîîòâåòñòâóþùóþ
ôóíêöèþ p(n) � ïîðîãîâîé
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Êîíêðåòíûé ðåçóëüòàò

::::::::
Òåîðåìà

Ïóñòü p = c lnn
n â ìîäåëè G(n, p).

Òîãäà åñëè c > 3, òî ïðè n > 100

Prn,p[G ñâÿçåí] > 1− 1

n
.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî, íàïðèìåð, ïðè n = 1000
ãîðîäîâ è âåðîÿòíîñòè èçíîñà äîðîãè 1− 3 ln 1000

1000 ≈ 0, 98
âåðîÿòíîñòü ñîõðàíåíèÿ ñâÿçàííîñòè íå ìåíåå 0,999!
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Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà

::::::::
Òåîðåìà (Ýðä¼ø è Ðåíüè)
Ïóñòü p = c

n â ìîäåëè G(n, p). Òîãäà åñëè

I c < 1, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà β = β(c), ÷òî ïî÷òè âñåãäà

ðàçìåð êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ñëó÷àéíîãî ãðàôà íå

ïðåâîñõîäèò β lnn;
I c > 1, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà γ = γ(c), ÷òî ïî÷òè âñåãäà

â ñëó÷àéíîì ãðàôå åñòü ðîâíî îäíà êîìïîíåíòà ðàçìåðà > γn.

Ñíîâà ôàçîâûé ïåðåõîä � ñ ïîðîãîâîé ôóíêöèåé p = 1
n : åñëè

âåðîÿòíîñòü ðåáðà â c > 1 ðàç
I íèæå ïîðîãà, òî âñå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ãðàôà, ñêîðåå âñåãî,
êðîøå÷íûå (èìåþùèå ëîãàðèôìè÷åñêèé ðàçìåð îò îáùåãî
÷èñëà âåðøèí n);

I âûøå ïîðîãà, òî, ñêîðåå âñåãî, íàéäåòñÿ êîìïîíåíòà ñ ÷èñëîì
âåðøèí ïîðÿäêà n. Òàêàÿ êîìïîíåíòà íàçûâàåòñÿ ãèãàíòñêîé.
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Ýâîëþöèÿ ãðàôà

Óòî÷íåíèÿ òåîðåìû Ýðä¼øà�Ðåíüè:

I ÷òî ïðè c > 1, ïîìèìî åäèíñòâåííîé ãèãàíòñêîé
êîìïîíåíòû, â ñëó÷àéíîì ãðàôå íè÷åãî ñêîëü-íèáóäü
êðóïíîãî ïî÷òè íèêîãäà íå âîçíèêàåò: âñå îñòàëüíûå
êîìïîíåíòû ñíîâà ëîãàðèôìè÷åñêèå;

I âåðíû íå òîëüêî íåðàâåíñòâî > γn, íî è àñèìïòîòèêà
∼ γn.

Èçìåíåíèå ñâîéñòâ ñëó÷àéíîãî ãðàôà ïðè èçìåíåíèè
âåðîÿòíîñòè ðåáðà p � ýâîëþöèÿ ãðàôà.



ÌÅÒÎÄÛ ÀÍÀËÈÇÀ ÄÀÍÍÛÕ. ×àñòü VI: Ñëó÷àéíûå ãðàôû 46 / 88

Ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ

Ýâîëþöèÿ ãðàôà

Òåðìèíîëîãèÿ À.Ì.Ðàéãîðîäñêîãî: èñòîðèÿ ìèðà.

p� 1
n (¾ôåîäàëèçì¿) � âåñü ãðàô ïîäåëåí íà íåñâÿçàííûå
ìåæäó ñîáîé ëîãàðèôìè÷åñêèå êóñî÷êè;

p� 1
n (¾èìïåðèÿ¿) � ãèãàíòñêàÿ êîìïîíåíòà;

p� lnn
n (¾ìèðîâîå ãîñïîäñòâî¿) � ¾èìïåðèÿ¿ óíè÷òîæàåò

¾îêðàèíû¿ è äîáèâàåòñÿ âñåîáùåé ñâÿçíîñòè.

Ñìûñë òåîðåìû â òåðìèíàõ íàäåæíîñòè: ìîæíî åù¼ â lnn ðàç
óìåíüøèòü âåðîÿòíîñòü ñîõðàííîñòè îòäåëüíîé äîðîãè, à
âîçìîæíîñòü ñîîáùåíèÿ ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ãîðîäàìè
îñòàíåòñÿ â çíà÷èòåëüíîé ÷àñòè ñòðàíû.
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À. Ðåíüè

Àëüôðåä Ðåíüè

(âåíã. Renyi Alfred, 1921�1970)
� âåíãåðñêèé ìàòåìàòèê, îñíîâàòåëü

Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà â Áóäàïåøòå,
òåïåðü íîñÿùåãî åãî èìÿ.

Îñíîâíûå òðóäû ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé,
òåîðèè èíôîðìàöèè, êîìáèíàòîðèêå

è òåîðèè ãðàôîâ.

Íàïèñàë 32 ñòàòüè ñîâìåñòíî ñ Ï.Ýðä¼øåì, â íàèáîëåå
èçâåñòíûõ èç êîòîðûõ ââîäèòñÿ ìîäåëü Ýðä¼øà�Ðåíüè

ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ.

Àâòîð ïîïóëÿðíûõ êíèã ïî ìàòåìàòèêå.
Åìó ïðèíàäëåæèò èçâåñòíàÿ ôðàçà:

¾Ìàòåìàòèê � ýòî àâòîìàò ïî ïåðåðàáîòêå êîôå â òåîðåìû¿.
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Óñòðîéñòâî ¾ìèðà¿ ¾âíóòðè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ¿

ò.å. ïðè:

p ∼ 1
n � âñ¼ ñëîæíî;

p ∼ lnn
n �

::::::::
Òåîðåìà

Ïóñòü p = lnn+c+o(1)
n .

Òîãäà Prn,p[G ñâÿçåí]→ e−e
−c
.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè p = lnn
n âåðîÿòíîñòü ñòðåìèòñÿ ê e−1.

Çäåñü óæå ðå÷ü íå èä¼ò î ¾ïî÷òè âñåãäà ñâÿçíîñòè¿ èëè
¾ïî÷òè âñåãäà íåñâÿçíîñòè¿: àñèìïòîòè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü
ñâÿçíîñòè åñòü, íî îíà ëåæèò â ñòðîãèõ ïðåäåëàõ îò 0 äî 1.
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Îáîáùåíèÿ ìîäåëè Ýðä¼øà-Ðåíüè

¬ Ïóñòü íà âåðøèíàõ Vn = {1, . . . , n} ãðàôà âåðîÿòíîñòü
ðåáðà ìåæäó âåðøèíàìè i è j åñòü pij , ò.å. ðåáðà ïîÿâëÿþòñÿ
íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, íî ñ ðàçíûìè âåðîÿòíîñòÿìè.

Â ôîðìàòå àêñèîìàòèêè Êîëìîãîðîâà ïîëó÷àåì äèñêðåòíîå
âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî ñóòü

Ωn = {G = (Vn, E)}, Fn = 2Ωn ,

Prn,pij [G] =
∏

(i,j)∈E

pij ·
∏

(i,j)6∈E

(1− pij).
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Îáîáùåíèÿ ìîäåëè Ýðä¼øà-Ðåíüè: âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé

­ Ôèêñèðóåì íåêîòîðûé ãðàô Hn = (Vn, En) è ïîëàãàåì

pij =

{
p, (i, j) ∈ E,
0, (i, j) 6∈ E

(ðåáðà ãðàôà Hn âîçíèêàþò â ñëó÷àéíîì ãðàôå íåçàâèñèìî
äðóã îò äðóãà ñ îäíîé è òîé æå âåðîÿòíîñòüþ p = p(n) ∈ [0, 1],
à ðåáðà, êîòîðûõ â í¼ì íåò, íå âîçíèêàþò âîâñå).

Ýòîò âàðèàíò ìîäåëè ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü G(Hn, p), â íåé

Prn,nij [G] = p|E|(1− p)|En|−|E|.

Ìîäåëü G(Hn, p) âïîëíå àäåêâàòíà âîïðîñó î íàäåæíîñòè
òðàíñïîðòíîé ñåòè: ñ ñàìîãî íà÷àëà ìîæíî çàôèêñèðîâàòü
ãðàô äîðîã Hn è ñëåäèòü çà èçíîñîì åãî ðåáåð.
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Ìîäåëü G(Hn, p)

� áîëåå àäåêâàòíàÿ ðåàëüíîñòè è áîëåå ñëîæíàÿ äëÿ
èçó÷åíèÿ, ÷åì G(n, p).

Ãëàâíûé ðåçóëüòàò îòíîñèòåëüíî ýòîé ìîäåëè � íåòðèâèàëüíàÿ

::::::::
Òåîðåìà (Ã.À. Ìàðãóëèñ)
Ïóñòü {Hn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàôîâ, ðåáåðíàÿ ñâÿçíîñòü

êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè n→∞. Òîãäà

ñóùåñòâóåò ïîðîãîâàÿ ôóíêöèÿ p äëÿ ñâîéñòâà ñâÿçíîñòè

ñëó÷àéíîãî ãðàôà â ìîäåëè G(Hn, p).

Ïîèñê ïîðîãîâîé ôóíêöèè, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé
äîêàçûâàåòñÿ â òåîðåìå � âñÿêèé ðàç ñëîæíàÿ çàäà÷à,
ïîâÿçàííàÿ íà ñïåöèôèêó ãðàôîâ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Hn}.
Ïðàêòè÷åñêèé ñìûñë òåîðåìû: íàäî ñòðîèòü äîðîãè òàê, ÷òîáû
ñâÿçíîñòü ïîëó÷àþùåãîñÿ ãðàôà íåóêëîííî ðîñëà.
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Ã.À. Ìàðãóëèñ

Ãðèãîðèé Àëåêñàíäðîâè÷

Ìàðãóëèñ (1946)
� ðîññèéñêèé è àìåðèêàíñêèé

ìàòåìàòèê, ä.ô.-ì.í.,
íàó÷íûé ñîòðóäíèê ÈÏÏÈ ÐÀÍ,

ñ 1991 ã. � ïðîôåññîð Éåëüñêîãî
óíèâåðñèòåòà (ÑØÀ).

Ëàóðåàò ïðåìèè Äæ. Ôèëäñà (1978, íà öåðåìîíèè âðó÷åíèÿ íå
ïðèñóòñòâîâàë, ò.ê. åìó áûëî îòêàçàíî â âûåçäíîé âèçå)

è ïðåìèè Âîëüôà (2005).
×ëåí Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê ÑØÀ, äåéñòâèòåëüíûé

÷ëåíîì Àìåðèêàíñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà.
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Çàêîíû 0 è 1: ÿçûê ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ îïèñàíèÿ ãðàôîâ

� ñîäåðæèò ñèìâîëû:

I ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ � x, y, . . ., îáîçíà÷àþò âåðøèíû
ãðàôà;

I îòíîøåíèÿ ∼ ñìåæíîñòè âåðøèí;
I ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê � ¬, ∨, N, ��, ≡;
I êâàíòîðîâ � ∀, ∃;
I îòíîøåíèÿ = ðàâåíñòâà âûðàæåíèé;
I ñêîáîê (, ) � âñïîìîãàòåëüíûå ñèìâîëû, îáåñïå÷èâàþùèå
ïðàâèëüíîå ÷òåíèå âûðàæåíèé.

Ïðàâèëà îáðàçîâàíèÿ (êîíå÷íûõ) âûðàæåíèé (ôîðìóë
ÿçûêà) � îáû÷íûå.

Ïðèìåð ôîðìóëû ¾ãðàô ñîäåðæèò òðåóãîëüíèê¿:

∃x ∃y ∃z : (x ∼ y)N(y ∼ z)N(z ∼ x).
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Çàêîíû 0 è 1: ÿçûê ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ îïèñàíèÿ ãðàôîâ

Íå âñå ñâîéñòâà ãðàôà âûðàçèìû íà ÿçûêå ïåðâîãî ïîðÿäêà,
íàïðèìåð ¾ãðàô ñâÿçåí¿:

∀x ∀ y ∃n ∈ N0 ∃x1, . . . , xn : (x ∼ x1)N(x1 ∼ x2)N. . .N(xn ∼ y)

� óòâåðæäåíèå ∃n ∈ N0 íåâûðàçèìî íà ââåä¼ííîì ÿçûêå
ïåðâîãî ïîðÿäêà.
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Çàêîíû 0 è 1: ðåçóëüòàòû

Ñâîéñòâî ñëó÷àéíîãî ãðàôà ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó 0 è 1, åñëè îíî
ïî÷òè íàâåðíîå ëèáî âûïîëíåíî, ëèáî íå âûïîëíåíî.

Ðåçóëüòàòû äëÿ ìîäåëè Ýðä¼øà�Ðåíüè.

::::::::
Òåîðåìà

Ïðè p = const ñâîéñòâî ãðàôà, êîòîðîå âîçìîæíî çàïèñàòü íà

ÿçûêå ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó 0 è 1.

::::::::
Òåîðåìà

Ïðè p = nα, α ∈ Q ñâîéñòâî ãðàôà, êîòîðîå âîçìîæíî

çàïèñàòü íà ÿçûêå ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó 0 è 1.

Òåîðåìû äîêàçûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ èãðû Ýðåíôîéõòà
(Andrzej Ehrenfeucht, 1932) íà ãðàôàõ.
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Ðàçäåëû

Äèñêðåòíàÿ âåðîÿòíîñòü

Ïîíÿòèå î âåðîÿòíîñòíîì ìåòîäå

Ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ

Ìîäåëè Èíòåðíåòà. Ìîäåëü Áàðàáàøè-Àëüáåðò

Ìîäåëè Èíòåðíåòà. Ïåéäæðàíê
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Êàêèì çàêîíàì ïîä÷èíÿåòñÿ ðîñò Èíòåðíåòà?

� âîïðîñ åñòåñòâåííî âîçíèê â 1990-å, êîãäà Èíòåðíåò òîëüêî
çàðîæäàëñÿ è âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü ïîñòðîèòü àäåêâàòíóþ
ìîäåëü åãî ¾æèçíè¿.

À.-Ë. Áàðàáàøè è Ð. Àëüáåðò íàøëè ðÿä âàæíûõ ýìïèðè÷åñêèõ
çàêîíîìåðíîñòåé â ïîâåäåíèè Èíòåðíåòà. Îñíîâíàÿ èç íèõ:
íîâûå ñàéòû ÷àùå ññûëàþòñÿ íà óæå ñóùåñòâóþùèå

ïîïóëÿðíûå ñàéòû.

Ýòè èäåè âïîñëåäñòâèè
ôîðìàëèçîâûâàëè ìíîãèå àâòîðû.

Ìîäåëè Áàðàáàøè-Àëüáåðò
ïðèìåíÿþò äëÿ îïèñàíèÿ
òàêæå ñîöèàëüíûõ, áèîëîãè÷åñêèõ,
òðàíñïîðòíûõ è ò.ä. ñåòåé.
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À.-Ë. Áàðàáàøè è Ð. Àëüáåðò

Àëüáåðò-Ëàñëî Áàðàá�àøè

(Albert-L�aszl�o Barab�asi, 1967)
� ôèçèê, ðàáîòàåò â Óíèâåðñèòåòàõ ÑØÀ.

×ëåí Àìåðèêàíñêîãî ôèçè÷åñêîãî
îáùåñòâà, èíîñòðàííûé ÷ëåí âåíãåðñêîé

Àêàäåìèè íàóê.

Ðèê�à Àëüá�åðò (R�eka Albert, 1972)
� ïðîôåññîð ôèçèêè è áèîëîãèè
â Ïåíñèëüâàíñêîì óíèâåðñèòåòå (ÑØÀ).

À.-Ë. Áàðàáàøè è Ð. Àëüáåðò �
ýòíè÷åñêèå âåíãðû, ðîäèâøèåñÿ â Ðóìûíèè.

Íà ìîìåíò ïóáëèêàöèè ñîâìåñòíîé ðàáîòû
Emergence of scaling in random networks (Science, 1999),
Ð. Àëüáåðò � àñïèðàíòêà À.-Ë. Áàðàáàøè.
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Ãðàôû Èíòåðíåòà

Âåðøèíû � ñòðóêòóðíûå åäèíèöû â Èíòåðíåòå: ñàéòû
(Èíòåðíåò-ãðàô), õîñòû (õîñò-ãðàôû),
ñòàòè÷åñêèå-html ñòðàíèöû (HyperText Markup
Language, âåá-ãðàôû), âëàäåëüöû è ïð.;

Ð¼áðà � ñîåäèíÿþò âåðøèíû, ìåæäó êîòîðûìè èìåþòñÿ
ññûëêè, ò.å. èìåþòñÿ êðàòíûå è ðåáðà, è ïåòëè.

Âåá-ãðàô ñâÿçåé ñàéòîâ
ÑÎ ÐÀÍ è ó÷åáíûõ ó÷ðåæäåíèé.
×èñëî â êðóæêå � íîìåð ñàéòà.
Ñòðåëêà îáîçíà÷àåò íàëè÷èå
ãèïåðññûëîê,
öèôðà ó ñòðåëêè � èõ êîëè÷åñòâî.
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Õàðàêòåðèñòèêè ãðàôà I

Ðàññòîÿíèå â ãðàôå � ÷èñëî ð¼áåð â êðàò÷àéøåì ð¼áåðíîì
ïóòè.

Äèàìåòð diam(G) ãðàôà � ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå
ìåæäó âåðøèíàìè (íåîïðåäåë¼í äëÿ íåñâÿçàííîãî
ãðàôà).
Åñëè äèàìåòð ìàë, òî ãðàô òåñíûé.

Íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî � ñîâîêóïíîñòü âåðøèí ãðàôà
íèêàêèå äâå èç êîòîðûõ íå ñîåäèíåíû ðåáðîì
(èíäóöèðîâàííûé ýòèì ìíîæåñòâîì ïîäãðàô
ñîñòîèò èç èçîëèðîâàííûõ âåðøèí).
Ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà
ãðàôà G îáîçíà÷àþò α(G).
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Õàðàêòåðèñòèêè ãðàôà II

Õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî χ(G) � ìèíèìàëüíîå ÷èñëî öâåòîâ,
â êîòîðûå ìîæíî ðàñêðàñèòü âåðøèíû ãðàôà òàê,
÷òîáû êîíöû ëþáîãî ðåáðà èìåëè ðàçíûå öâåòà.

Îáõâàò girth(G) � ðàçìåð êðàò÷àéøåãî öèêëà â G.

Ïëîòíûé ãðàô � ãðàô, â êîòîðîì ÷èñëî ð¼áåð áëèçêî ê
ìàêñèìàëüíîìó.

Ðàçðåæåííûé ãðàô (ïðîòèâîïîëîæíîå ñâîéñòâî) � ãðàô,
èìåþùèé ìàëîå ÷èñëî ð¼áåð.
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Õàðàêòåðèñòèêè ãðàôà III

Ãèãàíòñêàÿ êîìïîíåíòà Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ãðàôîâ {Gn = (VnEn) } è lim

n→∞
|Vn| = +∞.

Ãîâîðÿò, ÷òî ãðàôû Gn ñîäåðæàò ãèãàíòñêóþ
êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè, åñëè

∃ γ > 0 ∀n : |íàèáîëüøàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè Gn| > γ |Vn|.

Ñòåïåíè âåðøèí � indeg v, outdeg v, deg v � âõîäÿùàÿ,
èñõîäÿùàÿ è ïîëíàÿ ñòåïåíü âåðøèíû v.

Âòîðûå ñòåïåíè âåðøèí � ìîæíî îïðåäåëèòü ïî-ðàçíîìó:
I ÷èñëî âåðøèí íà ðàññòîÿíèè 2 îò v;
I ÷èñëî âåðøèí íà ðàññòîÿíèè 6 2 îò v;
I ñóììà ñòåïåíåé âåðøèí íà ðàññòîÿíèè 1 îò v;

� çíà÷åíèÿ äàííûõ âåëè÷èí ìîãóò ñèëüíî
ðàçëè÷àòüñÿ.
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Õàðàêòåðèñòèêè ãðàôà IV

Ïåéäæðàíê � ...
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Íàáëþäåíèÿ Áàðàáàøè-Àëüáåðò

¬ Âåá-ãðàô âåñüìà ðàçðåæåí: ó íåãî â t-âåðøèíîì ïîäãðàôå
ïðèìåðíî kt ðåáåð, ãäå k > 1 � êîíñòàíòà, ÷òî îòëè÷àåòñÿ ïî
ïîðÿäêó îò ÷èñëà C2

t = Θ(t2) ð¼áåð ó ïîëíîãî t-âåðøèííîãî
ãðàôà.

­ Äèàìåòð âåá-ãðàôà íåâåëèê: â 1999 ã. îí èìåë âåëè÷èíó
5...7 � ãðàô òåñåí.
Ýòî � èçâåñòíîå ñâîéñòâî ñîöèàëüíûõ ñåòåé � ¾ìèð òåñåí¿
(small-word phenomenon):

I ëþáûå äâà ÷åëîâåêà â ìèðå çíàêîìû ÷åðåç 5...6
ðóêîïîæàòèé;

I ñ ëþáîãî ñàéòà ìîæíî ïåðåéòè íà ëþáîé äðóãîé çà 5...7
ïåðåõîäîâ (åñëè íàõîäèìñÿ â ãèãàíòñêîé êîìïîíåíòå).

Åñëè ó÷èòûâàòü îðèåíòàöèþ ð¼áåð, òî äèàìåòð ≈ 10...20.

Ýòè ïàðàìåòðû íå ìåíÿþòñÿ äîëãèå ãîäû.
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Ìîäåëè Èíòåðíåòà. Ìîäåëü Áàðàáàøè-Àëüáåðò

Íàáëþäåíèÿ Áàðàáàøè-Àëüáåðò...

® Âåá-ãðàô õàðàêòåðèçóåòñÿ ñòåïåííûì çàêîíîì
ðàñïðåäåëåíèÿ ñòåïåíåé âåðøèí: âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
âåðøèíà âåá-ãðàôà èìååò ñòåïåíü d, îöåíèâàåòñÿ êàê c/dλ, ãäå
λ = const, à c � íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü, âû÷èñëÿåìûé èç
óñëîâèÿ

∑
Pr = 1.

Ðåàëüíûå áèîëîãè÷åñêèå, ñîöèàëüíûå, òðàíñïîðòíûå è ò.ä. ñåòè
ïîä÷èíÿþòñÿ òàêîìó æå ñòåïåííîìó çàêîíó ñ ðàçíûìè
λ ∈ (2, 3):

âåá-ãðàôû � λ ≈ 2,1;
õîñò-ãðàôû � λ ≈ 2,3;

...
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Ìîäåëè Èíòåðíåòà. Ìîäåëü Áàðàáàøè-Àëüáåðò

Íàáëþäåíèÿ Áàðàáàøè-Àëüáåðò: ñëåäñòâèÿ è âûâîä

Ïîïûòàåìñÿ ïðèìåíåíèòü ìîäåëü Ýðä¼øà-Ðåíüè äëÿ îïèñàíèÿ
ðîñòà Èíòåðíåòà è ïîäîáíûõ ñåòåé.

1. Ïîäáîðîì âåðîÿòíîñòè p ìîæíî äîáèòüñÿ ðàçðåæåííîñòè

è òåñíîòû (ïðè p = Θ(1/n), õîòÿ è íå ñ íàáëþäàåìûìè
ïàðàìåòðàìè).

2. Ñòåïåííîé çàêîí çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ ñòåïåíåé âåðøèí
íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åí â ñõåìå Áåðíóëëè: â ìîäåëè
G(n, p) ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ñëó÷àéíîãî ãðàôà
áèíîìèàëüíà ñ ïàðàìåòðàìè n− 1 è p, è ïðè p = Θ(1/n)
äàííîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå àïïðîêñèìèðóåòñÿ
ïóàññîíîâñêèì, à íå ñòåïåííûì.

Âûâîä: ìîäåëü Ýðä¼øà-Ðåíüè íå ïðèìåíèìà äëÿ îïèñàíèÿ
ðîñòà Èíòåðíåòà è ïîäîáíûõ ñåòåé.
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Ìîäåëè Èíòåðíåòà. Ìîäåëü Áàðàáàøè-Àëüáåðò

Ìîäåëè ïðåäïî÷òèòåëüíîãî ïðèñîåäèíåíèÿ

Ïðåäëîæåíèÿ Ë.-À. Áàðàáàøè è Ð.Àëüáåðò ïî ìîäåëèðîâàíèþ
ïðîöåññà ôîðìèðîâàíèÿ Èíòåðíåòà:

I ñ÷èòàåì, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ïîÿâëÿåòñÿ íîâûé
ñàéò, êîòîðûé ñòàâèò ôèêñèðîâàííîå êîëè÷åñòâî ññûëîê íà
ñâîèõ ïðåäøåñòâåííèêîâ;

I âåðîÿòíîñòü, ñ êîòîðîé íîâûé ñàéò ïîñòàâèò ññûëêó íà îäèí
èç ïðåæíèõ ñàéòîâ, ïðîïîðöèîíàëüíà ÷èñëó óæå èìåâøèõñÿ íà
òîò ñàéò ññûëîê.

� ìîäåëè ïðåäïî÷òèòåëüíîãî ïðèñîåäèíåíèÿ (preferential
attachment). "Èìóùåìó äàñòñÿ, à ó íåèìóùåãî îòíèìåòñÿ".

Áàðàáàøè è Àëüáåðò íèêàê íå êîíêðåòèçèðîâàëè, êàêóþ èìåííî èç
òàêèõ ìîäåëåé îíè ïðåäëàãàþò ðàññìàòðèâàòü.

Àäåêâàòíóþ ôîðìàëèçàöèþ ìîäåëè Áàðàáàøè-Àëüáåðò
ïðåäëîæèëè â íà÷àëå 2000-õ Á. Áîëëîáàø è Î. Ðèîðäàí.
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Ìîäåëè Èíòåðíåòà. Ìîäåëü Áàðàáàøè-Àëüáåðò

Á. Áîëëîáàø è Î. Ðèîðäàí

Áåëà Áîëëîá�àø (B�ela Bollob�as, 1943)
� âåíãåðñêèé ìàòåìàòèê, ðàáîòàþùèé

â Âåëèêîáðèòàíèè.
Â þíîñòè ïðèíÿë ó÷àñòèå â äâóõ

ìåæäóíàðîäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ Îëèìïèàäàõ,
çàâîåâàâ äâå çîëîòûå ìåäàëè.

Ðóêîâîäèòåëåì åãî Ph.D. áûë Ïàë Ýðä¼ø.
Ñòàæèðîâàëñÿ â Ìîñêâå ó È.Ì. Ãåëüôàíäà.

Îëèâåð Ðèîðäàí (Oliver Maxim Riordan, ?)
� ïðîôåññîð äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè
Îêñôîðäñêîãî óíèâåðñèòåòà (Âåëèêîáðèòàíèÿ).
Ó÷èëñÿ â Êåìáðèäæñêîì óíèâåðñèòåòå
ó Á. Áîëëîáàøà.
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Ìîäåëè Èíòåðíåòà. Ìîäåëü Áàðàáàøè-Àëüáåðò

Ìîäåëü Áîëëîáàøà-Ðèîðäàíà (äèíàìè÷åñêàÿ ìîäèôèêàöèÿ)

I Ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ
{Gn1}n>1 = G1

1, G
2
1, . . ., â êîòîðîé ó ãðàôà ñ íîìåðîì n

÷èñëî âåðøèí è ðåáåð ðàâíî n,
I çàòåì èç íå¼ ôîðìèðóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Gnk}n>1, â
êîòîðîé ó ãðàôà ñ íîìåðîì n ÷èñëî âåðøèí ðàâíî n, à ÷èñëî
ðåáåð � kn, k ∈ N.

¬ Íà÷èíàåì ñ ãðàôà G1
1 ñ îäíîé âåðøèíîé è îäíîé ïåòë¼é.

­ Êîãäà ãðàô Gn−1
1 ñ n− 1 âåðøèíîé n− 1 ïåòëÿìè ïîñòðîåí,

äîáàâèì ê íåìó âåðøèíó n è ðåáðî (n, i), i ∈ {1, . . . , n}, ïðè ýòîì

I ïåòëÿ (n, n) âîçíèêíåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
2n−1 ;

I ðåáðî (n, i) âîçíèêíåò ñ âåðîÿòíîñòüþ deg i
2n−1 , ãäå deg i �

ñòåïåíü âåðøèíû i â ãðàôå Gn−1
1 .
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Ìîäåëè Èíòåðíåòà. Ìîäåëü Áàðàáàøè-Àëüáåðò

Ìîäåëü Áîëëîáàøà-Ðèîðäàíà (äèíàìè÷åñêàÿ ìîäèôèêàöèÿ)...

Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé çàäàíî êîððåêòíî:∑n−1
i=1

deg i
2n−1 + 1i

2n−1 = 2n−1
2n−1 + 1

2n−1 = 1,

Ñëó÷àéíûé ãðàô Gn1 ïîñòðîåí, è îí óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó
ïðåäïî÷òèòåëüíîãî ïðèñîåäèíåíèÿ.

® Ñòðîèì Gnk :

I Áåðåì ãðàô Gkn1 ñ kn âåðøèíàìè è kn ð¼áðàìè.

I Äåëèì ìíîæåñòâî åãî âåðøèí íà ïîñëåäîâàòåëüíûå ÷àñòè
ðàçìåðà k:
{1, . . . , k}, {k + 1, . . . , 2k}, . . . , {k(n− 1) + 1, . . . , kn}.

I Îáúÿâëÿåì êàæäóþ ÷àñòü âåðøèíîé, à ðåáðà ñîõðàíÿåì:
ðåáðà âíóòðè ÷àñòè îáðàçóþò êðàòíûå ïåòëè, à ìåæäó
äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ÷àñòÿìè � êðàòíûå ðåáðà.
Âåðøèí ñòàëî n, à ðåáåð � ïî-ïðåæíåìó kn.

Öåëü äîñòèãíóòà.
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Ìîäåëè Èíòåðíåòà. Ìîäåëü Áàðàáàøè-Àëüáåðò

Ìîäåëü Áîëëîáàøà-Ðèîðäàíà (äèíàìè÷åñêàÿ ìîäèôèêàöèÿ)

Èëëþñòðàöèÿ ê ïîñëåäíåìó øàãó
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Ìîäåëè Èíòåðíåòà. Ìîäåëü Áàðàáàøè-Àëüáåðò

Ìîäåëü Áîëëîáàøà-Ðèîðäàíà (ñòàòè÷åñêàÿ ìîäèôèêàöèÿ)

� ïî ñâîèì âåðîÿòíîñòíûì õàðàêòåðèñòèêàì ïðàêòè÷åñêè
íåîòëè÷èìà îò äèíàìè÷åñêîé.

Ïîñòðîèì ëèíåéíóþ õîðäîâóþ äèàãðàììó (linearized chord
diagram, LCD):
1) çàôèêñèðóåì íà îñè àáñöèññ íà ïëîñêîñòè 2n òî÷åê

1, 2, 3, . . . , 2n;
2) ðàçîáüåì ýòè òî÷êè íà ïàðû, à ýëåìåíòû êàæäîé ïàðû

ñîåäèíèì äóãîé, ëåæàùåé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.

Äóãè â LCD ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ, ëåæàòü äðóã ïîä äðóæêîé, íî
íå ìîãóò èìåòü îáùèõ âåðøèí.

Êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ LCD: ln = (2n− 1)(2n− 3) . . . 1 =

=
(2n)!

2n(2n− 2)(2n− 4) . . . 2
=

(2n)!

2nn(n− 1)(n− 2) . . . 1
=

(2n)!

2nn!
.

Åñëè LCD ñëó÷àéíàÿ, òî âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ êàæäîé � 1
ln
.
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Ìîäåëè Èíòåðíåòà. Ìîäåëü Áàðàáàøè-Àëüáåðò

Ìîäåëü Áîëëîáàøà-Ðèîðäàíà (ñòàòè÷åñêàÿ ìîäèôèêàöèÿ)...

Ïî êàæäîé LCD ïîñòðîèì ãðàô:

I èäåì ñëåâà íàïðàâî ïî îñè àáñöèññ, ïîêà íå âñòðåòèì
âïåðâûå ïðàâûé êîíåö êàêîé-ëèáî äóãè; ïóñòü åãî íîìåð i1;

I îáúÿâëÿåì íàáîð {1, . . . , i1} ïåðâîé âåðøèíîé áóäóùåãî
ãðàôà (ñêëåèâàåì èõ);

I ñíîâà èäåì îò i1 + 1 íàïðàâî äî ïåðâîãî ïðàâîãî êîíöà i2
êàêîé-ëèáî äóãè è îáÿâëÿåì âòîðîé âåðøèíîé ãðàôà íàáîð
i1 + 1, . . . , i2; è ò.ä.

Ïîëó÷àåì n âåðøèí, à ðåáðà ïîðîæäàåì äóãàìè: âåðøèíû
ñîåäèíÿåì ðåáðîì, åñëè ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè íàáîðàìè
åñòü äóãà; ðåáðà îðèåíòèðóåì ñïðàâà íàëåâî, ïåòëè âîçíèêàþò
àíàëîãè÷íî: ãðàô ñ n âåðøèíàìè è n ðåáðàìè ïîñòðîåí.

Ãðàô ñ n âåðøèíàìè è kn ðåáðàìè ïîëó÷àåì êàê â
äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè.
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Ìîäåëè Èíòåðíåòà. Ìîäåëü Áàðàáàøè-Àëüáåðò

Ìîäåëü Áîëëîáàøà-Ðèîðäàíà: äèàìåòð ãðàôà

::::::::
Òåîðåìà (Áîëëîáàø è Ðèîðäàí)
Îáîçíà÷èì D̂n = lnn

ln lnn ; òîãäà äëÿ ëþáîãî k > 2 è ëþáîãî

ε > 0
P
[ ∣∣∣diamGnk − D̂n

∣∣∣ 6 ε
]
→ 1, n→∞.

Âûâîä: äèàìåòð ãðàôà Gnk ïëîòíî ñêîíöåíòðèðîâàí îêîëî D̂n.

Ó âåá-ãðàôà ïîðÿäêà 107�108 âåðøèí; ïîäñòàâëÿÿ ýòè
çíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì

5,8 6 D̂n 6 6,2

� ôàíòàñòè÷åñêîå ïîïàäàíèå (äàæå ïðè n = 109: D̂n < 7)!
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Ìîäåëè Èíòåðíåòà. Ìîäåëü Áàðàáàøè-Àëüáåðò

Ìîäåëü Áîëëîáàøà-Ðèîðäàíà: ðàñïðåäåëåíèå ñòåïåíåé âåðøèí

::::::::
Òåîðåìà (Áîëëîáàø, Ðèîðäàí, Ñïåñåð, Òóøíàäè (2001))
Ïóñòü dn � äîëÿ âåðøèí ñòåïåíè n â ãðàôå Gnk è

rd,k = 2k(k+1)
(d+k+1)(d+k+2)(d+k+3) .

Òîãäà äëÿ ëþáûõ k > 1 è d 6 n1/15

E [ dn ] ∼ rd,k,

Ò.ê. k � êîíñòàíòà, rd,k ≈ const/d3, ò.å. èìååì ñòåïåííîé
çàêîí ñ λ = 3.

Äâà íåäîñòàòêà òåîðåìû:

1) îãðàíè÷åíèå d 6 n1/15: òåîðåìà ïðàêòè÷åñêè íåïðèìåíèìà
(äàæå ïðè n ≈ 1012, èìååì d 6 104/5 ≈ 6, 31) � ýòîò
íåäîñòàòîê óñòðàí¼í;

2) λ = 3 � íåîáõîäèìî óòî÷íåíèå ìîäåëè.
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Ìîäåëè Èíòåðíåòà. Ìîäåëü Áàðàáàøè-Àëüáåðò

Ìîäåëü Áîëëîáàøà-Ðèîðäàíà: ðàçâèòèå

Â ðàìêàõ ìîäåëè Áîëëîáàøà-Ðèîðäàíà ïîëó÷åíû îöåíêè
ðàñïðåäåëåíèé (ïðè ðàçíûõ å¼ ìîäèôèêàöèÿõ/óïðîùåíèÿõ è
îãðàíè÷åíèÿõ íà ïàðàìåòðû)

I âòîðûõ ñòåïåíåé âåðøèí;
I êîëè÷åñòâà ð¼áåð ìåæäó âåðøèíàìè çàäàííûõ ñòåïåíåé;
I êëàñòåðíûõ êîýôôèöèåíòîâ;
I ÷èñëà êîïèé ôèêñèðîâàííîãî ãðàôà: òðåóãîëüíèêîâ (â
ìîäåëè � ∼ Θ(ln3 n), à ðåàëüíî � ∼ nα), òåòðàýäðîâ è ò.ä.;
íàëè÷èå êëèê îáúÿñíÿåòñÿ äåéñòâèÿìè ñïàìåðîâ, êîòîðûå
èñêóññòâåííî ðàññòàâëÿþò ññûëêè, æåëàÿ ïîâûñèòü ðåéòèíãè
ñàéòîâ, çàïëàòèâøèõ çà ðàñêðóòêó;

I ïåéäæðàíêà.

Òåîðåòè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ â ðàçíîé ñòåïåíè ñîâïàäàþò ñ
ýìïèðè÷åñêè íàáëþäàåìûìè.

Ñïàì â ìîäåëè Áîëëîáàøà-Ðèîðäàíà íå ó÷ò¼í, ÷òî òàêæå å¼ ìèíóñ.
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Ìîäåëü Áàêëè-Îñòãàóçà (2004)

� óòî÷íåíèå ìîäåëè Áàðàáàøè-Àëüáåðò.
Ñòðîèòñÿ ñëó÷éíûé ãðàô Hn

a,m, a � íà÷àëüíàÿ

ïðèòÿãàòåëüíîñòü âåðøèíû, ïàðàìåòð ìîäåëè.

¬ Íà÷èíàåì ñ ãðàôà Hn
a,1 ñ îäíîé âåðøèíîé è îäíîé ïåòë¼é.

­ Êîãäà ãðàô Hn
a,1 ñ âåðøèíàìè {1, . . . , n} è n ïåòëÿìè

ïîñòðîåí, äîáàâèì ê íåìó âåðøèíó n+ 1 è ðåáðî
(n+ 1, i), i ∈ {1, . . . , n+ 1}, ïðè ýòîì

I ïåòëÿ (n+ 1, n+ 1) âîçíèêíåò ñ âåðîÿòíîñòüþ a
(a+1)n+1 ;

I ðåáðî (n+ 1, i) âîçíèêíåò ñ âåðîÿòíîñòüþ deg i−1+a
(a+1)n+1 , ãäå

deg i � ñòåïåíü âåðøèíû i â ãðàôå Hn
a,1.

Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé çàäàíî êîððåêòíî (
∑

P = 1) è ïðè
a = 1 èìååì ìîäåëü Áîëëîáàøà-Ðèîðäàíà.

® Ãðàô Hn
a,m ñòðîèòñÿ, êàê è Gnm.
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Ìîäåëü Ìîðè (2005) �

� ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ ìîäåëüþ Áàêëè-Îñòãàóçà.
Ñòðîèòñÿ ñëó÷éíûé ãðàô H

(n)
β,m, çà ïðèòÿãàòåëüíîñòü âåðøèíû

îòâå÷àåò ïàðàìåòð β.

¬ Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èìååì ãðàô H
(2)
β,1 ñ äâóìÿ

âåðøèíàìè è ðåáðîì ìåæäó íèìè.

­ Êîãäà ãðàô H
(n)
β,1 ñ âåðøèíàìè {1, . . . , n} è n ïåòëÿìè

ïîñòðîåí, äîáàâèì ê íåìó âåðøèíó n+ 1 è ðåáðî (n+ 1, i),
i ∈ {1, . . . , n} (ïåòåëü íåò), ïðè ýòîì ðåáðî (n+ 1, i)
âîçíèêíåò ñ âåðîÿòíîñòüþ deg i+β

(β+2)n−2 , ãäå deg i � ñòåïåíü

âåðøèíû i â ãðàôå H(n)
β,1 .

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé çàäàíî
êîððåêòíî è ïðè β = 0 èìååì ìîäåëü Áîëëîáàøà-Ðèîðäàíà.

® Ãðàô H
(n)
β,m ñòðîèòñÿ, êàê è Gnm, ïðè ýòîì ïîÿâëÿþòñÿ

ïåòëè.
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Ìîäåëè Áàêëè-Îñòãàóçà è Ìîðè. Åù¼ ìîäåëè...

Â ýòèõ ìîäåëÿõ îöåíêè íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ óëó÷øàþòñÿ, íî
äëÿ êëàñòåðíûõ êîýôôèöèåíòîâ è ÷èñëà òðåóãîëüíèêîâ
óëó÷øåíèé íåò.

Ïðåäëîæåíû è äðóãèå ìîäåëè Èíòåðíåòà:

I Áîëëîáàøà-Áîîãñà-Ðèîäàíà-×àéåñ (2003);

I ìîäåëü êîïèðîâàíèÿ (2000);

I Êóïåðà-Ôðèçà (2003);

I Õîëìà-Êèìà (2002).
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Ðàçäåëû

Äèñêðåòíàÿ âåðîÿòíîñòü

Ïîíÿòèå î âåðîÿòíîñòíîì ìåòîäå

Ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ

Ìîäåëè Èíòåðíåòà. Ìîäåëü Áàðàáàøè-Àëüáåðò

Ìîäåëè Èíòåðíåòà. Ïåéäæðàíê
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Ïåéäæðàíê PR(i) � õàðàêòåðèñòèêà âåðøèíû i âåá-ãðàôà

(V,E), óòî÷íÿþùàÿ ïîíÿòèå 1-é ñòåïåíè, 2-é ñòåïåíè è ò.ä.

PR(i) = d
∑
j→i

PR(j)

outdeg j
+

d

|V |
∑

j ∈{v∈V | outdeg v=0}

PR(j) +
1− d
|V |

,

ãäå d ∈ (0, 1) � äåìïôèðóþùèé ôàêòîð (êîíñòàíòà).

Ïåéäæðàíê (PageRank) ñòðàíèöû �
I ó÷èòûâàåò íå òîëüêî êîëè÷åñòâî ññûëîê íà íå¼, íî è èõ
êà÷åñòâî;

I = ñóììå êà÷åñòâ ñòðàíèö, ññûëàþùèõñÿ íà äàííóþ,
íîðìèðàâàííàÿ ÷èñëîì èñõîäÿùèõ èç íèõ ññûëîê.

(1− d) � âåðîÿòíîñòü òåëåïîðòàöèè: ñ÷èòàåì, ÷òî
ïîëüçîâàòåëü ïðè áëóæäàíèè ïî ñåòè ñ âåðîÿòíîñòüþ d
ïåðåõîäèò ïî ññûëêå, à ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− d � íà ñëó÷àéíóþ
ñòðàíèöó ⇒ âîçìîæåí ïåðåõîä íà ëþáóþ ñòðàíèöó.
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Ïåéäæðàíê: ïðèìåð 1


PR(A) = d · PR(A) +

d

2
· PR(B) +

1− d
2

,

PR(B) =
d

2
· PR(B) +

1− d
2

.
PR(A) =

1

2− d
,

PR(B) =
1− d
2− d

. d ∈ (0, 1) ⇒ PR(A) > PR(B).

Íàïðèìåð, ïðè d = 0,85 : PR(A) = 0,87, PR(B) = 0,13.
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Ïåéäæðàíê: ïðèìåð 2

outdeg A = 3
outdeg B = 2
outdeg C = 2



PR(A) = d

(
PR(A)

3
+
PR(C)

2

)
+

1− d
3

,

PR(B) = d

(
PR(A)

3
+
PR(B)

2

)
+

1− d
3

,

PR(C) = d

(
PR(A)

3
+
PR(B)

2
+
PR(C)

2

)
+

1− d
3

.

Ïðè d ∈ (0, 1) : PR(C) > PR(A) > PR(B),
d = 0,85 ⇒ PR(C) ≈ 0,45, PR(A) ≈ 0,29, PR(B) ≈ 0,26.
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Ïåéäæðàíê ïðèäóìàëè Ë. Ïåéäæ è Ñ. Áðèí

� îñíîâàòåëè ïîèñêîâîé ñèñòåìû Google (1998).

Ëîóðåíñ ¾Ëàððè¿ Ïåéäæ

(Lawrence ¾Larry¿ Page, 1973)
� ïîëó÷èë ñòåïåíè áàêàëàâðà â Ìè÷èãàíñêîì
è ìàãèñòðà � â Ñòýíôîðäñêîì óíèâåðñèòåòå.

Ñ 2011 ã. � ãëàâíûé èñïîëíèòåëüíûé äèðåêòîð
Google.

Ñåðãåé Ìèõàéëîâè÷ Áðèí

(àíãë. Sergey Brin, 1973)
� äîñðî÷íî ïîëó÷èë äèïëîì áàêàëàâðà
â Ìýðèëåíäñêîì óíèâåðñèòåòå.
Ðîäèòåëè Ñåðãåÿ Áðèíà � âûïóñêíèêè
Ìåõìàòà ÌÃÓ (1970 è 1971 ãîäîâ).

Ë. Ïåéäæ è Ñ. Áðèí âõîäÿò â ÷èñëî ñàìûõ áîãàòûõ ëþäåé
ïëàíåòû (17-å è 20-å ìåñòà â Forbes-2014).
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Ïåéäæðàíê: âû÷èñëåíèå

Åù¼ îäíà êîíêðåòèçàöèÿ ìîäåëè Áîëëîáàøè-Àëüáåðò:

I íà÷èíàåì ñ âåðøèíû 0 áåç ïåòåëü, íî ïîëàãàåì å¼ âåñ m;
I äîáàâëÿåì âåðøèíó 1 è èç íå¼ ñòàâèì m ññûëîê íà 0,
ïîëàãàåì âåñ âåðøèíû 0 ðàâíûì 2m, à âåñ 1 � m;

I äàëüíåéøèå âåðøèíû, ïîÿâëÿÿñü íà ñâåò, âûñòàâëÿþò ñâîè
m ññûëîê íåçàâèñèìî, êàæäóþ ñ âåðîÿòíîñòüþ,
ïðîïîðöèîíàëüíîé âåñàì ñóùåñòâóþùèõ âåðøèí, êîòîðûå
ðàâíû ñóììå èõ âõîäÿùèõ ñòåïåíåé è m:

P[n+ 1→ i] =
indeg i+m

n∑
k=0

(indeg k +m)

=
indeg i+m

2mn+m
.

Ïîêàçàíî, ÷òî â äàííîé ìîäåëè ïëîòíîñòü ïåéäæðàíêà

pn(x) ≈ Θ
(
x−

3+d
1+d

)
� ñòåïåííîé çàêîí.

Ïðè d = 0, 85 λ ≈ 2, 1, ÷òî áëèçêî ê ýìïèðè÷åñêèì äàííûì.
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Ïðèìåð: PageRank äëÿ ïðîñòîé ñåòè â ïðîöåíòàõ

PR(C) > PR(E),
õîòÿ

indeg C < indeg E,
íî ññûëêà íà C

èñõîäèò èç î÷åíü
âàæíîé ñòðàíèöû B

⇒ îíà èìååò
áîëüøîé âåñ.

Áåç òåëåïîðòàöèè
âñå ïîëüçîâàòåëè

â êîíå÷íîì èòîãå ïîïàäàþò íà ñòðàíèöû A, B èëè Ñ.

Ïðè íàëè÷èè òåëåïîðòàöèè èç À ìîæíî ïîïàñòü íà ëþáóþ
ñòðàíèöó â ýòîé Ñåòè, äàæå ïðè indeg A = 0.
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Ìîäåëü ïîèñêà â èíòåðíåò

I Ñòðàíèöû Èíòåðíåòà íåýêâèâàëåíòíû è ýòà
íåýêâèâàëåíòíîñòü îïèñûâàåòñÿ âåëè÷èíîé PR(v), v ∈ Vn.

I Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ìåæäó ñòðàíèöàìè ñîäåðæàò äâå
êîìïîíåíòû: îáóñëîâëåííóþ ðåàëüíûìè ñâÿçÿìè ìåæäó
íèìè è âîçìîæíîñòüþ ïîïàäàíèÿ íà ëþáóþ ñòðàíèöó
(òåëåïîðòàöèÿ).

I Åñëè ïî çàïðîñó ïîëüçîâàòåëÿ íàéäåíî ìíîæåñòâî ñòðàíèö
W ⊂ Vn, òî ðåëåâàíòíóþ èíôîðìàöèþ íóæíî èñêàòü íà
ñòðàíèöàõ, èìåþùèõ íàèáîëüøåå çíà÷åíèå PR(v), v ∈W .

I Â íàñòîÿùåå âðåìÿ êëàññè÷åñêèå ïåéäæðàíêè óæå íå
óïîòðåáëÿþòñÿ.
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Íàäñòðîéêà äëÿ áðàóçåðà Google Toolbar

I PageRank êàæäîé âåá-ñòðàíèöû � öåëîå ÷èñëî îò 0 äî 10
(âàæíîñòü ýòîé ñòðàíèöû ñ òî÷êè çðåíèÿ Google).

I Ìåõàíèçì ðàñ÷¼òà PageRank è ÷òî â òî÷íîñòè îáîçíà÷àåò
ýòî çíà÷åíèå, íå ðàñêðûâàåòñÿ.

I Ïî íåêîòîðûì äàííûì, ýòè çíà÷åíèÿ îáíîâëÿþòñÿ ëèøü
íåñêîëüêî ðàç â ãîä è ïîêàçûâàþò çíà÷åíèÿ PageRank
ñòðàíèö íà ëîãàðèôìè÷åñêîé øêàëå.
Çàìå÷åíà îñîáåííîñòü: Page Rank âûøå 5 ìîãóò ïîëó÷èòü
ñàéòû òîëüêî äîâîëüíî ñòàðûå èëè î÷åíü áîëüøèå ïðîåêòû
(ñàéòû) ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ïîñåùåíèé.

I Ïîèñêîâàÿ ñèñòåìà Google èñïîëüçóåò áîëåå 200
ðàíæèðóþùèõ ñèãíàëîâ, ëèøü îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
PageRank, íî îí äî ñèõ ïîð èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü.
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