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Äèñêðåòíûå çàäà÷è ïðè îáó÷åíèè
Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû êóðñà

Î ÷¼ì ýòîò ñïåöêóðñ?

Ñïåöêóðñ ïîñâÿù¼í âîïðîñàì ïðèìåíåíèÿ àïïàðàòà äèñêðåòíîé
ìàòåìàòèêè â çàäà÷àõ èíòåëëåêòóàëüíîãî àíàëèçà äàííûõ.
Èçëàãàþòñÿ:

îáùèå ïðèíöèïû, ëåæàùèå â îñíîâå ëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà ê
çàäà÷àì ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ

ìåòîäû êîíñòðóèðîâàíèÿ ïðîöåäóð êëàññèôèêàöèè ïî
ïðåöåäåíòàì ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîíÿòèé òåîðèè áóëåâûõ
ôóíêöèé è òåîðèè ïîêðûòèé áóëåâûõ ìàòðèö

îñíîâíûå ìîäåëè ëîãè÷åñêèõ ïðîöåäóð êëàññèôèêàöèè, âîïðîñû
ñëîæíîñòè èõ ðåàëèçàöèè è êà÷åñòâà ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷
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Ñîäåðæàíèå ââîäíîé ëåêöèè

1 Ëîãè÷åñêèé ïîäõîä â ðàñïîçíàâàíèè
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì
Áàçîâûå ïîíÿòèÿ ëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà
Ñõåìû ëîãè÷åñêèõ ïðîöåäóð ðàñïîçíàâàíèÿ

2 Äèñêðåòíûå çàäà÷è ïðè îáó÷åíèè
Ãèïåðãðàô äëÿ ïîèñêà ïðåäñòàâèòåëüíûõ íàáîðîâ
Çàäà÷à äóàëèçàöèè
Îáîáùåíèå çàäà÷è äóàëèçàöèè

3 Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû êóðñà
Ëîãè÷åñêèå êîððåêòîðû
Ïîëíûå ðåøàþùèå äåðåâüÿ
Àññîöèàòèâíûå ïðàâèëà
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì
Áàçîâûå ïîíÿòèÿ ëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà
Ñõåìû ëîãè÷åñêèõ ïðîöåäóð ðàñïîçíàâàíèÿ

Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì

M � ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, M = K1 ⊔ . . . ⊔Kl

{x1, . . . , xn} � ñèñòåìà ïðèçíàêîâ

(x1(S), . . . , xn(S)) � ïðèçíàêîâîå îïèñàíèå îáúåêòà S ∈ M

y : M → {1, . . . , l} � öåëåâàÿ ôóíêöèÿ, èñòèííûå íîìåðà
êëàññîâ îáúåêòîâ

T = {S1, . . . , Sm} � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà (ïðåöåäåíòû)

yi = y(Si) � íîìåð êëàññà, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ïðåöåäåíò Si

AT : M → {0, 1, . . . , l} � àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ

åñëè AT (Si) = yi, ∀Si ∈ T , òî AT � êîððåêòíûé àëãîðèòì

Îáîáùàþùàÿ ñïîñîáíîñòü AT õàðàêòåðèçóåòñÿ êà÷åñòâîì
ðàñïîçíàâàíèÿ îáúåêòîâ èç M \ T
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì
Áàçîâûå ïîíÿòèÿ ëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà
Ñõåìû ëîãè÷åñêèõ ïðîöåäóð ðàñïîçíàâàíèÿ

Ïðèçíàêîâûå îïèñàíèÿ îáúåêòîâ
xj : M → Dj , Dj � ìíîæåñòâî çíà÷åíèé (äîìåí) ïðèçíàêà xj .
Äîìåíû ïðèçíàêîâ, èñïîëüçóþùèåñÿ â ëîãè÷åñêîì ïîäõîäå:

Dj = {0, 1} � áèíàðíûé ïðèçíàê

Dj = {1, ..., k} � öåëî÷èñëåííûé (íîìèíàëüíûé) ïðèçíàê,
k-çíà÷íûé

Dj = P � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, òî åñòü
∀a, b, c ∈ P:

a ≼ a (ðåôëåêñèâíîñòü)
åñëè a ≼ b è b ≼ a, òî a = b (àíòèñèììåòðè÷íîñòü)
åñëè a ≼ b è b ≼ c, òî a ≼ c (òðàíçèòèâíîñòü)

Dj = R äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûé (êîëè÷åñòâåííûé) ïðèçíàê

èñïîëüçóþò êîððåêòíûå ïåðåêîäèðîâêè, ïåðåõîäÿ,
íàïðèìåð, ê áèíàðíûì ïðèçíàêàì [ljr ⩽ xj(S) ⩽ ujr]
îãðàíè÷èâàþòñÿ óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé íà
âûáîðêå {xj(S1), . . . xj(Sm)}
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Áàçîâûå ïîíÿòèÿ ëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà
Ñõåìû ëîãè÷åñêèõ ïðîöåäóð ðàñïîçíàâàíèÿ

Âåêòîðû è ìàòðèöû ïðèçíàêîâûõ îïèñàíèé

Âåêòîð (ai1, . . . , ain), aij = xj(Si) � ïðèçíàêîâîå îïèñàíèå
ïðåöåäåíòà Si

Ìàòðèöà ¾îáúåêòû�ïðèçíàêè¿

L = ∥aij∥m×n =

x1(S1) . . . xn(S1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x1(Sm) . . . xn(Sm)


Îáúåêò S ôàêòè÷åñêè îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ åãî âåêòîðîì çíà÷åíèé
ïðèçíàêîâ (x1(S), . . . , xn(S))
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Êîãäà öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü ëîãè÷åñêèé ïîäõîä?

Èíòåðïðåòèðóåìîñòü ðàñïîçíàþùèõ ïðîöåäóð, êîãäà
ýêñïåðòó ïðåäìåòíîé îáëàñòè çàäà÷è òðåáóåòñÿ íà åñòåñòâåííîì
ÿçûêå îáúÿñíèòü ïðè÷èíó îòíåñåíèÿ ðàñïîçíàâàåìîãî îáúåêòà ê
îïðåäåëåííîìó êëàññó

Íåáîëüøèå âûáîðêè, êîãäà íåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü
ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû èëè ãëóáîêîå îáó÷åíèå

Åñòåñòâåííûå ëîãè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè â äàííûõ,
îáóñëîâëåííûå ïðåäìåòíîé îáëàñòüþ çàäà÷è, äîëæíû áûòü
ó÷òåíû ïðè ïîñòðîåíèè ïðîöåäóð ðàñïîçíàâàíèÿ
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Ïðèêëàäíûå îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ

Çàäà÷à ìåäèöèíñêîé äèàãíîñòèêè

îáúåêòû:

ïàöèåíòû â îïðåäåëåííûé ìîìåíò âðåìåíè

êëàññû:

äèàãíîçû, èñõîäû áîëåçíè, ñïîñîáû ëå÷åíèÿ

ïðèçíàêè:

âîçðàñò, âåñ, ðîñò, ñëàáîñòü, òîøíîòà è ò.ä.

îñîáåííîñòè: âàæíà èíòåðïðåòèðóåìîñòü,
çíà÷åíèÿ ìíîãèõ ïðèçíàêîâ ñóáúåêòèâíû,
ìíîãî ïðîïóñêîâ
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Ïðèêëàäíûå îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ

Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ìåñòîðîæäåíèé

îáúåêò � ãåîëîãè÷åñêèé ðàéîí

êëàññû:

ôàêò ïðèñóòñòâèÿ îïðåäåëåííîãî
èñêîïàåìîãî â äîñòàòî÷íîì êîëè÷åñòâå

ïðèçíàêè: ïðèñóòñòâèå
êðóïíûõ çîí ñìÿòèÿ è ðàññëàíöåâàíèÿ,
ìèíåðàëüíîå ðàçíîîáðàçèå è ò.ä.

îñîáåííîñòè: ìàëûå âûáîðêè
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì
Áàçîâûå ïîíÿòèÿ ëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà
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Ïðåäèêàòû êàê áàçîâûå ýëåìåíòû ëîãè÷åñêèõ ïðîöåäóð

B : M → {0, 1} � ïðåäèêàò íà ìíîæåñòâå îáúåêòîâ (ìíîæåñòâå
âåêòîðîâ çíà÷åíèé ïðèçíàêîâ)

Åñëè B(S) = 1, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïðåäèêàò B âûäåëÿåò îáúåêò S

Äëÿ êëàññà K îáîçíà÷èì:

PK = |T ∩K|, NK = |T \K|,
pK(B) =

∑
Si∈T∩K

B(Si), nK(B) =
∑

Si∈T\K

B(Si)

pK(B)︷ ︸︸ ︷
Si∈T∩K:
B(Si)=1

Si∈T∩K:
B(Si)=0︸ ︷︷ ︸

PK

nK(B)︷ ︸︸ ︷
Si∈T\K:
B(Si)=1

Si∈T\K:
B(Si)=0︸ ︷︷ ︸

NK
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Ëîãè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè

Ïðåäèêàò íàçûâàåòñÿ ëîãè÷åñêîé çàêîíîìåðíîñòüþ, åñëè îí:

çàïèñûâàåòñÿ íà åñòåñòâåííîì ÿçûêå è îáû÷íî çàâèñèò îò
íåáîëüøîãî ÷èñëà ïðèçíàêîâ (èíòåðïðåòèðóåìîñòü)
âûäåëÿåò ïðåèìóùåñòâåííî îáúåêòû îäíîãî êëàññà
(èíôîðìàòèâíîñòü):

pK(B) → max, nK(B) → min,
pK(B)

PK
≫ nK(B)

NK

Â ëîãè÷åñêîì ïîäõîäå ÷àñòî îò çàêîíîìåðíîñòåé òðåáóåòñÿ
êîððåêòíîñòü (íåïðîòèâîðå÷èâîñòü): nK(B) = 0

Òàêæå ïðèìåíÿþòñÿ ¾àíòèïðåäñòàâèòåëüíûå¿ ïðåäèêàòû ñî
ñâîéñòâîì pK(B) = 0, nK(B) > 0, êîòîðûå òàêæå íàçûâàþòñÿ
êîððåêòíûìè
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Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû êóðñà

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì
Áàçîâûå ïîíÿòèÿ ëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà
Ñõåìû ëîãè÷åñêèõ ïðîöåäóð ðàñïîçíàâàíèÿ

×àñòî èñïîëüçóþùèåñÿ ñåìåéñòâà ïðåäèêàòîâ

Ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå íîìèíàëüíîãî ïðèçíàêà

B(S) = [xj(S) = σj ]

Ïîðîãîâîå óñëîâèå

B(S) = [aj ≼ xj(S) ≼ bj ], aj , bj ∈ Dj

Êîíúþíêöèÿ ïîðîãîâûõ óñëîâèé

B(S) =
∧
j∈H

[aj ≼ xj(S) ≼ bj ], H ⊂ {1, . . . , n}

Ñèíäðîì � âûïîëíÿåòñÿ íå ìåíåå d óñëîâèé

B(S) =

∑
j∈H

[aj ≼ xj(S) ≼ bj ] ⩾ d

 , d ∈ {1, . . . , |H|}
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Áàçîâûå ïîíÿòèÿ ëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà
Ñõåìû ëîãè÷åñêèõ ïðîöåäóð ðàñïîçíàâàíèÿ

×àñòî èñïîëüçóþùèåñÿ ñåìåéñòâà ïðåäèêàòîâ (2)

Ñîâïàäåíèå ïðèçíàêîâûõ ïîäîïèñàíèé îáúåêòà è ïðåöåäåíòà Si

B(S) =
∧
j∈H

[xj(Si) = xj(S)]

Ñðàâíåíèå ïðèçíàêîâûõ ïîäîïèñàíèé îáúåêòà è ïðåöåäåíòà Si

B(S) =
∧
j∈H

[xj(Si) ≼ xj(S)]
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Ñõåìû ëîãè÷åñêèõ ïðîöåäóð ðàñïîçíàâàíèÿ

Ýëåìåíòàðíûé êëàññèôèêàòîð

Îïðåäåëåíèå

Ýëåìåíòàðíûì êëàññèôèêàòîðîì (ýë.êë.) ðàíãà r, 1 ⩽ r ⩽ n,
íàçûâàåòñÿ ïàðà (H,σ), ãäå H = (xj1 , . . . , xjr ) � íàáîð ðàçëè÷íûõ
ïðèçíàêîâ è σ = (σ1, . . . , σr) � âåêòîð öåëûõ ÷èñåë, â êîòîðîì σt �
äîïóñòèìîå çíà÷åíèå ïðèçíàêà xjt , t ∈ {1, . . . , r}.

H(S) = (xj1(S), . . . , xjr (S)) � ïðèçíàêîâîå ïîäîïèñàíèå
îáúåêòà S

ýë.êë. (H,σ), âûäåëÿåò îáúåêò, åñëè H(S) = σ, ò.å. ôàêòè÷åñêè
çàäà¼ò êîíúþíêöèþ [xj1(S) = σ1 ∧ . . . ∧ xjr (S) = σr]

Îïðåäåëåíèå

Ýë.êë. (H,σ) íàçûâàåòñÿ êîððåêòíûì äëÿ êëàññà K, åñëè íå
ñóùåñòâóåò äâóõ ïðåöåäåíòîâ Si è St, âûäåëÿåìûõ ýë.êë. (H,σ),
òàêèõ, ÷òî Si ∈ K è St /∈ K.

15/42



Ëîãè÷åñêèé ïîäõîä â ðàñïîçíàâàíèè
Äèñêðåòíûå çàäà÷è ïðè îáó÷åíèè
Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû êóðñà

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì
Áàçîâûå ïîíÿòèÿ ëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà
Ñõåìû ëîãè÷åñêèõ ïðîöåäóð ðàñïîçíàâàíèÿ

Àëãîðèòì ãîëîñîâàíèÿ ïî ïðåäñòàâèòåëüíûì íàáîðàì

Îïðåäåëåíèå

Ïðåäñòàâèòåëüíûì íàáîðîì êëàññà K íàçûâàåòñÿ êîððåêòíûé äëÿ K
ýë.êë., âûäåëÿþùèé õîòÿ áû îäèí ïðåöåäåíò èç K.

Ãîëîñîâàíèå ïî ïðåäñòàâèòåëüíûì íàáîðàì

Íà ýòàïå îáó÷åíèÿ äëÿ êàæäîãî êëàññà K ∈ {K1, . . . ,Kl}
ñòðîèòñÿ ñåìåéñòâî CK ïðåäñòàâèòåëüíûõ íàáîðîâ

Ïðè ðàñïîçíàâàíèè îáúåêòà S äëÿ êàæäîãî êëàññà
K ∈ {K1, . . . ,Kl} âû÷èñëÿåòñÿ îöåíêà ïðèíàäëåæíîñòè S ê K

Γ(S,K) =
∑

(H,σ)∈CK

w(H,σ)[H(S) = σ],
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Äèñêðåòíûå çàäà÷è ïðè îáó÷åíèè
Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû êóðñà

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì
Áàçîâûå ïîíÿòèÿ ëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà
Ñõåìû ëîãè÷åñêèõ ïðîöåäóð ðàñïîçíàâàíèÿ

Äðóãèå âèäû ãîëîñîâàíèÿ ïî êîððåêòíûì ýëåìåíòàðíûì
êëàññèôèêàòîðàì

1 Ãîëîñîâàíèå ïî òåñòàì
(Äìèòðèåâ, Æóðàâë¼â, Êðåíäåëåâ, 1968).

2 Ãîëîñîâàíèå ïî ïðåäñòàâèòåëüíûì íàáîðàì
(Âàéíöâàéã, 1973) (Áàñêàêîâà, Æóðàâë¼â, 1981).

Çàðóáåæíûé àíàëîã ïðåäñòàâèòåëüíîãî íàáîðà � emerging
pattern (Dong, Zhang, Wong, Li, 1999).

3 Ãîëîñîâàíèå ïî êîððåêòíûì ýëåìåíòàðíûì êëàññèôèêàòîðàì
(Äþêîâà, Ïåñêîâ, 2002).
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Äèñêðåòíûå çàäà÷è ïðè îáó÷åíèè
Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû êóðñà

Ãèïåðãðàô äëÿ ïîèñêà ïðåäñòàâèòåëüíûõ íàáîðîâ
Çàäà÷à äóàëèçàöèè
Îáîáùåíèå çàäà÷è äóàëèçàöèè

Äèñêðåòíûå çàäà÷è ïðè îáó÷åíèè
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Äèñêðåòíûå çàäà÷è ïðè îáó÷åíèè
Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû êóðñà

Ãèïåðãðàô äëÿ ïîèñêà ïðåäñòàâèòåëüíûõ íàáîðîâ
Çàäà÷à äóàëèçàöèè
Îáîáùåíèå çàäà÷è äóàëèçàöèè

Òðàíñâåðñàëè ãèïåðãðàôîâ

Ãèïåðãðàô � ïàðà ìíîæåñòâ (V,E), â êîòîðîé V � ìíîæåñòâî
âåðøèí è E � ìíîæåñòâî ðåáåð, ÿâëÿþùèõñÿ
ïîäìíîæåñòâàìè V . Òî åñòü ãèïåðãðàô � ýòî îáîáùåíèå ãðàôà:
êàæäîå åãî ðåáðî ìîæåò ñîäåðæàòü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî âåðøèí.

Ìíîæåñòâî âåðøèí H,H ⊂ V , íàçûâàåòñÿ òðàíñâåðñàëüþ
(âåðøèííûì ïîêðûòèåì), åñëè îíî ïåðåñåêàåòñÿ ñî âñåìè
ðåáðàìè: H ∩ J ̸= ∅, ∀J ∈ E.

Òðàíñâåðñàëü íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé, åñëè ëþáîå åå
ïîäìíîæåñòâî òðàíñâåðñàëüþ íå ÿâëÿåòñÿ.

Ìíîæåñòâî âñåõ ìèíèìàëüíûõ òðàíñâåðñàëåé ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâîì ðåáåð òàê íàçûâàåìîãî äâîéñòâåííîãî ãèïåðãðàôà
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Äèñêðåòíûå çàäà÷è ïðè îáó÷åíèè
Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû êóðñà

Ãèïåðãðàô äëÿ ïîèñêà ïðåäñòàâèòåëüíûõ íàáîðîâ
Çàäà÷à äóàëèçàöèè
Îáîáùåíèå çàäà÷è äóàëèçàöèè

Ïðåäñòàâèòåëüíûé íàáîð = òðàíñâåðñàëü ãèïåðãðàôà

Çàäà÷à. Íàéòè ïðåäñòàâèòåëüíûå íàáîðû, çàäàâàåìûå
ïðèçíàêîâûìè ïîäîïèñàíèÿìè ôèêñèðîâàííîãî ïðåöåäåíòà Si èç
êëàññà K.
Ðåøåíèå:

1 Ðàññìîòðèì ãèïåðãðàô ñ âåðøèíàìè V = {1, . . . , n} è ðåáðàìè
âèäà

{j : xj(Sk) ̸= xj(Si)}, Sk ∈ T \K.

Êàæäîå ðåáðî ñîäåðæèò íîìåðà ïðèçíàêîâ, ïî êîòîðûì Si

ìîæíî îòëè÷èòü îò íåêîòîðîãî îáúåêòà äðóãîãî êëàññà.

2 Ðàññìîòðèì òðàíñâåðñàëü ïîñòðîåííîãî ãèïåðãðàôà:
òðàíñâåðñàëü H = {j1, . . . , jr} îïðåäåëÿåò ïðåäñòàâèòåëüíûé
íàáîð (H,σ) ñ ïðèçíàêîâûì ïîäîïèñàíèåì ïðåöåäåíòà Si èç
óñëîâèÿ çàäà÷è:

σ = (σ1, . . . , σr), σs = xjs(Si), s ∈ {1, . . . , r}.
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Äèñêðåòíûå çàäà÷è ïðè îáó÷åíèè
Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû êóðñà

Ãèïåðãðàô äëÿ ïîèñêà ïðåäñòàâèòåëüíûõ íàáîðîâ
Çàäà÷à äóàëèçàöèè
Îáîáùåíèå çàäà÷è äóàëèçàöèè

Ïðåäñòàâèòåëüíûå íàáîðû äëÿ ìèíèìàëüíûõ
òðàíñâåðñàëåé

3 Ïðåäñòàâèòåëüíûé íàáîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ìèíèìàëüíîé
òðàíñâåðñàëè íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì. Íåïðèâîäèìûé íàáîð
âñåãäà îáëàäàåò èíôîðìàòèâíîñòüþ íå íèæå ëþáîãî åãî
ðàñøèðåíèÿ, ïîýòîìó ïðåäïî÷òèòåëüíåå èñïîëüçîâàòü
íåïðèâîäèìûå íàáîðû.

4 Äâîéñòâåííûé ãèïåðãðàô îïðåäåëÿåò âñå íåïðèâîäèìûå
ïðåäñòàâèòåëüíûå íàáîðû, ÿâëÿþùèåñÿ ïðèçíàêîâûìè
ïîäîïèñàíèÿìè ïðåöåäåíòà Si
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Äèñêðåòíûå çàäà÷è ïðè îáó÷åíèè
Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû êóðñà

Ãèïåðãðàô äëÿ ïîèñêà ïðåäñòàâèòåëüíûõ íàáîðîâ
Çàäà÷à äóàëèçàöèè
Îáîáùåíèå çàäà÷è äóàëèçàöèè

Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ äâîéñòâåííîãî ãèïåðãðàôà

Çàäà÷à

Âõîä: Ãèïåðãðàô (V,E)

Âûõîä: Äâîéñòâåííûé ê (V,E) ãèïåðãðàô (V,E′)

Íåäîñòàòêè ïîñòàíîâêè:

- äëÿ ðàçìåðà âûõîäà N = |E′| íåâîçìîæíî óêàçàòü çàâèñèìîñòü
îò ðàçìåðà âõîäà n = |V |, m = |E| èëè õîòÿ áû ðàçóìíî
îöåíèòü N = O(f(n,m)) (â îáùåì ñëó÷àåì ðàçìåð âûõîäà
ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî îò ðàçìåðà âõîäà N = O(2n));

- òàêæå íåâîçìîæíî îöåíèòü ¼ìêîñòíóþ è âðåìåííóþ ñëîæíîñòè
àëãîðèòìà îò ðàçìåðà âõîäà.
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Äèñêðåòíûå çàäà÷è ïðè îáó÷åíèè
Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû êóðñà

Ãèïåðãðàô äëÿ ïîèñêà ïðåäñòàâèòåëüíûõ íàáîðîâ
Çàäà÷à äóàëèçàöèè
Îáîáùåíèå çàäà÷è äóàëèçàöèè

Çàäà÷à äóàëèçàöèè ãèïåðãðàôà

Çàäà÷à

Âõîä: Ãèïåðãðàô (V,E) è E′ � íàáîð ðàíåå ïîñòðîåííûõ
ìèíèìàëüíûõ òðàíñòâåðñàëåé (V,E)

Âûõîä: Ìèíèìàëüíàÿ òðàíñòâåðñàëü H /∈ E′ ãèïåðãðàôà
(V,E), åñëè îíà ñóùåñòâóåò, ëèáî ∅

Äîñòîèíñòâà:

+ ìîæíî ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì äóàëèçàöèè, â êîòîðîì
òðàíñòâåðñàëè ïåðå÷èñëÿþòñÿ îäíà çà äðóãîé;

+ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà äóàëèçàöèè ôàêòè÷åñêè îöåíèâàåòñÿ
ñëîæíîñòüþ îäíîãî øàãà ïåðå÷èñëåíèÿ îò ðàçìåðà âõîäà.

Íåäîñòàòêè:

- âõîäîì êðîìå ãèïåðãðàôà ÿâëÿþòñÿ ðàíåå íàéäåííûå
ðåøåíèÿ E′ è ñëîæíîñòü øàãà ìîæåò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü
îò âåëè÷èíû N = |E′|, êîòîðàÿ ïî-ïðåæíåìó îöåíèâàåòñÿ
êàê N = O(2n)
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Äèñêðåòíûå çàäà÷è ïðè îáó÷åíèè
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Ãèïåðãðàô äëÿ ïîèñêà ïðåäñòàâèòåëüíûõ íàáîðîâ
Çàäà÷à äóàëèçàöèè
Îáîáùåíèå çàäà÷è äóàëèçàöèè

Òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè ñëîæíîñòè äóàëèçàöèè
¾â õóäøåì ñëó÷àå¿

Ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà äóàëèçàöèè îöåíèâàåòñÿ âðåìåíåì
âûïîëíåíèÿ îäíîãî øàãà. Íà êàæäîì øàãå íàõîäèòñÿ â
òî÷íîñòè îäíî ðåøåíèå. Âðåìåííûå îöåíêè äàþòñÿ â ¾õóäøåì
ñëó÷àå¿, òî åñòü äëÿ ñàìîé ñëîæíîé çàäà÷è
(Johnson, Yannakakis, Papadimitriou, 1988).

Âîïðîñ î ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè äóàëèçàöèè îòêðûò.

Äëÿ íåìíîãèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ïîñòðîåíû àëãîðèòìû ñ
ïîëèíîìèàëüíûìè çàäåðæêàìè, èìåþùèå âðåìåííûå îöåíêè
âèäà O(f), ãäå f(m,n) � ïîëèíîì îò m è n.

Íàèëó÷øèé òåîðåòè÷åñêèé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí
â (Fredman, Khachiyan, 1996). Ïîñòðîåí èíêðåìåíòàëüíûé
àëãîðèòì ñ êâàçèïîëèíîìèàëüíîé âðåìåííîé îöåíêîé O(glog g),
ãäå g(m,n,N) � ïîëèíîì îò ðàçìåðà âõîäà m, n è ÷èñëà
âûïîëíåííûõ øàãîâ N .
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Ãèïåðãðàô äëÿ ïîèñêà ïðåäñòàâèòåëüíûõ íàáîðîâ
Çàäà÷à äóàëèçàöèè
Îáîáùåíèå çàäà÷è äóàëèçàöèè

Òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè ñëîæíîñòè äóàëèçàöèè
¾â ñðåäíåì¿

Â (Äþêîâà, 1977) ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ
àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûõ àëãîðèòìîâ äóàëèçàöèè
(àëãîðèòìîâ, ýôôåêòèâíûõ â ñðåäíåì).

Àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå àëãîðèòìû îòëè÷àþòñÿ îò
àëãîðèòìîâ ñ ïîëèíîìèàëüíûìè çàäåðæêàìè òåì, ÷òî èìåþò
¾ëèøíèå¿ ïîëèíîìèàëüíûå øàãè.

Ïðè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ðàçìåð âõîäà ÷èñëî øàãîâ
òàêîãî àëãîðèòìà (âêëþ÷àÿ ¾ëèøíèå¿) àñèìïòîòè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíî ÷èñëó ðåøåíèé äëÿ ïî÷òè âñåõ âõîäîâ òàêîãî æå
ðàçìåðà
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Ëîãè÷åñêèé ïîäõîä â ðàñïîçíàâàíèè
Äèñêðåòíûå çàäà÷è ïðè îáó÷åíèè
Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû êóðñà

Ãèïåðãðàô äëÿ ïîèñêà ïðåäñòàâèòåëüíûõ íàáîðîâ
Çàäà÷à äóàëèçàöèè
Îáîáùåíèå çàäà÷è äóàëèçàöèè

Îò ãèïåðãðàôà ê áóëåâîé ìàòðèöå
Ãèïåðãðàô çàäà¼òñÿ áóëåâîé ìàòðèöåé. Ïåðå÷èñëåíèå ìèíèìàëüíûõ
òðàíñòâåðñàëåé ñâîäèòñÿ ê ïåðå÷èñëåíèþ íåïðèâîäèìûõ ïîêðûòèé
áóëåâîé ìàòðèöû.

Ðàññìîòðèì ãèïåðãðàô ñ âåðøèíàìè V = {1, . . . , n} è ð¼áðàìè
E = {J1, . . . , Jm}

Çàêîäèðóåì êàæäîå ðåáðî Ji áèíàðíûì âåêòîðîì
ai = (ai1, . . . , ain), ãäå aij = [j∈Ji]

Áóëåâà ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ýòèõ âåêòîðîì, îäíîçíà÷íî
çàäà¼ò èñõîäíûé ãèïåðãðàô


1 1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 0 0 0


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Äèñêðåòíûå çàäà÷è ïðè îáó÷åíèè
Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû êóðñà

Ãèïåðãðàô äëÿ ïîèñêà ïðåäñòàâèòåëüíûõ íàáîðîâ
Çàäà÷à äóàëèçàöèè
Îáîáùåíèå çàäà÷è äóàëèçàöèè

Ïîêðûòèÿ áóëåâîé ìàòðèöû

Òðàíñâåðñàëü H çàäàåò ïîêðûòèå ýòîé ìàòðèöû:

∀i ∈ {1, . . . ,m},∃j ∈ H : aij = 1 (1)

Ìèíèìàëüíîé òðàíñòâåðñàëè ñîîòâåòñòâóåò íåïðèâîäèìîå
ïîêðûòèå áóëåâîé ìàòðèöû

Íà ìíîæåñòâå áèíàðíûõ âåêòîðîì åñòåñòâåííûì îáðàçîì
îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê:

(α1, . . . , αn) ≼ (β1, . . . , βn) ⇔ ∀j ∈ V, αj ⩽ βj

Åñëè òðàíñòâåðñàëü çàêîäèðîâàòü áèíàðíûì âåêòîðîì
h = (h1, . . . , hn), ãäå hj = [j /∈H], òî (1) ýêâèâàëåíòíî (2):

∀i ∈ {1, . . . ,m}, ai ̸≼h (2)
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Îáîáùåíèå çàäà÷è äóàëèçàöèè

Îò áèíàðíîãî ñëó÷àÿ ê ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêàì

Ïåðå÷èñëåíèå íåïðèâîäèìûõ ïîêðûòèé áóëåâîé ìàòðèöû � ýòî
÷àñòíûé ñëó÷àé ïåðå÷èñëåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ,
íà ìíîæåñòâå êîòîðûõ çàäàí ïîêîîðäèíàòíûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê.

Ïóñòü çàäàíû ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè P1, . . . ,Pn

Íà ìíîæåñòâå âåêòîðîâ P = P1 × . . .× Pn åñòåñòâåííûì
îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê:

(α1, . . . , αn) ≼ (β1, . . . , βn) ⇔ ∀j ∈ {1, . . . , n}, αj ≼ βj

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî âåêòîðîâ A = {a1, . . . , am}, ai ∈ P
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Äóàëèçàöèÿ íàä ïðîèçâåäåíèåì ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ

Âåêòîð h ∈ P íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìûì îò ìíîæåñòâà âåêòîðîâ
{a1, . . . , am}, ai ∈ P, åñëè

∀i ∈ {1, . . . ,m}, ai ̸≼ h.

Åñëè äëÿ ëþáîãî h′ : h ≼ h′ âåêòîð h′ íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì
íåçàâèñèìîñòè, òî h íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíî íåçàâèñèìûì

Ïåðå÷èñëåíèå ìàêñèìàëüíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ
äóàëèçàöèåé íàä ïðîèçâåäåíèåì ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ
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Çàäà÷à äóàëèçàöèè
Îáîáùåíèå çàäà÷è äóàëèçàöèè

Ïîëåçíûå ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè
×àñòè÷íûå ïîðÿäêè èç ïðèêëàäíûõ çàäà÷ (Khaled Elbassioni. Algorithms for

Dualization over Products of Partially Ordered Sets. 2009, Siam Journal on Discrete Mathematics)
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Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû êóðñà
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Êîððåêòíûå vs íåêîððåêòíûå ýë.êë.

Äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè ïðîöåäóðû ãîëîñîâàíèÿ ïî
ïðåäñòàâèòåëüíûì íàáîðàì:

+ Ïðîöåäóðà íå îøèáàåòñÿ íà ïðåöåäåíòàõ, ò.ê. êîððåêòíû
âñå ãîëîñóþùèå ýë.êë.

- Â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ïðåäñòàâèòåëüíûå íàáîðû çà÷àñòóþ
ìîãóò èìåòü î÷åíü áîëüøîé ðàíã, ÷òî óñëîæíÿåò àëãîðèòì
è ïðèâîäèò ê ïåðåîáó÷åíèþ (ïëîõî ðàñïîçíàåò òå îáúåêòû,
êîòîðûå íå âñòðå÷àþòñÿ â âûáîðêå).

Ïîïðîáóåì îòêàçàòüñÿ îò íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ýë.êë. è
ñêîððåêòèðîâàòü âûäåëÿåìûå èìè îáúåêòû â ñîâîêóïíîñòè.

32/42



Ëîãè÷åñêèé ïîäõîä â ðàñïîçíàâàíèè
Äèñêðåòíûå çàäà÷è ïðè îáó÷åíèè
Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû êóðñà
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Àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä

Â àëãåáðàè÷åñêîì ïîäõîäå ñòðîèòñÿ íàáîð îïåðàöèé
{B1, . . . , Bp}, äëÿ êîòîðîãî ìîæíî íàéòè ¾õîðîøóþ¿
êîððåêòèðóþùóþ ôóíêöèþ F : Rp → R è ïðîñòîå ðåøàþùåå
ïðàâèëî C : R → Y (Æóðàâëåâ, 19??):

M
AT−−−−→ Y

B1,...,Bp

y xC

Rp −−−−−−−−→
F (B1,...,Bp)

R

Àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ � ýòî êîìïîçèöèÿ

AT (S) = C(F (B1(S), . . . , Bp(S)))
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Àññîöèàòèâíûå ïðàâèëà

Àëãåáðî-ëîãè÷åñêèé ïîäõîä

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå îïåðàöèé {B1, . . . , Bp} ëîãè÷åñêèå
çàêîíîìåðíîñòè Bk : M → {0, 1}

Êîððåêòèðóþùèå ôóíêöèè âûáèðàþòñÿ ñðåäè áóëåâûõ ôóíêöèé

F : {0, 1}p → {0, 1}.

Ðàñïîçíàþùèå ïðîöåäóðû, ïîñòðîåííûå ïóòåì êîððåêöèè
ëîãè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé, íàçûâàþòñÿ ëîãè÷åñêèìè
êîððåêòîðàìè

Êîððåêòíîå ðàñïîçíàâàíèå íà áàçå ïðîèçâîëüíûõ, íå
îáÿçàòåëüíî êîððåêòíûõ ýë.êë., îñíîâàíî íà èäåå
àëãåáðî-ëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà, êîòîðàÿ ïðåäëîæåíà
â (Äþêîâà, Æóðàâë¼â, Ðóäàêîâ, 1996).
Çàðóáåæíûé àíàëîã � Logical Analysis of Data (LAD)
(Boros, Hammer et al., 2000).
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Ïîëíûå ðåøàþùèå äåðåâüÿ
Àññîöèàòèâíûå ïðàâèëà

Ðåøàþùåå äåðåâî (Decision Tree)

Ðåøàþùåå äåðåâî � ýòî àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ, çàäàþùèéñÿ
äåðåâîì, â êàæäîé âíóòðåííåé âåðøèíå êîòîðîãî ïðèíèìàåòñÿ
ðåøåíèå î ïåðåõîäå ê î÷åðåäíîé âåðøèíå íà îñíîâå çíà÷åíèÿ îäíîãî
èç ïðèçíàêîâ, à êàæäàÿ ëèñòîâàÿ âåðøèíà ïîìå÷åíà íîìåðîì êëàññà,
ê êîòîðîìó ñëåäóåò îòíåñòè îáúåêò

Ïîêðûâàþùèå íàáîðû êîíúþíêöèé:

High risk
[Age < 18 ∧ Weight > 60]
[Age > 30 ∧ Smoker = Yes]

Low risk
[Age < 18 ∧ Weight < 60]
[18 ⩽ Age ⩽ 30]
[Age > 30 ∧ Smoker = No]
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Ïîëíîå ðåøàþùåå äåðåâî

Äåðåâî ðåøåíèé ñòðîèòñÿ ðåêóðñèâíî, ïóòåì âûáîðà ïðèçíàêà
(ëîãè÷åñêîé çàêîíîìåðíîñòè), íàèëó÷øèì îáðàçîì
ðàçäåëÿþùåãî ïðåöåäåíòû (îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ
èíôîðìàöèîííûé êðèòåðèé äåëåíèÿ IGain, Gini).

Â ñëó÷àå, êîãäà íåñêîëüêî ïðèçíàêîâ èìåþò ñðàâíèìûå ñ
íàèëó÷øèì ïîêàçàòåëè êà÷åñòâà ðàçäåëåíèÿ, ìîæíî ïîñòóïèòü
ðàçíûìè ñïîñîáàìè.

1 Ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàþò îäèí èç íàèëó÷øèõ
ïðèçíàêîâ (ID3, C4.5)

2 Ïîñòðîèòü ïîëíîå ðåøàþùåå äåðåâî, â êîòîðîì äåëåíèå âî
âíóòðåííåé âåðøèíå ìîæåò áûòü ñâÿçàíà ñ äâóìÿ è áîëåå
ïðèçíàêàìè. Ïðè ýòîì ðàñïîçíàâàåìûé îáúåêò ìîæåò
äîéòè äî íåñêîëüêèõ ëèñòüåâ äåðåâà è ðåøåíèå
ïðèíèìàåòñÿ ãîëîñîâàíèåì.

Ïîëíûå ðåøàþùèå äåðåâüÿ ïðåäëîæåíû è ðàçðàáîòàíû â
(Äþêîâà Å. Â., Ïåñêîâ Í. Â., 2007) è
(Ãåíðèõîâ È. Å., Äþêîâà Å. Â., 2012)
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×àñòûå íàáîðû ïðèçíàêîâ

Ïóñòü ïðèçíàêè îáúåêòîâ áèíàðíû xj : M → {0, 1}

×àñòîòà ñîâìåñòíîé âñòðå÷àåìîñòè ïðèçíàêîâ
H = {xj1 , . . . , xjr} îöåíèâàåòñÿ ïî íàáîðó ïðåöåäåíòîâ
âåëè÷èíîé, íàçûâàåìîé ïîääåðæêîé (support):

ν(H) =
1

m

m∑
i=1

xj1(Si) ∧ . . . ∧ xjr (Si)

Åñëè ν(H) > δ, òî íàáîð H íàçûâàåòñÿ ÷àñòûì (frequent
itemset), ãäå δ � ìèíèìàëüíûé óðîâåíü ïîääåðæêè
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Îïðåäåëåíèå àññîöèàòèâíîãî ïðàâèëà

Àññîöèàòèâíûì ïðàâèëîì (association rule) H → G íàçûâàåòñÿ ïàðà
íåïåðåñåêàþùèõñÿ íàáîðîâ ïðèçíàêîâ H,G òàêèõ, ÷òî

1 ñîâìåñòíî H è G âñòðå÷àþòñÿ ÷àñòî:

ν(H ∪G) ⩾ δ;

2 åñëè âñòðå÷àåòñÿ H, òî ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ è G:

ν(G|H) =
ν(H ∪G)

ν(H)
⩾ κ,

ν(G|H) � çíà÷èìîñòü ïðàâèëà (con�dence),
κ � ìèíèìàëüíûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè
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Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë

Àíàëèç ðûíî÷íûõ êîðçèí (1993)

îáúåêòû � ÷åêè ïîêóïàòåëåé (transactions)

ïðèçíàê � íàëè÷èå îïðåäåëåííîãî òîâàðà èç ìàãàçèíà â ÷åêå
(items)

Ïðèìåð. Åñëè êóïëåí õëåá, òî ìîëîêî áóäåò êóïëåíî ñ âåðîÿòíîñòüþ
60%, ïðè÷åì âìåñòå õëåá ñ ìîëîêîì ïîêóïàþòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 2%.
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Ïîèñê àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë

Ýòàïû ïîèñêà àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë

1 Ïîèñê ÷àñòûõ íàáîðîâ ïî íàáîðó îáúåêòîâ (áàçå òðàíçàêöèé).

2 Âûäåëåíèå àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë ïóòåì êîìáèíèðîâàíèÿ
÷àñòûõ íàáîðîâ

Íàèáîëåå èçâåñòíûé àëãîðèòì ïîèñêà àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë
APriory äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíî ðåàëèçóåò ýòè äâà ýòàïà.

Ó÷åíèêàìè Äþêîâîé Å.Â. òàêæå ðàçðàáîòàíû ýôôåêòèâíûå
àëãîðèòìû äëÿ ïîèñêà îáîáùåííûõ àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë,
êîãäà ïðèçíàêè îáúåêòîâ íå áèíàðíû, à ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç
÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ.
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Ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü êóðñà

Êóðñ èìååò â òîì ÷èñëå ïðàêòè÷åñêóþ íàïðàâëåííîñòü.
Ìû ñ âàìè áóäåì:

ïðîãðàììèðîâàòü
àëãîðèòìû äóàëèçàöèè è äèñêðåòíîé
îïòèìèçàöèè (C/C++, python);

îáó÷àòü àëãîðèòìû
ðàñïîçíàâàíèÿ è ïðîâåðÿòü èõ ðàáîòó
íà ðåàëüíûõ è ìîäåëüíûõ äàííûõ;

ýêñïåðèìåíòèðîâàòü ñ ìîäèôèêàöèÿìè
ðàñïîçíàþùèõ ïðîöåäóð;

èçâëåêàòü çíàíèÿ èç äàííûõ
ïîñòðîåíèåì àññîöèàòèâíûõ ïðàâèë;

äîáèâàòüñÿ óñêîðåíèÿ çà ñ÷åò
ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ è GPU.
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Ëîãè÷åñêèé ïîäõîä â ðàñïîçíàâàíèè
Äèñêðåòíûå çàäà÷è ïðè îáó÷åíèè
Äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû êóðñà

Âûâîäû

Ëîãè÷åñêèé àíàëèç äàííûõ â ðàñïîçíàâàíèè ðåøàåò çàäà÷è
èçâëå÷åíèÿ çíàíèé èç äàííûõ ñ ó÷èòåëåì è áåç ó÷èòåëÿ
ìåòîäàìè äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè

Áàçîâûìè ýëåìåíòàìè ëîãè÷åñêèõ ðàñïîçíàþùèõ ïðîöåäóð
ÿâëÿþòñÿ ëîãè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè, îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè
èíòåðïðåòèðóåìîñòè è èíôîðìàòèâíîñòè

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå êîíñòðóêöèè ëîãè÷åñêèõ ïðîöåäóð
ðàñïîçíàâàíèÿ: ãîëîñîâàíèå ïî ýë. êë., ëîãè÷åñêèå êîððåêòîðû,
äåðåâüÿ ðåøåíèé

Îáó÷åíèå ðàñïîçíàþùèõ ïðîöåäóð è èçâëå÷åíèå àññîöèàòèâíûõ
ïðàâèë çà÷àñòóþ ñâîäèòñÿ ê ïðèìåíåíèþ àëãîðèòìîâ
äóàëèçàöèè íàä ðàçëè÷íûìè äèñêðåòíûìè ñòðóêòóðàìè
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