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Ãðóïïû

Ðàçäåëû

1 Ãðóïïû

2 Êîëüöà è ïîëÿ

3 Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè
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Ãðóïïû

Ãðóïïû (ïîêîí Ýâàðèñòó Ãàëóà): îïðåäåëåíèå è íîòàöèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ãðóïïîé G íàçûâàåòñÿ ïàðà 〈G, ∗ 〉, ãäå G � íåïóñòîå
ìíîæåñòâî (íîñèòåëü), à ∗ � áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ íà í¼ì òàêàÿ,
÷òî äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ G âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå çàêîíû
èëè àêñèîìû ãðóïïû:

G1: (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) � àññîöèàòèâíîñòü;

G2: ∃e ∀x : e ∗ x = x ∗ e = x � ñóùåñòâîâàíèå åäèíèöû (e);

G3: ∀x ∃!y : y ∗ x = x ∗ y = e � ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî
ýëåìåíòà ê x, ñèìâîëè÷åñêè y = x−1.

G0: x ∗ y ∈ G � óñòîé÷èâîñòü (çàìêíóòîñòü) íîñèòåëÿ.

Ãðóïïû G ñî ñâîéñòâîì ∀
G
x, y : x ∗ y = y ∗ x íàçûâàþòñÿ

êîììóòàòèâíûìè èëè àáåëåâûìè.

Åñëè |G| = n, òî G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà è n � å¼ ïîðÿäîê.



ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ. Òåìà 0: Ãðóïïû, êîëüöà, ïîëÿ (íàïîìèíàíèå) 6 / 52

Ãðóïïû

Ãðóïïû: îïðåäåëåíèå è íîòàöèÿ...

Â êîíå÷íîé ãðóïïå îïåðàöèþ ∗ óäîáíî çàäàâàòü òàáëèöåé
óìíîæåíèÿ (òàáëèöåé Êýëè).

Ïðèìåð (Òàáëèöà óìíîæåíèÿ ãðóïïû Êëåéíà V4)

∗ e a b c

e e a b c

a a e c b

b b c e a

c c b a e

V4 = { e, a, b, c }
� ÷åòâåðíàÿ ãðóïïà Êëåéíà

×àñòî c îáîçíà÷àþò ab
(è ab = ba, ò.ê. ãðóïïà V4 àáåëåâà).

Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ çàïèñü ãðóïïîâîé îïåðàöèè: x · y (èëè xy),
a0 = e, an = a · . . . · a︸ ︷︷ ︸

n ðàç

è ñïðàâåäëèâû âñå îáû÷íûå ñâîéñòâà

ñòåïåíè: am+n = am · an, amn = amn, a−n = (a−1)n, . . ..
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Ãðóïïû

Ïðèìåðû ãðóïï

1. ×èñëîâûå ãðóïïû:

Z, Q, R, C � àáåëåâû ãðóïïû îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ.
Äëÿ íèõ èñïîëüçóþò àääèòèâíóþ çàïèñü x+ y , åäèíè÷íûé
ýëåìåíò íàçûâàþò íóëåì (0), à îáðàòíûé ê x �
ïðîòèâîïîëîæíûì (−x).
Ìíîæåñòâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ Q, R, C � àáåëåâû
ãðóïïû îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.

2. Áèíàðíûå íàáîðû: ýëåìåíòû α̃ = (α1, . . . , αn) ∈ Bn

îòíîñèòåëüíî ⊕. Àääèòèâíàÿ çàïèñü:

α̃⊕ β̃ = (α1 ⊕ β1, . . . , αn ⊕ βn).

Íóëü ãðóïïû: 0̃ = (0, . . . , 0).
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Ãðóïïû

Ïðèìåðû ãðóïï: ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sn

3. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sn: âñå ïåðåñòàíîâêè
n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà X = { 1, . . . , n } îòíîñèòåëüíî
êîìïîçèöèè ◦. ßñíî, ÷òî |Sn| = n!.

Ïåðåñòàíîâêè ìîæíî çàïèñûâàòü â âèäå:
a) òàáëèöû �

π =

(
1 2 . . . i . . . n
t1 t2 . . . ti . . . tn

)
,

Ïðèìåð (ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ 2-ÿ ïåðåñòàíîâêà, ïîòîì � 1-ÿ):(
1 2 3
2 3 1

)
◦
(

1 2 3
1 3 2

)
=

(
1 2 3
2 1 3

)
6=

6=
(

1 2 3
3 2 1

)
=

(
1 2 3
1 3 2

)
◦
(

1 2 3
2 3 1

)
� ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà íå àáåëåâà ïðè n > 3.
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Ãðóïïû

Ïðèìåðû ãðóïï: ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sn...

á) ðàçëîæåíèÿ íà öèêëû �

π =
(
t11t

1
2t

1
3 . . . t

1
k1

) (
t21t

2
2t

2
3 . . . t

2
k2

)
. . .
(
tc1t

c
2t
c
3 . . . t

c
kc

)
.

Âíóòðè êàæäîé ïàðû ñêîáîê ÷èñëà ïåðåñòàâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêè:
π(t1) = t2, π(t2) = t3, . . . , π(tk) = t1; â ïåðåñòàíîâêå π � c
öèêëîâ.
Öèêëû äèíû 1 (âèäà (t)) îáû÷íî îïóñêàþò.(

1 2 3 4 5 6
5 6 3 1 4 2

)
↔ (154)(26)

Ïðèìåð (ïðåäûäóùåé êîìïîçèöèè ïåðåñòàíîâîê):

(123) ◦ (23) = (12) 6= (13) = (23) ◦ (123).
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Ãðóïïû

Ïðèìåðû ãðóïï: ãðóïïû ñèììåòðèè îáúåêòà

4. Ãðóïïû ñèììåòðèè îáúåêòà � ñîâîêóïíîñòü

ïðåîáðàçîâàíèé, ñîâìåùàþùèõ îáúåêò ñ ñàìèì ñîáîé.

4.1. Ãðóïïà ñèììåòðèè ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà
� ãðóïïà äèýäðà Dn

à) Ó ãðóïïû D2k+1, k ∈ N � äâå îáðàçóþùèõ: (1) âðàùåíèå
âîêðóã öåíòðà íà 360◦

2k+1 â âûáðàííîì íàïðàâëåíèè è
(2) ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âûáðàííóþ
âåðøèíó è ñåðåäèíó ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû.

Ïðèìåð: ãðóïïà ñèììåòðèè ïðàâèëüíîãî
òðåóãîëüíèêà D3 = 〈 t, r 〉 = { e, (ABC),
(ACB), (A)(BC), (B)(AC), (C)(AB) } = S3.

Ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà âåðøèí (ñòîðîí)
îïèñûâàòüñÿ ÷åðåç îáðàçóþùèå
è èìååò âèä tmrn.



ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ. Òåìà 0: Ãðóïïû, êîëüöà, ïîëÿ (íàïîìèíàíèå) 11 / 52

Ãðóïïû

Ïðèìåðû ãðóïï: ãðóïïû ñèììåòðèè îáúåêòà...

á) Ó ãðóïïû D2k, k ∈ N � òðè îáðàçóþùèõ: (1) âðàùåíèå
âîêðóã öåíòðà (â âûáðàííîì íàïðàâëåíèè) íà 360◦

2k è äâå
îñåâûõ ñèììåòðèé � îòíîñèòåëüíî ôèêñèðîâàííûõ îñåé,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ
(2) ñòîðîí è (3) âåðøèí.

Ïðèìåð: ãðóïïà ñèììåòðèè êâàäðàòà

D4 = 〈 t, r, f 〉 = { e,
(ABCD), (AC)(BD), (ADCB),
(AD)(BC), (AB)(CD),
(BD), (AC) }.
Ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà âåðøèí (ñòîðîí)
îïèñûâàòüñÿ ÷åðåç îáðàçóþùèå
è èìååò âèä tmrnfk.
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Ãðóïïû

Ïðèìåðû ãðóïï: ãðóïïû ñèììåòðèè îáúåêòà...

Ïðèìåð: ãðóïïû äèýäðà D6 è D5.

|Dn| = 2n: òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà,
n− 1 ïîâîðîòîâ âîêðóã îñè Cn è
n îòðàæåíèé âîêðóã îñåé C2.
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Ãðóïïû

Ïðèìåðû ãðóïï: ãðóïïû ñèììåòðèè îáúåêòà...

4.2. Ãðóïïû âðàùåíèé ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà.
Âðàùåíèÿ � ýòî íå âñå ñèììåòðèè ìíîãîãðàííèêà, à òîëüêî
ïîâîðîòû (èñêëþ÷åíû çåðêàëüíûå îòðàæåíèÿ).

Ïÿòü ïëàòîíîâûõ òåë �

T � ãðóïïà òåòðàýäðà,
O � ãðóïïà îêòàýäðà

(âðàùåíèå îêòàýäðà è
êóáà),

Y � ãðóïïà èêîñàýäðà
(âðàùåíèå èêîñàýäðà è
äîäåêàýäðà).

Ýòè ãðóïïû áóäóò
ðàññìîòðåíû ïîçæå.



ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ. Òåìà 0: Ãðóïïû, êîëüöà, ïîëÿ (íàïîìèíàíèå) 14 / 52

Ãðóïïû

Ïðèìåðû ãðóïï: âðàùåíèé êóáèêà Ðóáèêà

¶ Ãðóïïà âíóòðåííèõ âðàùåíèé êóáèêà Ðóáèêà.
Ïîðÿäîê ãðóïïû �

1

2
· 211 · 12! · 37 · 8! =

= 43252003274489856000 ≈
≈ 4, 3 · 1019.

÷òî ÿâëÿåòñÿ ñîâñåì íåáîëüøèì ÷èñëîì ïî
ñòàíäàðòàì ñîâðåìåííîé òåîðèè êîí÷åíûõ ãðóïï
(≈ îáú¼ì Ìèðîâîãî îêåàíà â êóáîìåòðàõ).

· Ãðóïïà âíóòðåííèõ âðàùåíèé êóáèêà Ðóáèêà 4× 4× 4
(ìåñòü Ðóáèêà). Ïîðÿäîê ãðóïïû �

37 · 8! · 24!2

247
=

= 7401196841564901869874093974498574336000000000 ≈ 7, 4·1045.
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Ãðóïïû

Ïîäãðóïïû è ñìåæíûå êëàññû

Åñëè G = 〈G, ∗ 〉 � ãðóïïà, à H � ïîäìíîæåñòâî G,
óñòîé÷èâîå îòíîñèòåëüíî ãðóïïîâîé îïåðàöèè ∗,
òî H = 〈H, ∗ 〉 � ïîäãðóïïà G, ñèìâîëè÷åñêè H 6 G.

H 6 G, x ∈ G ⇒ xH = {xh | h ∈ H } è Hx = {hx | h ∈ H }
� ñîîòâåòñòâåííî ëåâûé è ïðàâûé ñìåæíûå êëàññû ïî

ïîäãðóïïå H (ñ ïðåäñòàâèòåëåì x).

Óòâåðæäåíèå

Ñìåæíûå êëàññû ñ ðàçíûìè ïðåäñòàâèòåëÿìè ëèáî íå

ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò.

Åñëè ∀
G
x : xH = Hx, òî ïîäãðóïïà H íàçûâàåòñÿ

íîðìàëüíîé. Íîðìàëüíîñòü � îñëàáëåííîå óñëîâèå
êîììóòàòèâíîñòè: â àáåëåâîé ãðóïïå âñå ïîäãðóïïû íîðìàëüíû.
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Ãðóïïû

Èçîìîðôèçì ãðóïï

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü G = 〈G, ∗ 〉 è G ′ = 〈G ′, ◦ 〉 � ãðóïïû. Îòîáðàæåíèå
ϕ : G→ G ′ íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, åñëè îíî

1 âçàèìíî îäíîçíà÷íî;

2 ñîõðàíÿåò îïåðàöèþ: ∀a, b ∈ G : ϕ(a ∗ b) = ϕ(a) ◦ ϕ(b),
à òàêèå ãðóïïû � èçîìîðôíûìè, ñèìâîëè÷åñêè G ∼= G ′.

Ñâîéñòâà èçîìîðôèçìà ϕ: ϕ(e) = e′ (ñîõðàíåíèå åäèíèöû),
ϕ(a−1) = ϕ(a)−1 (îáðàç îáðàòíîãî ýëåìåíòà � îáðàòíûé ê åãî
îáðàçó)...

Òåîðåìà (Êýëè)

Ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n èçîìîðôíà íåêîòîðîé

ïîäãðóïïå ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn.



ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ. Òåìà 0: Ãðóïïû, êîëüöà, ïîëÿ (íàïîìèíàíèå) 17 / 52

Ãðóïïû

Öèêëè÷åñêèå ãðóïïû

Â öèêëè÷åñêèõ ãðóïïàõ åñòü ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò (èëè
ãåíåðàòîð) � òàêîé, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû ìîæåò áûòü
ïîëó÷åí ìíîãîêðàòíûì ïðèìåíåíèåì ê íåìó ãðóïïîâîé
îïåðàöèè: C � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, åñëè

∃
C
c ∀
C
x ∃
Z

k
(
ck = x

)
, 〈c〉 = C.

Äëÿ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.
1. Âñå ñòåïåíè ïîðîæäàþùåãî ýëåìåíòà ðàçëè÷íû � òîãäà

ãðóïïà ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ: . . . , a−2, a−1, a0, a1, a2, . . .,
ò.å. îíà èçîìîðôíà ãðóïïå 〈Z, + 〉 öåëûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ.

2. Äâå ðàçëè÷íûå ñòåïåíè ïîðîæäàþùåãî ýëåìåíòà
ñîâïàäàþò: an+m = anam = an ⇒ am = e.
Ïóñòü q � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå m, äëÿ êîòîðîãî am = e.
Òîãäà m � ïîðÿäîê ýëåìåíòà a, ñèìâîëè÷åñêè deg a.
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Ãðóïïû

Öèêëè÷åñêèå ãðóïïû...

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì:

êîíå÷íóþ ãðóïïó;
èçîìîðôíîñòü ëþáîé êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ñ
÷èñëîì ýëåìåíòîâ n (ïîðÿäîê ãðóïïû) ãðóïïå

Zn = 〈 {0, 1, . . . , n− 1}, +modn 〉.

Ñâîéñòâà öèêëè÷åñêèõ ãðóïï:

Âñå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû àáåëåâû.

Êàæäàÿ ïîäãðóïïà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû � öèêëè÷åñêàÿ.
Â ïðèìåíåíèè ê åäèíñòâåííîé áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé
ãðóïïå Z ýòî äà¼ò, ÷òî ëþáàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ïîäãðóïïà
H ãðóïïû Z èìååò âèä H = {mn | n ∈ Z } = mZ , ãäå
m � íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî èç H.

Íàïðèìåð: H = { . . .− 6, −3, 0, 3, 6, . . . } = 3Z.
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Ãðóïïû

Ãåíåðàòîðû êîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû

Ó öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ïîðÿäêà n ñóùåñòâóåò ðîâíî ϕ(n)
ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ (ãåíåðàòîðîâ).

Îïðåäåëåíèå

ϕ(n) (ôóíêöèÿ Ýéëåðà) � êîëè÷åñòâî ÷èñåë èç èíòåðâàëà
[ 1, . . . , n− 1 ], âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n

ϕ(1) = 1 (ïî îïðåäåëåíèþ), . . . , ϕ(6) = |{1, 5}| = 2, ϕ(7) = 6, . . .

Ñâîéñòâà:

ϕ(nm) = nm−1ϕ(n), ò.å. ϕ(pm) = pm−1(p− 1),
ϕ(p) = p− 1 (p � ïðîñòîå ÷èñëî).

åñëè m è n âçàèìíî ïðîñòû, òî ϕ(m · n) = ϕ(m) · ϕ(n).

Ïðèìåðû: ϕ(15) = ϕ(3 · 5) = ϕ(3) ·ϕ(5) = (3− 1)(5− 1) = 8,
ϕ(16) = ϕ(24) = 23 · ϕ(2) = 8.
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Ãðóïïû

Ïåðâûå 99 çíà÷åíèé ϕ(·)

Ò.î. â ãðóïïå Z6 = 〈 { 0, 1, 2, 3, 4, 5 }, +6 〉 ϕ(6) = 2
ãåíåðàòîðà. Íàïðèìåð, 5 + 5 = 10 ≡6 4, 4 + 5 = 9 ≡6 3, . . ..
Ñêîëüêî ãåíåðàòîðîâ â ãðóïïå Z5? ϕ(5) = 4 � âñå, êðîìå 0.
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Ãðóïïû
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Ãðóïïû

Öèêëè÷åñêèå ãðóïïû: ïðèìåðû

Z = 〈1〉 = 〈−1〉 � åäèíñòâåííàÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî
èçîìîðôèçìà) áåñêîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.

Zn ∼= 〈 { 0, 1, . . . , n− 1 } , +n 〉 = 〈1〉 ∼=
∼=
〈 {

a0 = 1, a, a2, . . . , an−1
}
, ·n
〉
= 〈a〉;

Âðàùåíèÿ â ïëîñêîñòè âîêðóã öåíòðà ïðàâèëüíîãî
n-óãîëüíèêà, ñîâìåùàþùèå åãî ñ ñîáîé � ãðóïïà

〈
2π
n

〉
;

Ãðóïïà n-õ êîðíåé èç åäèíèöû (ïî óìíîæåíèþ) �
〈
ei

2π
n

〉
.

Ãðóïïà àôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé fa,b : x 7→ ax+ b,
a, b ∈ R, a 6= 0 âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R c çàêîíîì
óìíîæåíèÿ fa,b · fc,d = fac, ad+b (ñíà÷àëà fc,d).
Ñîäåðæèò ïîäãðóïïû ¾ðàñòÿæåíèé/ñæàòèé¿ (b = 0 ) è
¾÷èñòûõ ñäâèãîâ¿ (a = 1).
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Ãðóïïû

Òåîðåìà Ëàãðàíæà è ñëåäñòâèÿ èç íå¼

Òåîðåìà (Ëàãðàíæà)

H 6 G ⇒ |H| | |G|
(ïîðÿäîê ïîäãðóïïû äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû)

Ñëåäñòâèÿ

1 Ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà åñòü äåëèòåëü ïîðÿäêà ãðóïïû.

2 Ãðóïïà G ïðîñòîãî ïîðÿäêà p:

öèêëè÷åñêàÿ è ëþáîé å¼ îòëè÷íûé îò åäèíèöû ýëåìåíò �
ïîðîæäàþùèé (ϕ(p) = p− 1);

íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ ïîäãðóïï, ò.å.E
def
= {e} è G �

åäèíñòâåííûå ïîäãðóïïû G.

Çàìå÷àíèå: îáðàùåíèå òåîðåìû Ëàãðàíæà íåâåðíî (áóäåò
ïðèìåð 60-ýëåìåíòíîé ãðóïïû, íå èìåþùåé 15-ýëåìåíòíîé
ïîäãðóïïû).
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Ãðóïïû

Ïîðÿäîê ýëåìåíòà êîíå÷íîé ãðóïïû

Ëåììà (î ïîðÿäêå ýëåìåíòà êîíå÷íîé ãðóïïû)

Ïóñòü m � ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê ýëåìåíòà â êîíå÷íîé

àáåëåâîé ãðóïïå G = 〈G, ◦, e 〉.
Òîãäà ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ G äåëèò m.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ãðóïïà G îäíîçíà÷íî ðàçëàãàåòñÿ â îáúåäèíåíèå öèêëè÷åñêèõ

ãðóïï, ïîðÿäêè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè ïðîñòûõ ÷èñåë.

Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ pi ïîðÿäêà ãðóïïû íàéäåì

öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà pki .
Îáîçíà÷èì ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë pki ÷åðåç M . Äëÿ ëþáîãî

x ∈ G âûïîëíÿåòñÿ xM = e, ò.å. ïîðÿäîê x äåëèò M .

Íî ïðîèçâåäåíèå âñåõ âûáðàííûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï èìååò

ïîðÿäîê M . Ïîýòîìó m =M .
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Ïîðÿäîê ýëåìåíòà êîíå÷íîé ãðóïïû
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Ãðóïïû

Ïðèìåðû

¶ Ãðóïïà 〈 { 0, 1, 2, 3, 4, 5 }, +6 〉 ∼= Z6 � öèêëè÷åñêàÿ
6-ýëåìåíòíàÿ; èìååò ïîäãðóïïû:

{ 0 } = 〈0〉 ∼= E � åäèíè÷íàÿ, deg 0 = 1, 1 | 6,
{ 0, 2, 4 } = 〈2〉 = 〈4〉 ∼= Z3, deg 2 = deg 4 = 3, 3 | 6,
{ 0, 3 } = 〈3〉 ∼= Z2, deg 3 = 2, 2 | 6,
{ 0, 1, 2, 3, 4, 5 } = 〈1〉 = 〈5〉 ∼= Z6 � èìååò ϕ(6) = 2
ãåíåðàòîðà, deg 1 = deg 5 = 6, 6 | 6.

· Ãðóïïà 〈 { 1, 2, 3, 4, 5 }, ·5 〉 ∼= Z5 � öèêëè÷åñêàÿ
5-ýëåìåíòíàÿ; èìååò ïîäãðóïïû

{ 1 } = 〈1〉 ∼= E � åäèíè÷íàÿ, deg 1 = 1, 1 | 5,
{ 1, 2, 3, 4, 5 } = 〈2〉 = 〈3〉 = . . . = 〈5〉 ∼= Z5 � èìååò
ϕ(5) = 4 ãåíåðàòîðà, deg 2 = . . . = deg 5 = 5, 5 | 5.
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Ãðóïïû

Ãðóïïû: ðàçíûå ôàêòû

Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sn ïðè n > 1 ïîðîæäàåòñÿ
òðàíñïîçèöèÿìè (1, 2), (1, 3), . . . , (1, n).

Åñëè äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ a ãðóïïû G âûïîëíÿåòñÿ
òîæäåñòâî a ∗ a = e, òî ãðóïïà G êîììóòàòèâíà.

Ïîðÿäîê deg a ýëåìåíòà a n-ýëåìåíòíîé ãðóïïû G åñòü
íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå k òàêîå, ÷òî ak = e.

Âñÿêàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíûì
îáðàçîì ãðóïïû Z.

Åù¼ ïðèìåð ãðóïïû � áóëåâà ãðóïïà: ìíîæåñòâî P(A)
âñåõ ïîäìíîæåñòâ íåïóñòîãî ìíîæåñòâà A ñ îïåðàöèåé
ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè ìíîæåñòâ.
Çäåñü íåéòðàëüíûé ýëåìåíò � ∅, à ïîðÿäîê êàæäîãî
ýëåìåíòà � 2.
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Êîëüöà è ïîëÿ

Ðàçäåëû

1 Ãðóïïû

2 Êîëüöà è ïîëÿ

3 Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè
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Êîëüöà è ïîëÿ

Êîëüöà: îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

Êîëüöîì R íàçûâàåòñÿ òðîéêà 〈R, +, · 〉, ãäå R � íåïóñòîå
ìíîæåñòâî (íîñèòåëü), à + (ñëîæåíèå) è · (óìíîæåíèå) �
áèíàðíûå îïåðàöèè íà í¼ì òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ R
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå çàêîíû èëè àêñèîìû êîëüöà:

R1: îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ R � êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà
(àääèòèâíàÿ ãðóïïà êîëüöà);

[R2: (x · y) · z = x · (y · z) � àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ];

R3: x · (y + z) = x · y + x · z è (y + z) · x = y · x+ z · x �
äèñòðèáóòèâíîñòü ñëåâà è ñïðàâà óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî

ñëîæåíèÿ.

Åñëè â R èìååòñÿ åäèíè÷íûé ýëåìåíò äëÿ óìíîæåíèÿ 1, òî
êîëüöî íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ñ åäèíèöåé (óíèòàëüíûì).
Åñëè x · y = y · x, òî êîëüöî íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì.
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Êîëüöà è ïîëÿ

Êîëüöà: îñíîâíûå ñâîéñòâà, ïðèìåðû

Ïðèìåð êîëüöà áåç åäèíèöû � êîëüöî ÷¼òíûõ ÷èñåë 2Z.

Ýëåìåíò a óíèòàëüíîãî êîëüöà íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì,
åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b òàêîé, ÷òî a · b = b · a = 1.

Åñëè ∀ r1, r2 : (r1 · r2 = 0) ⇒ (r1 = 0) ∨ (r2 = 0) � òî ýòî
êîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ.
Óíèòàëüíîå àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîå êîëüöî áåç
äåëèòåëåé íóëÿ � öåëîñòíîå êîëüöî.

Ïðèìåðû êîëåö:
1. Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z ñ
îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ (öåëîñòíîñíîå êîëüöî).
Îáðàòèìûå ýëåìåíòû � òîëüêî ±1.

2. Zn
def
= 〈 {0, 1, . . . , n− 1}, +modn, ·modn 〉 � êîëüöî êëàññîâ

âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n (âû÷åò = îñòàòîê).

3. Êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ � áóäåò ðàññìàòðèâàåòñÿ äàëåå.
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Êîëüöà è ïîëÿ

Êîëüöà: èçîìîðôèçìû, ãîìîìîðôèçìû, ïîäêîëüöà

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü R = 〈R, +, · 〉 è R ′ = 〈R ′, ⊕, ⊗〉 � êîëüöà.
Îòîáðàæåíèå ϕ : R→ R ′ íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, åñëè
îíî ñîõðàíÿåò îáå îïåðàöèè: ∀ r1, r2 ∈ R ñïðàâåäëèâî

ϕ(r1 + r2) = ϕ(r1)⊕ ϕ(r2), ϕ(r1 · r2) = ϕ(r1)⊗ ϕ(r2).
Âçàèìíî îäíîçíà÷íûé ãîìîìîðôèçì êîëåö åñòü èçîìîðôèçì,
ñèìâîëè÷åñêè R ∼= R ′.

Óòâåðæäåíèå

Ãîìîìîðôíàÿ îáëàñòü êîëüöà åñòü êîëüöî.

Ïîäìíîæåñòâî S ⊆ R êîëüöà 〈R, +, · 〉, óñòîé÷èâîå
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé + è · íàçûâàåòñÿ ïîäêîëüöîì.
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Êîëüöà è ïîëÿ

Èäåàëû êîëåö

Îïðåäåëåíèå

Ïîäêîëüöî I êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R íàçûâàåòñÿ åãî
èäåàëîì (ñèìâîëè÷åñêè I �R), åñëè

∀
I
x ∀
R
r : (ax ∈ I) N (xa ∈ I).

Îïðåäåëåíèå

Èäåàë I óíèòàëüíîãî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R íàçûâàåòñÿ
ãëàâíûì, åñëè íàéä¼òñÿ ýëåìåíò a ∈ R òàêîé, ÷òî

I = { ar | r ∈ R },
ñèìâîëè÷åñêè I = (a).

Ïðèìåð: (n) = nZ � Z (íó, íàïðèìåð, 5Z � èäåàë â Z).

Öåëîñòíûå êîëüöà, â êîòîðûõ âñå èäåàëû (îòëè÷íûå îò ñàìîãî
êîëüöà) ãëàâíûå íàçûâàþòñÿ êîëüöàìè ãëàâíûõ èäåàëîâ (ÊÃÈ).
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Êîëüöà è ïîëÿ

Èäåàëû êîëåö: ñâîéñòâà I

Ñàìî êîëüöî R è åãî íóëü � èäåàëû R, îíè íàçûâàþòñÿ
ñîáñòâåííûìè, îñòàëüíûå èäåàëû � íåñîáñòâåííûå.

Â êîëüöå Z öåëûõ ÷èñåë âñå èäåàëû ãëàâíûå è èìåþò âèä
nZ = {nz | z ∈ Z }, ãäå n ∈ N0.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå � íà ìíîæåñòâå èäåàëîâ êîëüöà
ðåôëåêñèâíî, òðàíçèòèâíî è àíòèñèììåòðè÷íî, ò.å.
ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîì.

Åñëè R � ïðîèçâîëüíîå êîëüöî, è n ∈ Z, òî
nR = {na | a ∈ R } � R.

Åñëè R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, è a1, . . . , an ∈ R, òî
(a1, . . . , an) = {x1a1+ . . .+xnan | x1, . . . , xn ∈ R } � R �
èäåàë, ïîðîæä¼ííûé ýëåìåíòàìè a1, . . . , an.
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Êîëüöà è ïîëÿ

Èäåàëû êîëåö: ñâîéñòâà II

Åñëè I1, I2 � R, òî

ïåðåñå÷åíèå èäåàëîâ I1 ∩ I2,

ñóììà èäåàëîâ I1 + I2
def
= {x+ y | x ∈ I1, y ∈ I2 },

ïðîèçâåäåíèå èäåàëîâ I1 · I2
def
={

x1 · y1 + . . .+ xn · yn | x1 ∈ I1, y1 ∈ I2, i = 1, n
}
,

� èäåàëû R.
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Êîëüöà è ïîëÿ

Ôàêòîð-ê�îëüöà

Êëàññîì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ èäåàëà I êîëüöà 〈R, +, · 〉
íàçûâàåòñÿ ñìåæíûé êëàññ ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå 〈 I, + 〉
àääèòèâíîé ãðóïïû êîëüöà ñ íåêîòîðûì ïðåäñòàâèòåëåì r:

{ r + x | r ∈ R, x ∈ I },
ñèìâîëè÷åñêè [r]I .

Ìíîæåñòâî êëàññîâ âû÷åòîâ � êîëüöî (âìåñòî îïåðàíäîâ
ìîæíî áðàòü ëþáûå ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ), îíî
íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-êîëüöîì êîëüöà R ïî ìîäóëþ èäåàëà I,
ñèìâîëè÷åñêè R/I.

Ïðèìåð: I = 2Z� Z, Z/2Z = { [0]I , [1]I }.

Îïðåäåëåíèå

Èäåàë I íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì â êîëüöå R, åñëè íå
ñóùåñòâóåò òàêîãî èäåàëà I ′, ÷òî I ⊂ I ′ ⊂ R.
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Êîëüöà è ïîëÿ

Ôàêòîðèàëüíûå êîëüöà

Îïðåäåëåíèå

Öåëîñòíîå êîëüöî, â êîòîðîì êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò x
ëèáî îáðàòèì, ëèáî îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè
ñîìíîæèòåëåé è óìíîæåíèÿ íà îáðàòèìûé ýëåìåíò
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåïðèâîäèìûõ ýëåìåíòîâ
x = p1 · . . . · pn, n > 1 , íàçûâàåòñÿ ôàêòîðèàëüíûì.

Z � ôàêòîðèàëüíîå êîëüöî.

Êîëüöà ãëàâíûõ èäåàëîâ ôàêòîðèàëüíû.

Êîëüöî Zn ∼= Z/nZ ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðèàëüíûì (è,
ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè), åñëè è òîëüêî åñëè
n � ïðîñòîå ÷èñëî.
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Êîëüöà è ïîëÿ

Åâêëèäîâû êîëüöà

Îïðåäåëåíèå

Êîëüöî R = 〈R, +, · 〉 íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì, åñëè äëÿ íåãî
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

E1: R � öåëîñòíîå êîëüöî;

E2: äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà r ∈ R îïðåäåëåíà åãî
íîðìà N(r) ∈ N0;

E3: äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a è b 6= 0 êîëüöà R ñóùåñòâóþò
òàêèå ýëåìåíòû q è r, ÷òî

a = q · b+ r è ëèáî r = 0, ëèáî N(r) < N(b).

(âîçìîæíîñòü äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì).

E4: íîðìà ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íåíóëåâûõ ñîìíîæèòåëåé áîëüøå
ëèáî ðàâíà íîðìå ëþáîãî èç ñîìíîæèòåëåé: a, b ∈ R,
a 6= 0, b 6= 0 âûïîëíåíî max {N(a), N(b) } 6 N(a · b).
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Êîëüöà è ïîëÿ

Åâêëèäîâû êîëüöà: ñâîéñòâà

Âîçìîæíîñòü äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì (E3) � îñíîâíîå
ñâîéñòâî íîðìû.

Åâêëèäîâî êîëüöî óíèòàëüíî.

Êîëüöî Z öåëûõ ÷èñåë åâêëèäîâî (êëàññè÷åñêèé ïðèìåð
åâêëèäîâà êîëüöà).
Çäåñü íîðìà � ìîäóëü ÷èñëà.

Åâêëèäîâû êîëüöà � êîëüöà ãëàâíûõ èäåàëîâ (îáðàòíîå,
âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî).

Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ k[x] íàä ïîëåì k � åâêëèäîâî.
Íîðìà � ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà.
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Êîëüöà è ïîëÿ

Ïîëå: îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

Ïîëåì K íàçûâàåòñÿ òðîéêà 〈K, +, · 〉, ãäå K � íåïóñòîå
ìíîæåñòâî (íîñèòåëü), à + (ñëîæåíèå) è · (óìíîæåíèå) �
áèíàðíûå îïåðàöèè íà í¼ì òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
çàêîíû èëè àêñèîìû ïîëÿ:

K1: îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ K � àáåëåâà ãðóïïà;

K2: îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ Kr {0} � àáåëåâà ãðóïïà
(ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ);

K3: x · (y + z) = x · y + x · z äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ K �
äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ.

Ò.î. ïîëå � êîëüöî, íåíóëåâûå ýëåìåíòû êîòîðîãî îáðàçóþò
ãðóïïó îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.

Ïðèìåðû áåñêîíå÷íûõ ïîëåé: ÷èñëîâûå ïîëÿ Q ⊂ R ⊂ C.
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Êîëüöà è ïîëÿ

Ãðóïïû, êîëüöà, ïîëÿ îáùåãî âèäà: ðåçþìå I

Íåôîðìàëüíî: ãðóïïà � ìíîæåñòâî c ñ åäèíèöåé,
îáðàòíûìè ýëåìåíòàìè è óñòîé÷èâîå îòíîñèòåëüíî
àññîöèàòèâíîé îïåðàöèè.

Íåôîðìàëüíî: êîëüöî � ìíîæåñòâî, óñòîé÷èâîå
îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ ñ
åñòåñòâåííûìè àêñèîìàìè. Óíèòàëüíîå êîëüöî � ñ
åäèíèöåé ïî óìíîæåíèþ.

Óíèòàëüíîå àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîå (ïî óìíîæåíèþ)
êîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ � öåëîñòíîå êîëüöî.

Êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ R/I êîììóòàòèâíîãî êîëüöà ñ
åäèíèöåé åñòü ïîëå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I �
ìàêñèìàëüíûé èäåàë.
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Êîëüöà è ïîëÿ

Ãðóïïû, êîëüöà, ïîëÿ îáùåãî âèäà: ðåçþìå II

Â åâêëèäîâîì êîëüöå ïðîñòîé ýëåìåíò p ïîðîæäàåò
ìàêñèìàëüíûé èäåàë (p).

Âñå îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîëüöà ñ åäèíèöåé îáðàçóþò
ãðóïïó îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.

Ëþáàÿ êîíå÷íîå öåëîñòíîå êîëüöî ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Ïîëå, íå îáëàäàþùåå íèêàêèì ñîáñòâåííûì ïîäïîëåì,
íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì.
Â êàæäîì ïîëå ñîäåðæèòñÿ òîëüêî îäíî ïðîñòîå ïîäïîëå,
êîòîðîå èçìîðôíî ëèáî Q, ëèáî Zp, p � ïðîñòîå.
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Êîëüöà è ïîëÿ

Îò êîëåö ê ïîëÿì



ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ. Òåìà 0: Ãðóïïû, êîëüöà, ïîëÿ (íàïîìèíàíèå) 41 / 52

Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Ðàçäåëû

1 Ãðóïïû

2 Êîëüöà è ïîëÿ

3 Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÃÊÏ-1

Âûÿñíèòü, îáðàçóþò ëè ãðóïïû ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ïðè

óêàçàííîé îïåðàöèè íàä ýëåìåíòàìè:

1 öåëûå ÷èñëà îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ?

Äà

2 ÷åòíûå ÷èñëà îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ? Äà

3 öåëûå ÷èñëà, êðàòíûå äàííîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n,
îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ? Äà

4 ñòåïåíè äàííîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà a, a 6= 0,±1, ñ
öåëûìè ïîêàçàòåëÿìè îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ? Äà

5 íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ?
Íåò (åäèíèöû, ïðîòèâîïîëîæíîãî ýëåìåíòà)

6 íå÷åòíûå öåëûå ÷èñëà îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ?
Íåò (óñòîé÷èâîñòè)
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Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à ÃÊÏ-1

Âûÿñíèòü, îáðàçóþò ëè ãðóïïû ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ïðè

óêàçàííîé îïåðàöèè íàä ýëåìåíòàìè:

1 öåëûå ÷èñëà îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ? Äà

2 ÷åòíûå ÷èñëà îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ? Äà

3 öåëûå ÷èñëà, êðàòíûå äàííîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n,
îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ? Äà

4 ñòåïåíè äàííîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà a, a 6= 0,±1, ñ
öåëûìè ïîêàçàòåëÿìè îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ? Äà

5 íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ?
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êîìïëåêñíûå) îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ?

Äà

14 ìàòðèöû ïîðÿäêà n ñ äåéñòâèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè
îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ? Íåò (îáðàòíûõ � ó âñåõ)
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17 ìàòðèöû ïîðÿäêà n ñ öåëûìè ýëåìåíòàìè è
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îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ? Äà
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19 ïåðåñòàíîâêè ÷èñåë 1, 2, . . . , n îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè
ïåðåñòàíîâîê?

Äà

20 âçàèìíî îäíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâà
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íà ñåáÿ, êàæäîå èç êîòîðûõ
ïåðåìåùàåò (îòîáðàæàåò íå â ñåáÿ) ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
÷èñåë, åñëè çà ïðîèçâåäåíèå îòîáðàæåíèé s è t ïðèíÿòà
êîìïîçèöèÿ s ◦ t îòîáðàæåíèé (ïîñëåäîâàòåëüíîå
âûïîëíåíèå îòîáðàæåíèé t , çàòåì s)? Äà

21 ïðåîáðàçîâàíèÿ ìíîæåñòâà M , ò.å. âçàèìíî îäíîçíà÷íûå
îòîáðàæåíèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà íà ñåáÿ, îòíîñèòåëüíî êîì-
ïîçèöèè îòîáðàæåíèé? Äà

22 ýëåìåíòû n-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn

îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ? Äà
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29 ïîâîðîòû òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn âîêðóã ïðÿìûõ,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó O îòíîñèòåëüíî
êîìïîçèöèè äâèæåíèé? Äà
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íåèçâåñòíîãî x è íóëåâîé ìíîãî÷ëåí îòíîñèòåëüíî
ñëîæåíèÿ? Äà

32 äåéñòâèòåëüíûå ìíîãî÷ëåíû ëþáûõ ñòåïåíåé (âêëþ÷àÿ 0 )
îò ïåðåìåííîé x îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ? Äà
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êîìïîçèöèè äâèæåíèé? Äà

30 âñå äâèæåíèÿ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn îòíîñèòåëüíî
êîìïîçèöèè äâèæåíèé? Äà

31 äåéñòâèòåëüíûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå âûøå n îò
íåèçâåñòíîãî x è íóëåâîé ìíîãî÷ëåí îòíîñèòåëüíî
ñëîæåíèÿ? Äà

32 äåéñòâèòåëüíûå ìíîãî÷ëåíû ëþáûõ ñòåïåíåé (âêëþ÷àÿ 0 )
îò ïåðåìåííîé x îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ?

Äà
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28 ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà R3

îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè äâèæåíèé? Äà

29 ïîâîðîòû òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn âîêðóã ïðÿìûõ,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó O îòíîñèòåëüíî
êîìïîçèöèè äâèæåíèé? Äà
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32 äåéñòâèòåëüíûå ìíîãî÷ëåíû ëþáûõ ñòåïåíåé (âêëþ÷àÿ 0 )
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ñëîæåíèÿ? Äà

32 äåéñòâèòåëüíûå ìíîãî÷ëåíû ëþáûõ ñòåïåíåé (âêëþ÷àÿ 0 )
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Çàäà÷à ÃÊÏ-2

Â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå 〈a〉 ïîðÿäêà n íàéòè âñå ãåíåðàòîðû è

ýëåìåíòû g ïîðÿäêà k, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ gk = e ïðè

1. n = 24, k = 6, 2. n = 100, k = 20, 3. n = 100, k = 5

Ðåøåíèå . Ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû.
Ýëåìåíò g = am öèêëè÷åñêîé ãðóïïû
C(n) = { a0 = 1, a1, a2, . . . , an−1 } áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ
gk = e = 1, åñëè m = n

k · l, l = 1, . . . , k − 1. Ïðè l = 5 ïîëó÷àåì
òðèâèàëüíîå ðåøåíèå m = 0, g = 1.
g = am � ãåíåðàòîð C(n), åñëè m âçàèìíî ïðîñòî ñ n.

1 n = 24, k = 6
Ãðóïïà èìååò ϕ(24) = ϕ(23 · 3) = 22ϕ(2) · ϕ(3) = 8
ãåíåðàòîðîâ: am � ãåíåðàòîð, åñëè
m = 1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23.
am = g, g6 = e, åñëè m = 24

6 · l, l = 1, . . . , 5,
m = 4, 8, 12, 16, 20.
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Çàäà÷à ÃÊÏ-2...

2 n = 100, k = 20
Ãðóïïà èìååò
ϕ(100) = ϕ(22 · 52) = 21 · ϕ(2) · 51 · ϕ(5) = 2 · 1 · 5 · 4 = 40
ãåíåðàòîðîâ: am � ãåíåðàòîð, åñëè
m = 1, 3, 7, 9, 11, 13, . . . , 99.
am = g, g20 = e, åñëè m = 100

20 · l, l = 1, . . . , 19:
m = 0, 5, 10, 15, 20, . . . , 5 · 19 = 95.

3 n = 100, k = 5
Ãðóïïà � òà æå, ÷òî è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, è
ãåíåðàòîðû � òå æå.
am = g, g5 = e, åñëè m = 100

5 · l, l = 1, . . . , 4:
m = 0, 20, 40, 60, 80.
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Çàäà÷à ÃÊÏ-3

Ïîêàçàòü, ÷òî

ϕ(n) = n ·
(
1− 1

p1

)
· . . . ·

(
1− 1

p1

)
,

åñëè n = pα1
1 · . . . · p

αk
k � ïðèìàðíîå ðàçëîæåíèå n.

Ðåøåíèå

ϕ(n) = ϕ (pα1
1 ) · . . . ·

(
pαkk
)
= pα1−1

1 ϕ(p1) · . . . · pαk−1k ϕ(pk) =

=
n

p1 · . . . · pk
(p1−1)·. . .·(pk−1) = n·

(
1− 1

p1

)
·. . .·

(
1− 1

pk

)
.
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Çàäà÷à ÃÊÏ-3

Ïîêàçàòü, ÷òî

ϕ(n) = n ·
(
1− 1

p1

)
· . . . ·

(
1− 1

p1

)
,

åñëè n = pα1
1 · . . . · p

αk
k � ïðèìàðíîå ðàçëîæåíèå n.

Ðåøåíèå

ϕ(n) = ϕ (pα1
1 ) · . . . ·

(
pαkk
)
= pα1−1

1 ϕ(p1) · . . . · pαk−1k ϕ(pk) =

=
n

p1 · . . . · pk
(p1−1)·. . .·(pk−1) = n·

(
1− 1

p1

)
·. . .·

(
1− 1

pk

)
.
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Çàäà÷à ÃÊÏ-4

Íàéòè âñå ïîäãðóïïû öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ïîðÿäêà 24.

Ðåøåíèå . Öèêëè÷åñêàÿ 24-ýëåìåíòíàÿ ãðóïïà
C = { a0 = 1, a1, a2, . . . , a23 } èìååò (öèêëè÷åñêèå)
ïîäãðóïïû, ãåíåðàòîðàìè êîòîðûõ áóäóò ýëåìåíòû am, ãäå
m | n, ò.å. m = 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 22.
Ïîðÿäîê ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäãðóïïû � n/m.

m = 1 : { 1, a1, a2, . . . , a24 } = 〈a1〉 = C ∼= Z24;

m = 2 : { 1, a2, a4, a6, . . . , a22 } = 〈a2〉 ∼= Z12;

m = 3 : { 1, a3, a6, a9, . . . , a21 } = 〈a3〉 ∼= Z8;

m = 4 : { 1, a4, a8, a12, . . . , a20 } = 〈a4〉 ∼= Z6;

m = 6 : { 1, a6, a12, a18 } = 〈a6〉 ∼= Z4;

m = 8 : { 1, a8, a16 } = 〈a8〉 ∼= Z3;

m = 12 : { 1, a12 } = 〈a12〉 ∼= Z2;

m = 24 : { 1 } = 〈1〉 ∼= E � åäèíè÷íàÿ.
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Çàäà÷à ÃÊÏ-5

Âûÿñíèòü, êàêèå èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ êîëüöàìè

(íî íå ïîëÿìè) è êàêèå ïîëÿìè îòíîñèòåëüíî óêàçàííûõ

îïåðàöèé. (Åñëè îïåðàöèè íå óêàçàíû, òî ïîäðàçóìåâàþòñÿ

ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ÷èñåë.)

1 öåëûå ÷èñëà Z?

Êîëüöî.

2 ÷åòíûå ÷èñëà ( 2Z)? Êîëüöî.

3 öåëûå dZ, d > 0? Êîëüöî.

4 ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà Q? Ïîëå.

5 äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà R? Ïîëå.

6 êîìïëåêñíûå ÷èñëà C? Ïîëå.
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1 öåëûå ÷èñëà Z? Êîëüöî.

2 ÷åòíûå ÷èñëà ( 2Z)? Êîëüöî.

3 öåëûå dZ, d > 0? Êîëüöî.

4 ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà Q? Ïîëå.

5 äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà R? Ïîëå.

6 êîìïëåêñíûå ÷èñëà C? Ïîëå.
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4 ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà Q? Ïîëå.
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Çàäà÷à ÃÊÏ-5...

7 ìàòðèöû ïîðÿäêà n ñ öåëûìè ýëåìåíòàìè îòíîñèòåëüíî
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìàòðèö?

Êîëüöî (îáðàòíîé ìàòðèöû ìîæåò íå áûòü).

8 ìàòðèöû ïîðÿäêà n ñ äåéñòâèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè
îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìàòðèö?
Êîëüöî (îáðàòíîé ìàòðèöû ìîæåò íå áûòü).

9 ìíîãî÷ëåíû îò îäíîãî íåèçâåñòíîãî x ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ îïåðàöèé
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ?
Êîëüöî (ìíîãî÷ëåíû a0 + a1x+ a2x

2 + . . .+ anx
n â

ñëó÷àå a0 = 0 íåîáðàòèìû).

10 ìíîãî÷ëåíû îò îäíîãî íåèçâåñòíîãî x ñ äåéñòâèòåëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ îïåðàöèé?
Êîëüöî (ìíîãî÷ëåíû a0 + a1x+ a2x

2 + . . .+ anx
n â

ñëó÷àå a0 = 0 íåîáðàòèìû).
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ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ?
Êîëüöî (ìíîãî÷ëåíû a0 + a1x+ a2x

2 + . . .+ anx
n â

ñëó÷àå a0 = 0 íåîáðàòèìû).

10 ìíîãî÷ëåíû îò îäíîãî íåèçâåñòíîãî x ñ äåéñòâèòåëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ îïåðàöèé?

Êîëüöî (ìíîãî÷ëåíû a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n â
ñëó÷àå a0 = 0 íåîáðàòèìû).
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7 ìàòðèöû ïîðÿäêà n ñ öåëûìè ýëåìåíòàìè îòíîñèòåëüíî
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìàòðèö?
Êîëüöî (îáðàòíîé ìàòðèöû ìîæåò íå áûòü).

8 ìàòðèöû ïîðÿäêà n ñ äåéñòâèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè
îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìàòðèö?
Êîëüöî (îáðàòíîé ìàòðèöû ìîæåò íå áûòü).

9 ìíîãî÷ëåíû îò îäíîãî íåèçâåñòíîãî x ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ îïåðàöèé
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ?
Êîëüöî (ìíîãî÷ëåíû a0 + a1x+ a2x

2 + . . .+ anx
n â

ñëó÷àå a0 = 0 íåîáðàòèìû).

10 ìíîãî÷ëåíû îò îäíîãî íåèçâåñòíîãî x ñ äåéñòâèòåëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ îïåðàöèé?
Êîëüöî (ìíîãî÷ëåíû a0 + a1x+ a2x

2 + . . .+ anx
n â

ñëó÷àå a0 = 0 íåîáðàòèìû).
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Çàäà÷à ÃÊÏ-5...

7 ìàòðèöû ïîðÿäêà n ñ öåëûìè ýëåìåíòàìè îòíîñèòåëüíî
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìàòðèö?
Êîëüöî (îáðàòíîé ìàòðèöû ìîæåò íå áûòü).

8 ìàòðèöû ïîðÿäêà n ñ äåéñòâèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè
îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìàòðèö?
Êîëüöî (îáðàòíîé ìàòðèöû ìîæåò íå áûòü).

9 ìíîãî÷ëåíû îò îäíîãî íåèçâåñòíîãî x ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ îïåðàöèé
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ?
Êîëüöî (ìíîãî÷ëåíû a0 + a1x+ a2x

2 + . . .+ anx
n â

ñëó÷àå a0 = 0 íåîáðàòèìû).

10 ìíîãî÷ëåíû îò îäíîãî íåèçâåñòíîãî x ñ äåéñòâèòåëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ îïåðàöèé?
Êîëüöî (ìíîãî÷ëåíû a0 + a1x+ a2x

2 + . . .+ anx
n â

ñëó÷àå a0 = 0 íåîáðàòèìû).
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