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�àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå

Z-êðèòåðèé äëÿ äîëè

âûáîðêà: Xn = (X1, . . . , Xn) , Xi ∼ Ber (p) ;
íóëåâàÿ ãèïîòåçà: H0 : p = p0;

àëüòåðíàòèâà: H1 : p > p0;

ñòàòèñòèêà: Z (Xn) = p̂−p0
√

p0(1−p0)
n

, p̂ = 1
n

n
∑

i=1

Xi;

Z (Xn) ∼ N(0, 1) ïðè H0;
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äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè:

p (z) = 1− ncdf(z, 0, 1).
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Z-êðèòåðèé äëÿ äîëè

âûáîðêà: Xn = (X1, . . . , Xn) , Xi ∼ Ber (p) ;
íóëåâàÿ ãèïîòåçà: H0 : p ≤ p0;

àëüòåðíàòèâà: H1 : p > p0;

ñòàòèñòèêà: Z (Xn) = p̂−p0
√

p0(1−p0)
n

, p̂ = 1
n

n
∑

i=1

Xi;

Z (Xn) ∼ N(0, 1) ïðè p = p0 (íàèìåíåå

áëàãîïðèÿòíàÿ êîí�èãóðàöèÿ);
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�àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå

Z-êðèòåðèé äëÿ äîëè

Ïðèìåð: ðåêëàìíàÿ êàìïàíèÿ ïëàíèðîâàëàñü òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü

óçíàâàåìîñòü ïðîäóêòà ñðåäè öåëåâîé àóäèòîðèè áîëåå 30%. Ïîñëå

îêîí÷àíèÿ êàìïàíèè ïðîâîäèòñÿ îïðîñ ñ öåëüþ îöåíêè óçíàâàåìîñòè.

H0 : óçíàâàåìîñòü ïðîäóêòà íå ïðåâûøàåò 30%.

H1 : óçíàâàåìîñòü ïðîäóêòà ïðåâûøàåò 30%.

Êàê âûáðàòü íàèìåíüøèé äîñòàòî÷íûé îáú¼ì âûáîðêè?

Íàïðèìåð, åñëè èñòèííàÿ óçíàâàåìîñòü ñîñòàâëÿåò 35%, òî ïðè óðîâíå

çíà÷èìîñòè 0.05 äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ìîùíîñòè 0.8 íóæíî îïðîñèòü

534 ÷åëîâåê.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïîñëåäîâàòåëüíîãî àíàëèçà

âûáîðêà: Xm = (X1, . . . , Xm) , Xi ∼ Ber (p) .

Ôèêñèðóåì ¾êîðèäîð¿ îòêëîíåíèé çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà p îò p0, êîòîðûå
ìîæíî ñ÷èòàòü íåñóùåñòâåííûìè:

pL ≤ p0 ≤ pU

(õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ � ñòðîãîå).

íóëåâàÿ ãèïîòåçà: H0 : p ≤ pL;
àëüòåðíàòèâà: H1 : p ≥ pU .

Ïóñòü äàííûå ïîñòóïàþò ïîñòåïåííî.

Çàäà÷à: ïîñòðîèòü ïðîâåðêó ãèïîòåç òàê, ÷òîáû îáîéòèñü êàê ìîæíî

ìåíüøèì îáú¼ìîì âûáîðêè.

Àíîíñ: ïðîöåäóðà ïîñëåäîâàòåëüíîãî àíàëèçà ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ

ìîùíîñòè è óðîâíÿ çíà÷èìîñòè ïîçâîëÿåò îáîéòèñü ìåíüøèì (èíîãäà

âäâîå) îáú¼ìîì âûáîðêè.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-12. Ïîñëåäîâàòåëüíûé àíàëèç.
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Ïðîöåäóðà ïîñëåäîâàòåëüíîãî àíàëèçà

Ïîñêîëüêó ðàçìåð âûáîðêè íå �èêñèðîâàí, ìû ìîæåì �èêñèðîâàòü

âåðîÿòíîñòè îøèáîê îáîèõ ðîäîâ:

α � óðîâåíü çíà÷èìîñòè � äîïóñêàåìàÿ âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà,

β � äîïóñêàåìàÿ âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà.

ñòàòèñòèêà: dm (Xm) =
m
∑

i=1

Xi.

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

A =
1− β

α
, B =

β

1− α
,

am =
lnB +m ln 1−pL

1−pU

ln pU
pL

− ln 1−pU
1−pL

,

rm =
lnA+m ln 1−pL

1−pU

ln pU
pL

− ln 1−pU
1−pL

.
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Ïðîöåäóðà ïîñëåäîâàòåëüíîãî àíàëèçà

Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè m:

dm ≥ rm ⇒ îòâåðãàåì H0, p ≥ pU ;

dm ≤ am ⇒ ïðèíèìàåì H0, p ≤ pL;

am < dm < rm ⇒ ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ, äîáàâëÿåì ýëåìåíò âûáîðêè.
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Ìîìåíò îñòàíîâêè

Íà êàêîì ýëåìåíòû âûáîðêè n ïðîèçîéä¼ò îñòàíîâêà ïðîöåäóðû?

n � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ìîæíî ãîâîðèòü î å¼ ìàòîæèäàíèè:

Ep (n) =
L (p) lnB + (1− L (p)) lnA

p ln pU
pL

+ (1− p) ln 1−pU
1−pL

,

L (p) =
Ah − 1

Ah −Bh
�

îïåðàòèâíàÿ õàðàêòåðèñòèêà � âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòü íóëåâóþ ãèïîòåçó ïðè

óñëîâèè, ÷òî p � è
òèííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà; h îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

p =
1−

(

1−pU
1−pL

)h

(

pU
pL

)h

−
(

1−pU
1−pL

)h
.
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Óñå÷åíèå

Åñëè ïðè m = n0 ðåøåíèå åù¼ íå ïðèíÿòî, íî âîçìîæíîñòè äîáàâëÿòü

ýëåìåíòû âûáîðêè áîëüøå íåò, èñïîëüçóåì ñëåäóþùèé êðèòåðèé:

dm ≥ an0+rn0
2

⇒ îòâåðãàåì H0, p ≥ pU ;

dm ≤ an0+rn0
2

⇒ ïðèíèìàåì H0, p ≤ pL.
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�ðóïïèðîâêà íàáëþäåíèé

Íàáëþäåíèÿ ìîãóò ïîñòóïàòü ãðóïïàìè g1, g2, . . . ïî v ýëåìåíòîâ. Òîãäà

çíà÷åíèÿ ñòàòèñòèêè dm ñðàâíèâàþòñÿ ñ am, rm òîëüêî ïðè m = v, 2v, . . . .

Ïîñëåäñòâèÿ:

óâåëè÷èâàåòñÿ ðàçìåð âûáîðêè, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò îñòàíîâêà;

èñòèííûå âåðîÿòíîñòè îøèáîê ìîãóò îêàçàòüñÿ áîëüøå íîìèíàëüíûõ,

íî ïðè ýòîì

α′ ≤ α

1− β
, β′ ≤ β

1− α
.

Òàê êàê âåëè÷èíû α è β îáû÷íî ìàëû, îòêëîíåíèåì ìîæíî

ïðåíåáðå÷ü.
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Z-êðèòåðèé äëÿ äâóõ äîëåé

âûáîðêè: Xn1
1 = (X11, . . . , X1n1 ) , X1i ∼ Ber (p1) ;

Xn2
2 = (X21, . . . , X2n2 ) , X2i ∼ Ber (p2) ;

íóëåâàÿ ãèïîòåçà: H0 : p1 ≥ p2;
àëüòåðíàòèâà: H1 : p1 < p2;

ñòàòèñòèêà: Z (Xn1
1 , Xn2

2 ) = p̂1−p̂2
√

P (1−P )
(

1
n1

+ 1
n2

)

, P = p̂1n1+p̂2n2
n1+n2

;

Z (Xn1
1 , Xn2

2 ) ∼ N(0, 1) ïðè p1 = p2 (íàèìåíåå

áëàãîïðèÿòíàÿ êîí�èãóðàöèÿ);
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p (z) = 1− ncdf(z, 0, 1).
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�àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå

Z-êðèòåðèé äëÿ äâóõ äîëåé

Ïðèìåð: èìåþòñÿ äâà òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññà, êëàññè÷åñêèé

è ìîäåðíèçèðîâàííûé, p1, p2 � äîëè áðàêà â íèõ.

H0 : äîëÿ áðàêà â êëàññè÷åñêîì ïðîöåññå íå ìåíüøå äîëè áðàêà

â ìîäåðíèçèðîâàííîì.

H1 : äîëÿ áðàêà â êëàññè÷åñêîì ïðîöåññå ìåíüøå äîëè áðàêà

â ìîäåðíèçèðîâàííîì.
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Àíàëîã â ïîñëåäîâàòåëüíîì àíàëèçå

Ïóñòü çíà÷åíèÿ x1i, x2i ïîñòóïàþò ïàðàìè.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ðàçëè÷àþùèåñÿ ïàðû � (0, 1) è (1, 0),
à îñòàëüíûå áóäåì îòáðàñûâàòü.

k1 = p1
1−p1

, k2 = p2
1−p2

� ðèñêè,

u = k2
k1

= p2(1−p1)
p1(1−p2)

� îòíîñèòåëüíûé ðèñê:

u = 1 ⇔ p1 = p2,

u > 1 ⇔ p1 > p2,

u < 1 ⇔ p1 < p2.

Ôèêñèðóåì ¾êîðèäîð¿ îòêëîíåíèé u îò 1, êîòîðûå ìîæíî ñ÷èòàòü

íåçíà÷èìûìè:

uL ≤ 1 ≤ uU

(õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ � ñòðîãîå).

íóëåâàÿ ãèïîòåçà: H0 : u ≥ uU ;
àëüòåðíàòèâà: H1 : u ≤ uL;

ñòàòèñòèêà: dm (Xm
1 , Xm

2 ) =
m
∑

i=1

(1−X1i)X2i.
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�àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå

Àíàëîã â ïîñëåäîâàòåëüíîì àíàëèçå

Êîíñòàíòû ïîñëåäîâàòåëüíîãî àíàëèçà:

am =
lnB +m ln 1−uU

1−uL

ln uU − ln uL
,

rm =
lnA+m ln 1−uU

1−uL

ln uU − ln uL
.

Ìîìåíò îñòàíîâêè:

Eu (n) =
L (u) lnB + (1− L (u)) lnA
u

u+1
ln uU (1+uL)

uL(1+uU )
+ 1

u+1
ln 1+uL

1+uU

/

(p1 (1− p2) + p2 (1− p1)) ,

L (u) =
Ah − 1

Ah −Bh
,

h îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

u

u+ 1
=

1−
(

1+uL
1+uU

)h

(

uU (1+uL)
ul(1+uU )

)h

−
(

1+uL
1+uU

)h
.
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�àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå

�ðóïïèðîâêà íàáëþäåíèé

Íàáëþäåíèÿ ìîãóò ïîñòóïàòü ãðóïïàìè g1, g2, . . . ïàð âûáîðîê ïî

v ýëåìåíòîâ. Åñëè ïðè ýòîì âíóòðè ïàð âûáîðîê íå óêàçàíû ñîîòâåòñòâèÿ

ýëåìåíòîâ (x1i, x2i), ñòàòèñòèêó dm âû÷èñëèòü íåâîçìîæíî.

Ïóñòü v1 (gi) � ÷èñëî óñïåõîâ â âûáîðêå èç v íàáëþäåíèé íàä ïåðâîé

áèíîìèàëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ â ãðóïïå gi, v2(gi) � íàä âòîðîé. Òîãäà äëÿ

ýòîé ïàðû ãðóïï â êà÷åñòâå îöåíêè ÷èñëà ïàð (0, 1) ïðèìåì âåëè÷èíó

v2(gi)− v1(gi)v2(gi)
v

.

dgm =

gm
∑

i=1

(

v2(gi)− v1 (gi) v2 (gi)

v

)

.

Ïîñëåäñòâèÿ: àíàëîãè÷íûå.
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Z-êðèòåðèé äëÿ ñðåäíåãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, îäíîñòîðîííÿÿ

àëüòåðíàòèâà

âûáîðêà: Xn = (X1, . . . , Xn) , Xi ∼ N
(

µ, σ2
)

, σ èçâåñòíà;

íóëåâàÿ ãèïîòåçà: H0 : µ ≤ µ0;
àëüòåðíàòèâà: H1 : µ > µ0;

ñòàòèñòèêà: Z (Xn) = X̄−µ0
σ/

√
n
;

Z (Xn) ∼ N(0, 1) ïðè µ = µ0 (íàèìåíåå áëàãîïðèÿòíàÿ

êîí�èãóðàöèÿ);
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p (z) = 1− ncdf(z, 0, 1).
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Z-êðèòåðèé äëÿ ñðåäíåãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, îäíîñòîðîííÿÿ

àëüòåðíàòèâà

Ïðèìåð: ïðè ïîìîùè ïðèáîðà ñ èçâåñòíîé ïîãðåøíîñòüþ σ èçìåðÿåòñÿ

êîíöåíòðàöèÿ âðåäíîãî âåùåñòâà â îáðàçöå. Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî

îíà íå ïðåâûøàåò ïðåäåëüíî äîïóñòèìîé.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-12. Ïîñëåäîâàòåëüíûé àíàëèç.



�àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå

Àíàëîã â ïîñëåäîâàòåëüíîì àíàëèçå

Ôèêñèðóåì ¾êîðèäîð¿ îòêëîíåíèé µ îò µ0, êîòîðûå ìîæíî ñ÷èòàòü

íåçíà÷èìûìè:

µL ≤ µ0 ≤ µU

(õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ � ñòðîãîå).

íóëåâàÿ ãèïîòåçà: H0 : µ ≤ µL;
àëüòåðíàòèâà: H1 : µ ≥ µU ;

ñòàòèñòèêà: dm (Xm) =
m
∑

i=1

Xi.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-12. Ïîñëåäîâàòåëüíûé àíàëèç.



�àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå

Àíàëîã â ïîñëåäîâàòåëüíîì àíàëèçå

Êîíñòàíòû ïîñëåäîâàòåëüíîãî àíàëèçà:

am =
σ2

µU − µL
lnB +m

µU + µL

2
,

rm =
σ2

µU − µL
lnA+m

µU + µL

2
,

Ìîìåíò îñòàíîâêè:

Eµ (n) =
L(µ) lnB (1− L(µ)) lnA

µ2
L − µ2

U + 2 (µU − µL)µ
,

L (µ) =
Ah − 1

Ah −Bh
,

h =
µU + µL − 2µ

µU − µL
.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-12. Ïîñëåäîâàòåëüíûé àíàëèç.



�àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå

Z-êðèòåðèé äëÿ ñðåäíåãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, äâóñòîðîííÿÿ

àëüòåðíàòèâà

âûáîðêà: Xn = (X1, . . . , Xn) , Xi ∼ N
(

µ, σ2
)

, σ èçâåñòíà;

íóëåâàÿ ãèïîòåçà: H0 : µ = µ0;
àëüòåðíàòèâà: H1 : µ 6= µ0;

ñòàòèñòèêà: Z (Xn) = X̄−µ0
σ/

√
n
;

Z (Xn) ∼ N(0, 1) ïðè H0;

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

Z

p(
Z

)

äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè:

p (z) = 2 (1− ncdf(|z|, 0, 1)) .
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�àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå

Z-êðèòåðèé äëÿ ñðåäíåãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, äâóñòîðîííÿÿ

àëüòåðíàòèâà

Ïðèìåð: ìíîãîêðàòíûå èçìåðåíèÿ ïðèáîðîì ñ èçâåñòíîé ïîãðåøíîñòüþ

äëÿ ïðîâåðêè íàëè÷èÿ ó ïðèáîðà ñìåùåíèÿ.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-12. Ïîñëåäîâàòåëüíûé àíàëèç.



�àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå

Àíàëîã â ïîñëåäîâàòåëüíîì àíàëèçå

Ôèêñèðóåì ñèììåòðè÷íûé ¾êîðèäîð¿ îòêëîíåíèé µ îò µ0, êîòîðûå ìîæíî

ñ÷èòàòü íåçíà÷èìûìè:

∣

∣

∣

µ− µ0

σ

∣

∣

∣
≤ δ.

íóëåâàÿ ãèïîòåçà: H0 :
∣

∣

µ−µ0
σ

∣

∣ ≤ δ;
àëüòåðíàòèâà: H1 :

∣

∣

µ−µ0
σ

∣

∣ > δ;

ñòàòèñòèêà: dm (Xm) = ln ch

(

δ
σ

m
∑

i=1

(Xi − µ0)

)

.

Êîíñòàíòû ïîñëåäîâàòåëüíîãî àíàëèçà:

am = lnB +m
δ2

2
,

rm = lnA+m
δ2

2
.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-12. Ïîñëåäîâàòåëüíûé àíàëèç.



�àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå

Êðèòåðèé õè-êâàäðàò

âûáîðêà: Xn = (X1, . . . , Xn) , Xi ∼ N
(

µ, σ2
)

, µ èçâåñòíî;

íóëåâàÿ ãèïîòåçà: H0 : σ ≤ σ0;
àëüòåðíàòèâà: H1 : σ > σ0;

ñòàòèñòèêà: χ2 (Xn) = (n−1)S2

σ2
0

;

χ2 (Xn) ∼ χ2
n−1 ïðè σ = σ0 (íàèìåíåå áëàãîïðèÿòíàÿ

êîí�èãóðàöèÿ);

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

χ2

p(
χ2 )

äîñòèãàåìûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè:

p
(

χ2) = 1− chi2cdf(χ2, n− 1).
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�àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå

Êðèòåðèé õè-êâàäðàò

Ïðèìåð: íå ïðåâûøàåò ëè ïîãðåøíîñòü ïðèáîðà çàÿâëåííîãî óðîâíÿ?

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-12. Ïîñëåäîâàòåëüíûé àíàëèç.



�àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå

Àíàëîã â ïîñëåäîâàòåëüíîì àíàëèçå

Ôèêñèðóåì ¾êîðèäîð¿ îòêëîíåíèé σ îò σ0, êîòîðûå ìîæíî ñ÷èòàòü

íåçíà÷èìûìè:

σL ≤ σ0 ≤ σU

(õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ � ñòðîãîå).

íóëåâàÿ ãèïîòåçà: H0 : σ ≤ σL;
àëüòåðíàòèâà: H1 : σ ≥ σU ;

ñòàòèñòèêà: dm (Xm) =
m
∑

i=1

(Xi − µ)2 .

Êîíñòàíòû ïîñëåäîâàòåëüíîãî àíàëèçà:

am =
2 lnB +m ln

σ2
U

σ2
L

1
σ2
L
− 1

σ2
U

,

rm =
2 lnA+m ln

σ2
U

σ2
L

1
σ2
L
− 1

σ2
U

.
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�àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå

Ñëó÷àé íåèçâåñòíîãî ñðåäíåãî

Åñëè ñðåäíåå íåèçâåñòíî, ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü åãî âûáîðî÷íóþ

îöåíêó:

ñòàòèñòèêà: dm (Xm) =
m
∑

i=1

(

Xi − X̄
)2

.

Ïðè ýòîì â ïîñëåäîâàòåëüíîì àíàëèçå íà m-ì øàãå âìåñòî êîíñòàíò

am, rm íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü am−1, rm−1.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-12. Ïîñëåäîâàòåëüíûé àíàëèç.



�àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå

Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ñðåäíåãî

Äàíî: X1, . . . , Xn ∼ N
(

µ, σ2
)

, µ, σ íåèçâåñòíû.

Òðåáóåòñÿ: ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë J äëÿ ñðåäíåãî µ
�èêñèðîâàííîé äëèíû 2d:

P (µ ∈ J) ≥ 1− α ∀µ, σ.

Ïðè �èêñèðîâàííîì n è íåèçâåñòíîì σ ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò (Äàíöèã,

1940).

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-12. Ïîñëåäîâàòåëüíûé àíàëèç.



�àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå

Ïîñëåäîâàòåëüíûå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ñðåäíåãî

Ïðè èçâåñòíîì σ:
Jn =

[

X̄n − d, X̄n + d
]

,

P (µ ∈ Jn) = P
(∣

∣X̄n − µ
∣

∣ ≤ d
)

= P

(√
n
∣

∣X̄n − µ
∣

∣

σ
≤

√
nd

σ

)

= 2Φ
(√

nd/σ
)

−1;

2Φ
(√

nd/σ
)

− 1 ≥ 1− α = 2Φ
(

z1−α/2

)

− 1;

òàê êàê Φ ìîíîòîííà,

√
nd

σ
≥ z21−α/2 ⇒ n ≥ z1−α/2σ

2

d2
≡ C.

C � ìèíèìàëüíûé ðàçìåð âûáîðêè, ïðè êîòîðîì Jn èìååò óðîâåíü

äîâåðèÿ 1− α.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-12. Ïîñëåäîâàòåëüíûé àíàëèç.



�àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå

Ïîñëåäîâàòåëüíûå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ñðåäíåãî

Äâóõýòàïíàÿ ïðîöåäóðà Ñòåéíà.

1 X1, . . . , Xm � ïèëîòíàÿ âûáîðêà, m ≥ 2, S2
m � îöåíêà äèñïåðñèè ïî

íåé.

2

Îïðåäåëèì, ñêîëüêî íóæíî äîáàâèòü íàáëþäåíèé:

Ĉ =
t21−α/2,m−1S

2
m

d2
,

N = max
([

Ĉ
]

+ 1, m
)

,

JN =
[

X̄N − d, X̄N + d
]

� èñêîìûé 100(1 − α)% äîâåðèòåëüíûé

èíòåðâàë äëÿ µ.

t21−α/2,m−1

z2
1−α/2

C ≤ Eµ,σ (N) ≤
t21−α/2,m−1

z2
1−α/2

C +m.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-12. Ïîñëåäîâàòåëüíûé àíàëèç.



�àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå

Ïîñëåäîâàòåëüíûå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ñðåäíåãî

Äâóõýòàïíàÿ ïðîöåäóðà ñîñòîÿòåëüíà:

Pµ,σ (µ ∈ JN ) ≥ 1− α,

è àñèìïòîòè÷åñêè ñîñòîÿòåëüíà:

lim
d→0

Pµ,σ (µ ∈ JN ) = 1− α,

íî àñèìïòîòè÷åñêè íåý��åêòèâíà:

lim
d→0

Eµ,σ

(

N

C

)

=
t21−α/2,m−1

z2
1−α/2

> 1.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-12. Ïîñëåäîâàòåëüíûé àíàëèç.



�àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå

Ïîñëåäîâàòåëüíûå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ñðåäíåãî

Ïîëíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ïðîöåäóðà.

X1, . . . , Xm � ïèëîòíàÿ âûáîðêà, m ≥ 2.

Äëÿ êàæäîãî n = m,m+ 1, . . . âû÷èñëÿåì

Ĉn =
z21−α/2S

2
n

d2
.

Ïðîäîëæàåì íàáèðàòü âûáîðêó, åñëè n < Ĉn.

N � íàèìåíüøåå öåëîå n ≥ Ĉn.

Eµ,σ (N) ≤ C +m.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-12. Ïîñëåäîâàòåëüíûé àíàëèç.



�àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå

Ïîñëåäîâàòåëüíûå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ñðåäíåãî

Ïîëíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ïðîöåäóðà òîëüêî àñèìïòîòè÷åñêè

ñîñòîÿòåëüíà:

lim
d→0

Pµ,σ (µ ∈ JN ) = 1− α,

íî çàòî àñèìïòîòè÷åñêè ý��åêòèâíà:

lim
d→0

Eµ,σ

(

N

C

)

= 1.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-12. Ïîñëåäîâàòåëüíûé àíàëèç.



�àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå

Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ðàçíîñòè äâóõ ñðåäíèõ

Äàíî: Xi1, . . . , Xini , · · · ∼ N
(

µi, σ
2
i

)

, i = 1, 2.

Òðåáóåòñÿ: ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë J äëÿ ðàçíîñòè ñðåäíèõ

µ1 − µ2 �èêñèðîâàííîé äëèíû 2d:

P (µ1 − µ2 ∈ J) ≥ 1− α ∀µ1, µ2, σ1, σ2.

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

n = (n1, n2) ,

Tn = X̄1n1 − X̄2n2 ,

U2
n =

(n1 − 1)S2
1n1

+ (n2 − 1)S2
2n2

n1 + n2 − 2
.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû Jn = [Tn − d, Tn + d].
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�àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå

Ñëó÷àé σ1 = σ2 = σ

Ïîñêîëüêó äèñïåðñèè ðàâíû, áóäåì áðàòü âûáîðêè îäèíàêîâîãî ðàçìåðà:

n1 = n2 = n,

U2
n =

S2
1n + S2

2n

2
.

Äâóõýòàïíàÿ ïðîöåäóðà.

1 Xi1, . . . , Xim � ïèëîòíûå âûáîðêè, m ≥ 2, U2
m � îöåíêà äèñïåðñèè

ïî íèì.

2

Îïðåäåëèì, ñêîëüêî íóæíî äîáàâèòü ïàð íàáëþäåíèé:

Ĉ =
2t21−α/2,2m−2U

2
m

d2
,

N = max
([

Ĉ
]

+ 1, m
)

,

JN =
[

T̄N − d, T̄N + d
]

� èñêîìûé 100(1 − α)% äîâåðèòåëüíûé

èíòåðâàë äëÿ µ1 − µ2.

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-12. Ïîñëåäîâàòåëüíûé àíàëèç.



�àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå

Ñëó÷àé σ1 = σ2 = σ

t21−α/2,2m−2

z21−α/2

C ≤ Eµ1,µ2,σ (N) ≤
t21−α/2,2m−2

z21−α/2

C +m.

Äâóõýòàïíàÿ ïðîöåäóðà ñîñòîÿòåëüíà è àñèìïòîòè÷åñêè ñîñòîÿòåëüíà,

íî àñèìïòîòè÷åñêè íåý��åêòèâíà (ïî ñðàâíåíèþ ñ C =
2z21−α/2σ

2

d2
).

�ÿáåíêî Åâãåíèé ÏÑ-12. Ïîñëåäîâàòåëüíûé àíàëèç.



�àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Íåïàðàìåòðè÷åñêîå îöåíèâàíèå

Ñëó÷àé σ1 6= σ2

Ïóñòü W1,W2 ∼ St (m− 1) íåçàâèñèìû, hm,1−α/2 � (1− α/2)-êâàíòèëü
ðàñïðåäåëåíèÿ W1 −W2:

P
(

W1 −W2 ≤ hm,1−α/2

)

= 1− α

2
.

hm,1−α/2 ≈
√
2z1−α/2.

Äâóõýòàïíàÿ ïðîöåäóðà.

1 Xi1, . . . , Xim � ïèëîòíûå âûáîðêè, m ≥ 2, S2
1m, S2

2m � îöåíêè

äèñïåðñèé ïî íèì;

2

Îïðåäåëèì, ñêîëüêî íóæíî äîáàâèòü íàáëþäåíèé â êàæäóþ âûáîðêó:

Ĉ1 =
hm,1−α/2S

2
1m

d2
, Ĉ2 =

hm,1−α/2S
2
2m

d2
,

N1 = max
([

Ĉ1

]

+ 1,m
)

, N2 = max
([

Ĉ2

]

+ 1, m
)

,

JN =
[

T̄N − d, T̄N + d
]

, N = (N1, N2) � èñêîìûé 100(1 − α)%
äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ µ1 − µ2.
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Ñëó÷àé σ1 6= σ2

ENi ≈
h2
m,1−α/2σ

2
i

d2
, i = 1, 2.

Äâóõýòàïíàÿ ïðîöåäóðà ñîñòîÿòåëüíà.

Â ðàìêàõ ïîñëåäîâàòåëüíîãî àíàëèçà óäàëîñü íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå

ïðîáëåìû Áåðåíöà-Ôèøåðà!
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Ñëó÷àé σ1 6= σ2

Ïîëíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ïðîöåäóðà.

Xi1, . . . , Xim � ïèëîòíûå âûáîðêè, m ≥ 2.

Ïðîäîëæàåì íàáèðàòü ïåðâóþ âûáîðêó, åñëè

n1
n2

≤ S1n1
S2n2

, è âòîðóþ,

åñëè

n1
n2

>
S1n1
S2n2

.

Îñòàíàâëèâàåìñÿ ïî îäíîìó èç òð¼õ ïðàâèë:

n1 + n2 ≥
z21−α/2

d2
(S1n1 + S2n2)

2 , (1)

S2
1n1

n1
+

S2
2n2

n2
≤ d2

z21−α/2

, (2)















n1 ≥
z21−α/2

d2
S1n1 (S1n1 + S2n2) ,

n2 ≥
z21−α/2

d2
S2n2 (S1n1 + S2n2) .

(3)
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Ñëó÷àé σ1 6= σ2

Ïóñòü N1, N2 � îáú¼ìû âûáîðîê, ïðè êîòîðûõ ïðîèçîøëà îñòàíîâêà,

N = N1 +N2.

Eµ1,µ2,σ1,σ2 (N) ≤ C +m+ 2.

Äëÿ N (1), N (2), N (3)
� ñóììàðíûõ îáú¼ìîâ âûáîðîê, ïðè êîòîðûõ

ïðîèçîøëà îñòàíîâêà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðàâèë (1), (2) è (3) �

ñïðàâåäëèâî

N (1) ≤ N (2) ≤ N (3).

Ïîëíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ïðîöåäóðà àñèìïòîòè÷åñêè ñîñòîÿòåëüíà

è àñèìïòîòè÷åñêè ý��åêòèâíà (îòíîñèòåëüíî C =
z21−α/2

d2
(σ1 + σ2)

2 .).
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Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ìàòîæèäàíèÿ

Äàíî: X1, X2, · · · ∼ F (x) , EX, DX êîíå÷íû.

Òðåáóåòñÿ: ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë J äëÿ ñðåäíåãî EX
�èêñèðîâàííîé äëèíû 2d:

P (EX ∈ J) ≥ 1− α ∀F (x) .

Åñëè èçâåñòíî DX, ïî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå ïðèáëèæ¼ííûì

ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë Jn =
[

X̄n − d, X̄n + d
]

, ãäå n � íàèìåíüøåå

öåëîå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

n ≥ z1−α/2 (DX)2

d2
≡ C.
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Ïîñëåäîâàòåëüíûå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ìàòîæèäàíèÿ

Ïîëíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ïðîöåäóðà.

X1, . . . , Xm � ïèëîòíàÿ âûáîðêà, m ≥ 2, S2
m � îöåíêà äèñïåðñèè ïî

íåé.

Äëÿ êàæäîãî n = m,m+ 1, . . . âû÷èñëÿåì

Ĉn =
z21−α/2

(

S2
n + 1

n

)

d2
.

Ïðîäîëæàåì íàáèðàòü âûáîðêó, åñëè n < Ĉn.

1
n
� ïîïðàâêà íà ñëó÷àé, åñëè ðàñïðåäåëåíèå F (x) äèñêðåòíî.

N � íàèìåíüøåå öåëîå n ≥ Ĉn.

EF (N) ≤ C +m+ 2.

Ïðîöåäóðà àñèìïòîòè÷åñêè ñîñòîÿòåëüíà è àñèìïòîòè÷åñêè ý��åêòèâíà.
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Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ìåäèàíû

Äàíî: X1, X2, · · · ∼ F (x− θ) , θ = medX,

F (x) ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî íóëÿ,

F (x) äâàæäû äè��åðåíöèðóåìà â îêðåñòíîñòè íóëÿ N ;

F ′′ (x) îãðàíè÷åíà âíå N .

Òðåáóåòñÿ: ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë J äëÿ ìåäèàíû θ
�èêñèðîâàííîé äëèíû 2d:

P (θ ∈ J) ≥ 1− α ∀F (x) .
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Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ìåäèàíû

Ïðè �èêñèðîâàíîì n àñèìïòîòè÷åñêèé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë çàäà¼òñÿ

ïîðÿäêîâûìè ñòàòèñòèêàìè:

b(n) = max

(

1,

[

1

2

(

n− z1−α/2

√
n− 1

)

])

,

a(n) = n− b(n) + 1,

Jn =
[

Xn:b(n), Xn:a(n)

]

,

lim
n→∞

P (θ ∈ Jn) = 1− α.

×òîáû ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë �èêñèðîâàííîé äëèíû 2d
ñ ïîìîùüþ ïîëíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîé ïðîöåäóðû, íóæíî ïðîäîëæàòü

íàáèðàòü âûáîðêó, ïîêà Xn:a(n) −Xn:b(n) > 2d.
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