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Êîìáèíàòîðèêà � ìàòåìàòèêà 21 âåêà

È.Ì. Ãåëüôàíä, àêàäåìèê ÐÀÍ,

ïî÷¼òíûé ÷ëåí áîëüøèíñòâà èíîñòðàííûõ Àêàäåìèé íàóê.

Êîìáèíàòîðèêà (êîìáèíàòîðíûé àíàëèç) � ðàçäåë ìàòåìàòèêè,

ïîñâÿùåííûé ðåøåíèþ çàäà÷ âûáîðà è ðàñïîëîæåíèÿ
ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî, îáû÷íî êîíå÷íîãî, ìíîæåñòâà â

ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàííûìè ïðàâèëàìè.

Êàæäîå òàêîå ïðàâèëî îïðåäåëÿåò ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ

íåêîòîðîé êîíñòðóêöèè èç ýëåìåíòîâ èñõîäíîãî ìíîæåñòâà,

íàçûâàåìîé êîìáèíàòîðíîé êîíôèãóðàöèåé (ïåðåñòàíîâêè,

ðàçìåùåíèÿ è ñî÷åòàíèÿ; áëîê-ñõåìû è ëàòèíñêèå êâàäðàòû...).

Öåëü êîìáèíàòîðèêè � èçó÷åíèå êîìáèíàòîðíûõ

êîíôèãóðàöèé, â ÷àñòíîñòè âîïðîñû èõ ñóùåñòâîâàíèÿ,

àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ, ðåøåíèå çàäà÷ íà ïåðå÷èñëåíèå.
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Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

Ðàçäåëû

Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà

×èñëà Áåëëà

Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ñòèðëèíãà I ðîäà

×èñëà Ýéëåðà

×èñëà Áåðíóëëè

×èñëà Ôèáîíà÷÷è

×èñëà Êàòàëàíà
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Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

Çàäà÷à êëàñòåðíîãî àíàëèçà

Ïóñòü äàíû n-ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, m-ìíîæåñòâî èõ ïðèçíàêîâ

è ìàòðèöà èíôîðìàöèé Xn×m.

Çàäà÷à êëàñòåðíîãî àíàëèçà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íà îñíîâàíèè

äàííûõ èç X ðàçáèòü ìíîæåñòâî îáúåêòîâ íà k < n êëàñòåðîâ

(ïîäìíîæåñòâ) òàê, ÷òîáû

I êàæäûé îáúåêò ïðèíàäëåæàë åäèíñòâåííîìó êëàñòåðó;

I îáúåêòû îäíîãî êëàñòåðà áûëè ñõîäíûìè, à îáúåêòû,

ïðèíàäëåæàùèå ðàçíûì êëàñòåðàì � íå-ñõîäíûìè;

I ðàçáèåíèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü íåêîòîðîìó êðèòåðèþ

îïòèìàëüíîñòè � öåëåâîé ôóíêöèè (ôóíêöèîíàëó),

âûðàæàþùåìó óðîâåíü æåëàòåëüíîñòè äàííîãî ðàçáèåíèÿ.
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Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

Ñõîäñòâî: ìåðà, êîýôôèöèåíòû, ìàòðèöà

Îïðåäåëåíèå

Íåîòðèöàòåëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ s(Xi, Xj) = sij
(êîýôôèöèåíò ñõîäñòâà) íàçûâàåòñÿ ìåðîé ñõîäñòâà, åñëè:

1) 0 6 s(Xi, Xj) < 1 äëÿ Xi 6= Xj ;

2) s(Xi, Xi) = 1;

3) s(Xi, Xj) = s(Xj , Xi).

Åñëè X � (0, 1)-ìàòðèöà, òî sij � êîýôôèöèåíò àññîöèàöèè.

S =


1 s12 . . . s1n
s21 1 . . . s2n
...

...
. . .

...

sn1 sn2 . . . 1

 � ìàòðèöà ñõîäñòâà.
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Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

Êëàñòåðèçàöèÿ: íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è êëàñòåðíîãî àíàëèçà ìîë÷àëèâî

ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî

1) âûáðàííûå õàðàêòåðèñòèêè â ïðèíöèïå äîïóñêàþò

æåëàòåëüíîå ðàçáèåíèå íà êëàñòåðû;

2) åäèíèöû èçìåðåíèÿ (ìàñøòàá) âûáðàíû ïðàâèëüíî.

Ýòî ïðîáëåìû ôîðìèðîâàíèÿ ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

Â äàííîì êóðñå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû

îïðåäåëåíèÿ è âû÷èñëåíèé

I êîýôôèöèåíòîâ ñõîäñòâà,
I êîìïàêòíîñòè êëàñòåðîâ,
I ðàññòîÿíèé ìåæäó êëàñòåðàìè,

à òàêæå ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû êëàñòåðèçàöèè.
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Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

Êëàñòåðèçàöèÿ ïîëíûì ïåðåáîðîì
Ïðÿìîé ìåòîä êëàñòåðèçàöèè

� ïåðåáîðîì âñåâîçìîæíûõ ðàçáèåíèé íà êëàñòåðû íàõîäÿò

äîñòàâëÿþùåå îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè.

Òàêàÿ ïðîöåäóðà ïðàêòè÷åñêè âûïîëíèìà ëèøü ïðè ìàëûõ n è

k: íàïðèìåð, åñëè n = 8, k = 4 ÷èñëî âîçìîæíûõ ðàçáèåíèé

ðàâíî 1701.

Îïðåäåëåíèå

×èñëî S(n, k) =
{n
k

}
ðàçáèåíèé n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà íà

k íåïóñòûõ ÷àñòåé íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Ñòèðëèíãà II ðîäà.

Îáîçíà÷åíèÿ:
I [n] = { 1, . . . , n } ïðè n ∈ N, òàê ÷òî [0] = ∅.
I Coef n{f(z)} = [zn]f(z) � êîýôôèöèåíò ïðè zn â

ðàçëîæåíèè f(z) ïî ñòåïåíÿì z.
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Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà

Ðàçäåëû

Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà

×èñëà Áåëëà

Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ñòèðëèíãà I ðîäà

×èñëà Ýéëåðà

×èñëà Áåðíóëëè

×èñëà Ôèáîíà÷÷è

×èñëà Êàòàëàíà
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Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà

Äæ. Ñòèðëèíã
Äæåéìñ Ñòèðëèíã

(James Stirling, 1692�1770)

� øîòëàíäñêèé ìàòåìàòèê.

Ïîëó÷èë îáðàçîâàíèå Îêñôîðäå,

íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ äèïëîìà

íàäî áûëî ïðèíåñòè ïðèñÿãó

àíãëèéñêîé êîðîëåâå,

à Ñòèðëèíã êàòåãîðè÷åñêè

îòêàçàëñÿ äåëàòü ýòî.

Ðàáîòàë â Èòàëèè, ñ 1724 ã. � â Ëîíäîíå.

Ïåðåïèñûâàëñÿ ñ Íüþòîíîì, êîòîðûé èçäàâàë åãî ðàáîòû è ïî

ðåêîìåíäàöèè êîòîðîãî èçáèðàåòñÿ ÷ëåíîì Êîðîëåâñêîãî

îáùåñòâà.

Àâòîð îäíîãî èç ïåðâûõ ñîäåðæàòåëüíûõ ó÷åáíèêîâ ïî

ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó.

Â ÷åñòü åãî íàçâàíû ÷èñëà Ñòèðëèíãà è ôîðìóëà Ñòèðëèíãà.
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Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà

Çàäà÷à: ÷èñëî ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà íà íåïóñòûå ÷àñòè

Ðàçáèåíèå n-ìíîæåñòâà íà k íåïóñòûõ ÷àñòåé ⇔
ðàñïðåäåëåíèå n ðàçëè÷íûõ øàðîâ ïî k íåðàçëè÷èìûì

óðíàì, íè îäíà èç êîòîðûõ íå äîëæíà îñòàòüñÿ ïóñòîé.

Çàìå÷àíèå: çàäà÷à ¾íàîáîðîò¿: íàéòè ÷èñëî w ðàñïðåäåëåíèé

n íåðàçëè÷èìûõ øàðîâ ïî k ðàçëè÷èìûì óðíàì, êîãäà

íåêîòîðûå óðíû ìîãóò îñòàòüñÿ ïóñòûìè, ðåøàåòñÿ ëåãêî.

I ïðîíóìåðóåì óðíû 1, . . . , k è íàðèñóåì ïîäðÿä n
êðóæêîâ, îáîçíà÷àþùèõ øàðû;

I ðàñïðåäåëåíèå øàðîâ ïî óðíàì áóäåì îòìå÷àòü âñòàâêîé

k − 1 âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ ìåæäó øàðàìè;
I âñåãî èìååòñÿ n+ k − 1 ìåñò, èç êîòîðûõ k − 1 çàíèìàþò

îòðåçêè (èëè n ìåñò � êðóæêè), ïîýòîìó

w = Ck−1
n+k−1 = Cn

n+k−1 =

(
n+ k − 1

k − 1

)
.
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Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà

Íàïîìèíàíèå îñíîâíûõ ïåðå÷èñëèòåëüíûõ ïðàâèë

Ïðàâèëî ñóììû: åñëè ïåðâîå ñîáûòèå ìîæåò ïðîèçîéòè n
ñïîñîáàìè, à âòîðîå � m ñïîñîáàìè è ïðè ýòîì îíè íå ìîãóò

ïðîèçîéòè îäíîâðåìåííî, òî îäíî èç ýòèõ ñîáûòèé ìîæåò

ïðîèçîéòè n+m ñïîñîáàìè.

Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ: åñëè ïåðâîå ñîáûòèå ìîæåò ïðîèçîéòè

n ñïîñîáàìè, à âòîðîå íåçàâèñèìî îò èñõîäà ïåðâîãî ñîáûòèÿ,

ìîæåò ïðîèçîéòè m ñïîñîáàìè, òî ñîâìåñòíàÿ ðåàëèçàöèÿ

äâóõ ñîáûòèé ìîæåò ïðîèçîéòè n ·m ñïîñîáàìè.

Ïðèìåð. Â ãðóïïå èç 15 ñòóäåíòîâ è 10 ñòóäåíòîê, òîãäà

âîçìîæåí âûáîð

ñòàðîñòû � 15 + 10 = 25 ñïîñîáàìè (ïðàâèëî ñóììû);

ïàðû ¾ñòóäåíò-ñòóäåíòêà¿ � 15 · 10 = 150 ñïîñîáàìè

(ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ).
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Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà

Ýíóìåðàòîðû

Îïðåäåëåíèå

Ýíóìåðàòîðîì ñîáûòèÿ íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå â êîòîðîì

I âçàèìîèñêëþ÷àþùèå èñõîäû ñîåäèíåíû îïåðàöèåé

ñóììèðîâàíèÿ,
I à ïðîèñõîäÿùèå îäíîâðåìåííî � îïåðàöèåé ïðîèçâåäåíèÿ.

Òàêîé âûáîð óäîáåí òåì, ÷òî âûïîëíåíèå êîìáèíàòîðíûõ

ïðàâèë ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ ñâîéñòâîì

äèñòðèáóòèâíîñòè óêàçàííûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.
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Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà

Ìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé �

� ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷.

Ïðèìåð: ðàññìîòðèì ôóíêöèþ 4 ïåðåìåííûõ:

F (x1, . . . , x4) = (1 + x1) · . . . · (1 + x4) =

= (x1x2x3x4) + (x1x2x3 + x1x2x4 + x1x3x4 + x2x3x4)+

+ (x1x2 + . . .+ x3x4)︸ ︷︷ ︸
6 ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé

+(x1 + x2 + x3 + x4) + 1.

Îáîáùèì: ðàñêðûâ ñêîáêè â ôîðìóëå

F (x1, . . . , xn) = (1 + x1) · (1 + x2) · . . . · (1 + xn),

ïîëó÷èì ñóììó ïðîèçâåäåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ m-âûáîðêè èç

n-ìíîæåñòâà x1, . . . , xn:

F (x1, . . . , xn) =
∑

nm⊆[n]
|nm|=m

∏
i∈nm

xi,

ò.å. F (x1, . . . , xn) � ýíóìåðàòîð (ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ â âûáîðêå

íåñóùåñòâåíåí).
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Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà

Ìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé: ïîäñ÷¼ò ÷èñëà âûáîðîê

Ïîëîæèâ, íàïðèìåð, x1 = . . . = xn = x, ïîëó÷èì
[xm]f(x) = Cm

n � ÷èñëî âûáîðîê (áåç ïîâòîðåíèé è ó÷¼òà

ïîðÿäêà â íèõ = ñî÷åòàíèé) m îáúåêòîâ èç n è

(1+x)n =

n∑
m=0

Cm
n x

m � ïðîèçâîäÿùèé ïîëèíîì äëÿ C0
n, . . . , C

n
n .

Åñëè ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ â âûáîðêå ñóùåñòâåíåí:

(1 + x)n =

n∑
m=0

Cm
n x

m =

n∑
m=0

Am
n

xm

m!

� ýêñïîíåíöèàëüíûé ïðîèçâîäÿùèé ïîëèíîì (ôóíêöèÿ), ÝÏÔ

äëÿ A0
n, . . . , A

n
n.

Am
n = Cm

n m! = n!
(n−m)! � ÷èñëî m-âûáîðîê ñ ó÷¼òîì ïîðÿäêà

(= ðàçìåùåíèé) èç n-ìíîæåñòâà, m = 0, 1, . . . , n.
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Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà

I. Âûáîðêè ñ ïîâòîðåíèÿìè îáú¼ìà m èç n-ìíîæåñòâà

À åñëè âîçìîæåí âûáîð ñ ïîâòîðåíèÿìè?

Åñëè ýëåìåíò ìíîæåñòâà ìîæåò áûòü âûáðàí íåîäíîêðàòíî:

1) n = 1 � èìååòñÿ îäíà òàêàÿ âûáîðêà è ÝÏÔ ÷èñåë 1, 1, . . .
äàííûõ âûáîðîê áóäåò

1 + x+
x2

2!
+ . . .+

xm

m!
+ . . . = ex.

2) âûáîðêà îáú¼ìà m èç n ýëåìåíòîâ ñ ïîâòîðåíèÿìè ó÷¼òîì

ïîðÿäêà â âûáîðêå � êàêèõ âûáîðîê nm è ÝÏÔ ýòèõ ÷èñåë

áóäåò(
1 + x+

x2

2!
+ . . .+

xm

m!
+ . . .

)n
= ex =

∑
m>0

nm
xm

m!
.
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Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà

I. Âûáîðêè ñ ïîâòîðåíèÿìè îáú¼ìà m èç n-ìíîæåñòâà...

3) m-âûáîðêà èç n-ìíîæåñòâà ñ ïîâòîðåíèÿìè è ó÷¼òîì

ïîðÿäêà â âûáîðêå, íî êàæäûé ýëåìåíò äîëæåí áûòü âûáðàí íå

ìåíåå îäíîãî ðàçà: ÝÏÔ ÷èñåë òàêèõ âûáîðîê �(
x+

x2

2!
+ . . .

)n
= (ex − 1)n =

n∑
j=0

Cj
n(−1)je(n−j)x =

=
∑
m>0

xm

m!

(
n∑

j=0

Cj
n(−1)jjm

)
=
∑
m>0

xm

m!

(
n∑

j=0

Cj
n(−1)j(n− j)m︸ ︷︷ ︸

÷èñëî òàêèõ âûáîðîê

)
.

Ýòî íå òî, ÷òî íàì íóæíî (ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà èç n
ðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ íà k íåïóñòûõ ÷àñòåé áåç ó÷¼òà ïîðÿäêà

â ýòèõ ÷àñòÿõ è ñàìèõ ÷àñòåé = ðàçìåùåíèå ðàçëè÷íûõ øàðîâ

ïî íåðàçëè÷èìûì óðíàì, ïóñòûõ óðí íåò), íî ïðèãîäèòñÿ...
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Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà

II. Ðàçìåùåíèÿ n ðàçëè÷íûõ øàðîâ ïî k ðàçëè÷íûì óðíàì:

Â çàäà÷å ðàçìåùåíèÿ øàðîâ ðàññóæäàåì àíàëîãè÷íî

(çäåñü óðíà âûáèðàåòñÿ íåîäíîêðàòíî).

1) ÝÏÔ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà óðíà i ñîäåðæèò ni øàðîâ �

(x1 + . . .+ xk)
n =

∑
n1+...+nk=n

n!

n1! . . . nk!︸ ︷︷ ︸
÷èñëî òàêèõ ðàçìåùåíèé

xn1
1 . . . xnk

k

Íàïðèìåð, ðàñïðåäåëåíèå 21 ãîëîñóþùèõ â ãðóïïû ïî 8, 7 è 6

÷åëîâåê âîçìîæíî 21!
8! 7! 6! = 349188840 ≈ 3,49 · 108 ñïîñîáàìè.

2) ÝÏÔ ÷èñëà ðàçìåùåíèé n ðàçëè÷íûõ øàðîâ â îäíîé óðíå

1 + x+
x2

2!
+ . . .+

xn

n!
+ . . . = ex.
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Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà

II. Ðàçìåùåíèÿ n ðàçëè÷íûõ øàðîâ ïî k ðàçëè÷íûì óðíàì:

3) ÝÏÔ ÷èñëà kn ðàçìåùåíèé n ðàçëè÷íûõ øàðîâ â k
ðàçëè÷íûõ óðíàõ (1-é øàð � â ëþáîé èç k óðí, 2-é òàêæå è ò.ä.,

ïîðÿäîê øàðîâ â óðíå áåçðàçëè÷åí):(
1 + x+

x2

2!
+ . . .

)k

= ekx = 1+ kx+ k2
x2

2!
+ . . .+ kn

xn

n!
+ . . .

= ÷èñëó âûáîðîê îáú¼ìà n ñ ïîâòîðåíèÿìè èç k ýëåìåíòîâ ñ

ó÷¼òîì ïîðÿäêà â âûáîðêå.

Íàïðèìåð, ïóñòü èìååòñÿ n = 3 øàðà A, B, C è k = 2 óðíû,

òîãäà âîçìîæíû kn = 8 âàðèàíòîâ ðàçìåùåíèÿ øàðîâ ïî

óðíàì 1|2:
ABC|∅

AB|C AC|B BC|A A|BC B|AC C|AB
∅|ABC
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Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà

Âîçâðàùàåìñÿ ê íàøåé çàäà÷å

:::::::::::::
Óòâåðæäåíèå

×èñëî S(n, k) ñïîñîáîâ òàê ðàñïðåäåëèòü n > 1 ðàçëè÷íûõ

øàðîâ ïî k íåðàçëè÷èìûì óðíàì (ïîðÿäîê øàðîâ â óðíàõ

íåñóùåñòâåíåí), ÷òî íè îäíà óðíà íå îêàçûâàåòñÿ ïóñòîé, ðàâíî

S(n, k) =
1

k!

k∑
j=0

Cj
k(−1)

j(k − j)n, 1 6 k 6 n.

Äîêàçàòåëüñòâî

ÝÏÔ ÷èñëà ñïîñîáîâ ïîìåùåíèÿ n ðàçëè÷íûõ øàðîâ â îäíó

óðíó �

x+
x2

2!
+ . . .+

xn

n!
+ . . . = ex − 1.
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Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà

Ðàçìåùåíèå n øàðîâ ïî k ðàçëè÷íûì íåïóñòûì óðíàì

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

ÝÏÔ ÷èñëà ïîìåùåíèé n ðàçëè÷íûõ øàðîâ â k ðàçëè÷íûõ

óðí òàê, ÷òî íè îäíà èç íèõ íå îêàçûâàåòñÿ ïóñòîé �(
x+

x2

2!
+ . . .+

xn

n!
+ . . .

)k

= (ex − 1)k =

=
∑
n>0

xn

n!

 k∑
j=0

Cj
k(−1)

j(k − j)n
 .

Ïîñêîëüêó óðíû íåðàçëè÷èìû, òî

S(n, k) =
1

k!

k∑
j=0

Cj
k(−1)

j(k − j)n

� ÷èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà.
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Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà: ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà

:::::::::::::
Óòâåðæäåíèå

S(n, k) = S(n− 1, k − 1) + kS(n− 1, k) , n > 0

Äîêàçàòåëüñòâî (ìåòîäîì âûäåëåííîãî ýëåìåíòà)

Âûäåëèì íåêîòîðûé ýëåìåíò x â ðàññìàòðèâàåì ìíîæåñòâå.

1) x îáðàçóåò îòäåëüíûé áëîê � ÷èñëî òàêèõ ðàçáèåíèé

ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèé îñòàâøåãîñÿ

(n− 1)-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà íà k − 1 áëîêîâ, ò.å.

S(n− 1, k − 1);

2) x íå îáðàçóåò îòäåëüíîãî áëîêà � òàêèå ðàçáèåíèÿ ìîãóò

áûòü ïîëó÷åíû ïðèñîåäèíåíèåì x ê ëþáîìó èç k áëîêîâ

ðàçáèåíèÿ (n− 1)-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà íà k áëîêîâ,

ò.å. èõ âñåãî kS(n− 1, k).

Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàþò S(0, 0) = 1.
ßñíî, ÷òî S(n, 0) = S(n, k) = 0, k > n > 1.
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Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà: òàáëèöà

×èñëà S(n, k) Ñòèðëèíãà II ðîäà ìîãóò çàäàâàòüñÿ òàáëèöåé:

n�k 1 2 3 4 5 6 7 8

1 1
2 1 1
3 1 3 1
4 1 7 6 1
5 1 15 25 10 1
6 1 31 90 65 15 1
7 1 63 301 350 140 21 1
8 1 127 966 1701 1050 266 28 1

Ïðèìåð. Âñå S(4, 2) = 7 ðàçáèåíèé 4-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà
{1, 2, 3, 4} íà 2 áëîêà:

1|234, 2|134, 3|124, 4|123, 12|34, 13|24, 14|23
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Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà: ôîðìóëà ñóììèðîâàíèÿ

:::::::::::::
Óòâåðæäåíèå

S(n, k) =

n−1∑
i=k−1

Ci
n−1S(i, k − 1), k > 2.

Äîêàçàòåëüñòâî

Âûäåëèì ýëåìåíò x ðàññìàòðèâàåìîãî n-ýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà X.

Çàòåì äëÿ êàæäîãî j = 0, . . . , n− k âûäåëèì èç ýëåìåíòîâ

X r x áëîê ðàçìåðà j � ýòî ìîæíî ñäåëàòü Cj
n−1

ñïîñîáàìè � è ïðèñîåäèíèì x ê ýòîìó áëîêó.

Ïîñëå ýòîãî äëÿ êàæäîãî j ðàññìîòðèì âñå S(n− j − 1, k − 1)
ðàçáèåíèÿ îñòàâøåãîñÿ (n− j − 1)-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.
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Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà: ôîðìóëà ñóììèðîâàíèÿ...

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Âñå âûøåîïèñàííûå ñèòóàöèè íåñîâìåñòíû, ò.å. ïåðåáèðàþò

ðàçíûå ðàçáèåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì,

S(n, k) =

n−k∑
j=0

Cj
n−1S(n− j − 1, k − 1) .

Âûïîëíÿÿ çàìåíó ïåðåìåííîé i = n− j − 1, ïîëó÷àåì

S(n, k) =

n−1∑
i=k−1

Cn−i−1
n−1 S(i, k − 1) =

n−1∑
i=k−1

Ci
n−1S(i, k − 1) .
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Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Áåëëà

Ðàçäåëû

Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà

×èñëà Áåëëà

Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ñòèðëèíãà I ðîäà

×èñëà Ýéëåðà

×èñëà Áåðíóëëè

×èñëà Ôèáîíà÷÷è

×èñëà Êàòàëàíà
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Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Áåëëà

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà è áåëëèàí

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ

ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà X
íàçûâàþò åãî áåëëèàíîì,

ñèìâîëè÷åñêè B(X).

n∑
k=1

S(n, k) = B(n)

� ÷èñëà Áåëëà,

ìîùíîñòü áåëëèàíà

n-ìíîæåñòâà

Íàïðèìåð, B(4) = 15

Ïî îïðåäåëåíèþ

B(0) = 1.
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Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Áåëëà

Ý.Ò. Áåëë

Ýðèê Òåìïë Áåëë

(Eric Temple Bell, 1883�1960)

� øîòëàíäñêèé ìàòåìàòèê,

ðàáîòàâøèé â ÑØÀ.

Îñíîâíûå òðóäû â îáëàñòè

òåîðèè ÷èñåë.

Ðàçðàáàòûâàë ò.í.

¾òåíåâîå èñ÷èñëåíèå¿

(umbral calculus).

Âèöå-ïðåçèäåíò Àìåðèêàíñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà è

÷ëåí Íàöèîíàëüíîé Àêàäåìèè Íàóê.

Ïèñàë ïîïóëÿðíûå êíèãè ïî ìàòåìàòèêå è èñòîðèè ìàòåìàòèêè,

ìíîãèå èç êîòîðûõ ñòàëè êëàññè÷åñêèìè, à òàêæå ñòèõè è (ïîä

ïñåâäîíèìîì Äæîí Òýí) � íàó÷íóþ ôàíòàñòèêó.
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Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Áåëëà

×èñëà Áåëëà: ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà

:::::::::::::
Óòâåðæäåíèå

B(n+ 1) =

n∑
i=0

Ci
nB(i) =

n∑
i=0

Ci
nB(n− i).

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïîêàæåì âòîðîå ðàâåíñòâî, ò.ê. ïåðâîå ñëåäóåò èç íåãî â ñèëó

ñèììåòðè÷íîñòè áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Âûáèðàåì âûäåëåííûé ýëåìåíò èñõîäíîãî ìíîæåñòâà è äëÿ

i = 0, . . . , n, ðàññìàòðèâàÿ ïîî÷åð¼äíî âñå Ci
n áëîêîâ ðàçìåðà

i îñòàâøåãîñÿ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, ïðèñîåäèíÿÿ ê

êàæäîìó èç íèõ ïî î÷åðåäè âûäåëåííûé ýëåìåíò.

Äëÿ îñòàâøèõñÿ n− i ýëåìåíòîâ ðàññìàòðèâàåì èõ

âñåâîçìîæíûå ðàçáèåíèÿ.
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Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Áåëëà

×èñëà Áåëëà: òàáëèöà ïåðâûõ çíà÷åíèé

n B(n)

0 1
1 1
2 2
3 5
4 15
5 52
6 203
7 877
8 4 140
9 21 147

10 115 975
11 678 570
12 4 213 597
13 27 644 437

×èñëà Áåëëà áûñòðî ðàñòóò:

íàïðèìåð, B(20) = 51 724 158 235 371 ≈
≈ 5,17 · 1013.

Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Äîáèíñêîãî:

B(n) =
1

e

∞∑
k=0

kn

k!
.
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Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Áåëëà

Òðåóãîëüíèê Áåëëà

×èñëà B(n) ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ïðè ïîìîùè òðåóãîëüíèêà

Áåëëà.

Ïåðâàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò 1, êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ ñòðîêà

íà÷èíàåòñÿ ÷èñëîì, ñòîÿùèì â êîíöå ïðåäûäóùåé ñòðîêè.

Êàæäîå ñëåäóþùåå ÷èñëî â ñòðîêå ðàâíî ñóììå ÷èñåë, ñòîÿùèõ

ñëåâà è ñëåâà-ñâåðõó îò íåãî. ×èñëà Áåëëà îáðàçóþò ïîñëåäíèå

÷èñëà â ñòðîêàõ.
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Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Áåëëà

Óáûâàþùèå ôàêòîðèàëüíûå ìíîãî÷ëåíû

Óáûâàþùèå ôàêòîðèàëüíûå ñòåïåíè:

xn = x(x− 1)(x− 2) . . . (x− n+ 1)︸ ︷︷ ︸
n ñîìíîæèòåëåé

, n > 0.

Ðàññìîòðèì äâà áàçèñà ïîëèíîìîâ íàä íåêîòîðûì ïîëåì:

1-é ñòàíäàðòíûé
1, x, x2, . . . , xn, . . . ,

è 2-é èç óáûâàþùèõ ôàêòîðèàëîâ

1, x1, x2, . . . , xn, . . . .

Âûðàçèì îáû÷íûå ñòåïåíè xn ÷åðåç óáûâàþùèå ñòåïåíè xn.

Íåñêîëüêî ïåðâûõ ñëó÷àåâ äàþò

x0 =x0 , x2 =x2 + x1 ,

x1 =x1 , x4 =x4 + 6x3 + 7x2 + x1 .

x3 =x3 + 3x2 + x1 , x5 =x5 + 10x4 + 25x3 + 15x2 + x1 .
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Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Áåëëà

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà: ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå

Çàìå÷àåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû â ïîëèíîìàõ � ÷èñëà Ñòèðëèíãà

II ðîäà èç ïðèâåä¼ííîé ðàíåå òàáëèöû, ïðî÷èòàííûå íå ñëåâà

íàïðàâî, à ñïðàâà íàëåâî.

Îïðåäåëåíèå

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà íàçûâàþòñÿ ÷èñëà S(n, k),
óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì

xn =

n∑
k=0

S(n, k)xk, n > 0, S(n, 0) = 0, S(n, n+k) = 0 äëÿ k > 0.

:::::::::::::
Óòâåðæäåíèå

xn =

n∑
k=0

S(n, k)xk , n > 0.
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Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Áåëëà

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà: ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå...

Äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàæåì ôîðìóëó ïî èíäóêöèè:

x · xk = xk+1 + kxk, òàê êàê xk+1 = xk(x− k),
ñëåäîâàòåëüíî xn = x · xn−1 =

= x
∑
k

S(n−1, k)xk =
∑
k

S(n−1, k)xk+1+
∑
k

S(n−1, k)kxk =

=
∑
k

S(n− 1, k − 1)xk +
∑
k

S(n− 1, k)kxk =

=
∑
k

(
kS(n− 1, k) + S(n− 1, k − 1)

)
xk =

∑
k

S(n, k)xk.

Ò.î. ÷èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà � êîýôôèöèåíòû ïðè óáûâàþùèõ

ôàêòîðèàëüíûõ ñòåïåíÿõ, êîòîðûå äàþò îáû÷íûå ñòåïåíè.
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

Ðàçäåëû

Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà

×èñëà Áåëëà

Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ñòèðëèíãà I ðîäà

×èñëà Ýéëåðà

×èñëà Áåðíóëëè

×èñëà Ôèáîíà÷÷è

×èñëà Êàòàëàíà
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ñòèðëèíãà I ðîäà

Ðàçäåëû

Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà

×èñëà Áåëëà

Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ñòèðëèíãà I ðîäà

×èñëà Ýéëåðà

×èñëà Áåðíóëëè

×èñëà Ôèáîíà÷÷è

×èñëà Êàòàëàíà
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ñòèðëèíãà I ðîäà

×èñëà Ñòèðëèíãà I ðîäà: îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

×èñëî s(n, k) =
[n
k

]
ïåðåñòàíîâîê n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà,

ñîäåðæàùèõ k áëîêîâ, n, k > 1.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî
n∑

k=0

s(n, k) = n!

Íàïîìèíàíèå: öèêëè÷åñêóþ ïåðåñòàíîâêó

a 7→ b 7→ c 7→ d 7→ a çàïèñûâàþò (a, b, c, d), ïîýòîìó

(a, b, c, d) = (b, c, d, a) = (c, d, a, b) = (d, a, b, c),
íî (a, b, c, d) 6= (b, a, c, d).
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ñòèðëèíãà I ðîäà

×èñëà Ñòèðëèíãà I ðîäà: ñâîéñòâà

Ïðèâåä¼ì âñå 11 ðàçáèåíèé 4-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà
{1, 2, 3, 4} íà 2 öèêëà:

(1)(234), (1)(243), (2)(134), (2)(143), (3)(124), (3)(142),

(4)(123), (4)(132), (12)(34), (13)(24), (14)(23)

Ïîíÿòíî, ÷òî s(n, 1) = (n− 1)! è

s(n, k) > S(n, k), n, k > 0,

ò.ê. êàæäîå ðàçáèåíèå íà íåïóñòûå ìíîæåñòâà ïðèâîäèò, êàê

ìèíèìóì, ê îäíîìó öèêëó.

Ðàâåíñòâà áóäóò åñëè, âñå öèêëû ÿâëÿþòñÿ åäèíè÷íûìè èëè

äâîéíûìè (â òàêèõ ñëó÷àÿõ öèêëû ýêâèâàëåíòíû

ïîäìíîæåñòâàì);

à ýòî áóäåò ïðè k = n èëè k = n− 1, ñëåäîâàòåëüíî

s(n, n) = S(n, n) = 1, s(n, k − 1) = S(n, k − 1) = 2.
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ñòèðëèíãà I ðîäà

×èñëà Ñòèðëèíãà I ðîäà: ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

:::::::::::::
Óòâåðæäåíèå

s(n, k) = s(n− 1, k − 1) + (n− 1)s(n− 1, k), n > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî

Êàæäîå ïðåäñòàâëåíèå n îáúåêòîâ â âèäå k öèêëîâ

I ëèáî ïîìåùàåò ïîñëåäíèé îáúåêò â îòäåëüíûé öèêë �

s(n− 1, k − 1) ñïîñîáàìè,

I ëèáî âñòàâëÿåò ýòîò îáúåêò â îäíî èç s(n− 1, k)
öèêëè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé ïåðâûõ n− 1 îáúåêòîâ �

n− 1 ñïîñîáàìè (ò.ê. ñóùåñòâóåò j ñïîñîáîâ ïîìåñòèòü

íîâûé ýëåìåíò â j-öèêë, ÷òîáû ïîëó÷èòü (j + 1)-öèêë:
íàïðèìåð, åñëè j = 3, òî âñòàâêà d â öèêë (a, b, c)
ïðèâîäèò ê öèêëàì (a, b, c, d), (a, b, d, c), (a, d, b, c)).
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ñòèðëèíãà I ðîäà

×èñëà Ñòèðëèíãà I ðîäà: òàáëèöà

×èñëà s(n, k) Ñòèðëèíãà I ðîäà ìîãóò çàäàâàòüñÿ òàáëèöåé:

n�k 0 1 2 3 4 5 6 7

0 1
1 0 1
2 0 1 1
3 0 2 3 1
4 0 6 11 6 1
5 0 24 50 35 10 1
6 0 120 274 225 85 15 1
7 0 720 1764 1624 735 175 21 1

Ýëåìåíòû òàáëèöû îáðàçóþòñÿ ïî ïðàâèëó

s(n− 1, k − 1) s(n− 1, k) ×(1− n)
s(n, k)



ÌÅÒÎÄÛ ÀÍÀËÈÇÀ ÄÀÍÍÛÕ. ×àñòü VI: Êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû â àíàëèçå ñòðóêòóð 40 / 76

Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ñòèðëèíãà I ðîäà

Âîçðàñòàþùèå ôàêòîðèàëüíûå ìíîãî÷ëåíû

Âîçðàñòàþùèå ôàêòîðèàëüíûå ñòåïåíè:

xn = x(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ n− 1)︸ ︷︷ ︸
n ñîìíîæèòåëåé

, n > 0.

Ïîíÿòíî, ÷òî x0 = x0 = 1, x1 = x1.
Ðàññìîòðèì áàçèñ èç ôàêòîðèàëüíûõ ñòåïåíåé:

1, x1, x2 . . . , xn, . . . .

Âûðàçèì ïåðâûå âîçðàñòàþùèå ñòåïåíè xn ÷åðåç îáû÷íûå.

x0 =x0 , x3 =x3 + 3x2 + 2x1 ,

x1 =x1 , x4 =x4 + 6x3 + 11x2 + 6x1 ,

x2 =x2 + x1 , x5 =x5 + 10x4 + 35x3 + 50x2 + 24x1 .

Çàìå÷àåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû â ïîëèíîìàõ � ÷èñëà Ñòèðëèíãà

I ðîäà èç ïðèâåä¼ííîé ðàíåå òàáëèöû, ïðî÷èòàííûå íå ñëåâà

íàïðàâî, à ñïðàâà íàëåâî.
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ñòèðëèíãà I ðîäà

×èñëà Ñòèðëèíãà I ðîäà: äðóãîå îïðåäåëåíèå

:::::::::::::
Óòâåðæäåíèå

xn =

n∑
k=0

s(n, k)xk , n > 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ ïî n.
Èìååì (x+ n− 1) · xk = xk+1 + (n− 1)xk è äàëåå, àíàëîãè÷íî

âûâîäó ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ÷èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà �

(x+ n− 1)xn−1 = (x+ n− 1)
n∑

k=0

s(n− 1, k)xk =
n∑

k=0

s(n, k)xk.

Ò.î. ÷èñëà Ñòèðëèíãà I ðîäà � êîýôôèöèåíòû ïðè îáû÷íûõ

ñòåïåíÿõ, êîòîðûå äàþò âîçðàñòàþùèå ôàêòîðèàëüíûå ñòåïåíè.
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ñòèðëèíãà I ðîäà

Ñâÿçü ÷èñåë Ñòèðëèíãà I è II ðîäîâ (n > 0)

Èìååì:

xn =

n∑
k=0

S(n, k)xk , xn =

n∑
k=0

s(n, k)xk.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâû ¾äâîéñòâåííûå¿ ðàâåíñòâà:

xn =

n∑
k=0

(−1)n−kS(n, k)xk,

xn =

n∑
k=0

(−1)n−ks(n, k)xk

Ïîäñòàíîâêîé ïîëó÷èì ñèììåòðè÷íóþ ôîðìóëó
n∑

k=0

(−1)n−kS(n, k)s(k,m) = [m = n].
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ñòèðëèíãà I ðîäà

ÝÏÔ ÷èñåë Ñòèðëèíãà I è II ðîäà

ÝÏÔ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé S(n, k) è s(n, k)
(k = n, n+ 1, . . .) èìåþò âèä

∑
n>k

S(n, k)
zn

n!
=

(ez − 1)k

k!
;

∑
n>k

s(n, k)
zn

n!
=

(ln 1
1−z )

k

k!
.

Ïåðâàÿ ôîðìóëà áûëà ôàêòè÷åñêè äîêàçàíà.
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ýéëåðà

Ðàçäåëû

Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà

×èñëà Áåëëà

Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ñòèðëèíãà I ðîäà

×èñëà Ýéëåðà

×èñëà Áåðíóëëè

×èñëà Ôèáîíà÷÷è

×èñëà Êàòàëàíà
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ýéëåðà

×èñëà Ýéëåðà: îïðåäåëåíèå

Ðàññìîòðèì ïåðåñòàíîâêó

π =

(
1 2 . . . i . . . n
a1 a2 . . . ai . . . an

)
÷èñåë 1, 2, . . . , n.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî π èìååò k ó÷àñòêîâ ïîäú¼ìà, åñëè â ýòîé

ïåðåñòàíîâêå åñòü k ìåñò òàêèõ, ãäå aj < aj+1.

Îïðåäåëåíèå

Äâóõïàðàìåòðè÷åñêèì ÷èñëîì Ýéëåðà E(n, k) =
〈n
k

〉
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ñ k
ó÷àñòêàìè ïîäú¼ìà.

Ïî îïðåäåëåíèþ E(0, 0) = 1.
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ýéëåðà

×èñëà Ýéëåðà: ïðèìåð

Ïðèìåð. Îäèííàäöàòü ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà {1, 2, 3, 4},
ñîäåðæàùèå ïî äâà ó÷àñòêà ïîäúåìà:

(1324), (1423), (2314), (2413), (3412),

(1243), (1342), (2341),

(2134), (3124), (4123).

Ïåðå÷èñëåíû ïåðåñòàíîâêè

â ïåðâîé ñòðîêå � âèäà a1 < a2 > a3 < a4;
âî âòîðîé ñòðîêå � âèäà a1 < a2 < a3 > a4;
â òðåòüåé ñòðîêå � âèäà a1 > a2 < a3 < a4.

Ñëåäîâàòåëüíî, E(4, 2) = 11.



ÌÅÒÎÄÛ ÀÍÀËÈÇÀ ÄÀÍÍÛÕ. ×àñòü VI: Êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû â àíàëèçå ñòðóêòóð 47 / 76

Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ýéëåðà

Äâóõïàðìåòðè÷åñêèå ÷èñëà Ýéëåðà: òàáëèöà (òðåóãîëüíèê)

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû íà÷àëüíûå äâóõïàðìåòðè÷åñêèå ÷èñëà

Ýéëåðà E(n, k).
Ïðè n > 0 ìîæåò áûòü ñàìîå áîëüøåå n−1 ó÷àñòêîâ ïîäúåìà,

òàê ÷òî E(n, n) = 0 íà äèàãîíàëè ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

n�k 0 1 2 3 4 5 6 7

0 1 0
1 1 0
2 1 1 0
3 1 4 1 0
4 1 11 11 1 0
5 1 26 66 26 1 0
6 1 57 302 302 57 1 0
7 1 120 119 2 416 1 191 1 20 1 0
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ýéëåðà

Äâóõïàðìåòðè÷åñêèå ÷èñëà Ýéëåðà: ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà

Òðåóãîëüíèê Ýéëåðà, ïîäîáíî òðåóãîëüíèêó Ïàñêàëÿ,

ñèììåòðè÷åí ñëåâà íàïðàâî:

E(n, k) = E(n, n− k − 1) , n > 0.

Ïåðåñòàíîâêà a1, . . . , an ñîäåðæèò (n− 1− k) ó÷àñòêîâ

ïîäúåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ �îòðàæåíèå� an, . . . , a1
ñîäåðæèò k òàêèõ ó÷àñòêîâ.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàþò

E(0, k) = 0 , k < 0.

:::::::::::::
Óòâåðæäåíèå

E(n, k) = (k + 1)E(n− 1, k) + (n− k)E(n− 1, k − 1), n > 0.
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ýéëåðà

E(n, k) = (k + 1)E(n− 1, k) + (n− k)E(n− 1, k − 1), n > 0...

Äîêàçàòåëüñòâî

Êàæäàÿ ïåðåñòàíîâêà π = (a1, . . . , an) ìíîæåñòâà

Ïðè âñòàâêå n íà j-e ìåñòî ïîëó÷àåì ïîäñòàíîâêó

(a1, . . . , aj−1, n, aj , . . . , an) è ÷èñëî ó÷àñòêîâ ïîäúåìà

óâåëè÷èòñÿ íà 1, åñëè aj−1 > aj èëè j = n
((n− 2)− (k − 1) + 1 âàðèàíòîâ) è îñòàíåòñÿ áåç èçìåíåíèé,

èíà÷å (k âàðèàíòîâ).

Ïîýòîìó íîâàÿ ïåðåñòàíîâêà ñ k ó÷àñòêàìè ïîäúåìà

ïîëó÷àåòñÿ

• (k + 1)E(n− 1, k) ñïîñîáàìè èç ïåðåñòàíîâîê π, êîòîðûå
ñîäåðæàò k ó÷àñòêîâ ïîäúåìà,

+

• ((n− k)E(n− 1, k − 1) ñïîñîáàìè èç ïåðåñòàíîâîê π,
êîòîðûå ñîäåðæàò k − 1 ó÷àñòêîâ ïîäúåìà.
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ýéëåðà

Äâóõïàðìåòðè÷åñêèå ÷èñëà Ýéëåðà: ñâîéñòâà

:::::::::::::
Óòâåðæäåíèå (òîæäåñòâî Âîðïèöêîãî)

xn =
∑
k

E(n, k)Cn
x+k, n > 0.

Òàê, x2 =C2
x + C2

x+1,

x3 =C3
x + 4C3

x+1 + C3
x+1,

x4 =C4
x + 11C4

x+1 + 11C4
x+2 + C4

x+3,

. . .

Äîêàçàòåëüñòâî � ïî èíäóêöèè.

Âïåðâûå äàííàÿ ôîðìóëà óïîìèíàåòñÿ â êíèãå Ëè Ñÿíü-Ëÿíÿ,

îïóáëèêîâàííîé â Êèòàå â 1867 ã.
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Áåðíóëëè

Ðàçäåëû

Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà

×èñëà Áåëëà

Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ñòèðëèíãà I ðîäà

×èñëà Ýéëåðà

×èñëà Áåðíóëëè

×èñëà Ôèáîíà÷÷è

×èñëà Êàòàëàíà
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Áåðíóëëè

Íàáëþäåíèå Áåðíóëëè
Ïîëîæèì Sm(n) = 0m + 1m + . . .+ (n− 1)m =

∑n−1
k=0 k

m.

ßêîá Áåðíóëëè çàìåòèë, ÷òî

S0(n) =n ,

S1(n) =
1

2
n2 − 1

2
n ,

S2(n) =
1

3
n3 − 1

2
n2 +

1

6
n ,

S3(n) =
1

4
n4 − 1

2
n3 +

1

4
n2 ,

S4(n) =
1

5
n5 − 1

2
n4 +

1

3
n3 +

1

30
n ,

S5(n) =
1

6
n6 − 1

2
n5 +

5

12
n3 − 1

12
n2 ,

S6(n) =
1

7
n7 − 1

2
n6 +

1

2
n5 − 1

6
n3 +

1

42
n ,

S7(n) =
1

8
n8 − 1

2
n7 +

7

12
n6 − 7

24
n4 +

1

12
n2 ,

S8(n) =
1

9
n9 − 1

2
n8 +

2

3
n7 − 7

15
n5 +

2

9
n3 +

1

30
n .
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Áåðíóëëè

×èñëà Áåðíóëëè...

Ìû âèäèì çàêîíîìåðíîñòü: â ôîðìóëå äëÿ Sm(n)

I êîýôôèöèåíò ïðè nm+1 âñåãäà ðàâåí
1

m+ 1
;

I êîýôôèöèåíò ïðè nm âñåãäà ðàâåí −1

2
;

I êîýôôèöèåíò ïðè nm−1 âñåãäà ðàâåí
m

12
;

I êîýôôèöèåíò ïðè nm−2 âñåãäà ðàâåí íóëþ;
I êîýôôèöèåíò ïðè nm−3 âñåãäà ðàâåí ...

−m(m− 1)(m− 2)

720
;

I êîýôôèöèåíò ïðè nm−4 âñåãäà ðàâåí íóëþ.

À åñëè ýòó çàêîíîìåðíîñòü ïðîäîëæèòü, òî êîýôôèöèåíò ïðè

nm−k âñåãäà áóäåò èìåòü âèä íåêîòîðîé êîíñòàíòû,

óìíîæåííîé íà mk.

Èìåííî ýòî è îáíàðóæèë Áåðíóëëè.
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Áåðíóëëè

Çàïèñü íàáëþäåíèÿ â Áåðíóëëè ñîâðåìåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ

:::::::::::::
Óòâåðæäåíèå

Sm(n) =
1

m+ 1

(
B0n

m+1+C1
m+1B1n

m+ . . .+Cm
m+1Bmn

)
=

=
1

m+ 1

m∑
k=0

Ck
m+1Bkn

m+1−k.

B0, B1, B2, . . . � ÷èñëà Áåðíóëëè.

Äîêàçàòåëüñòîâî ïî èíäóêöèè, íî ìû äîêàçûâàòü íå áóäåì...

Îïðåäåëåíèå

×èñëà Áåðíóëëè � ÷èñëà {Bn}n∈N0 , îïðåäåëÿåìûå

ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

B0 = 1 ,
n−1∑
j=0

Cj
nBj = 0 , n > 2.

Ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ (ìîæíî ïîêàçàòü ïî èíäóêöèè).
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Áåðíóëëè

×èñëà Áåðíóëëè...

Òàê, C0
2B0 + C1

2B1 = 0, îòêóäà B1 = −1
2 .

Íåñêîëüêî ïåðâûõ ýòèõ âåëè÷èí îêàçûâàþòñÿ òàêèìè:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Bn 1 −1
2

1
6 0 − 1

30 0 1
43 0 − 1

30 0 5
66 0
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Áåðíóëëè

Ä. Áåðíóëëè
Äàíèýëü Áåðíóëëè

(Daniel Bernoulli, 1700�1782)

� øâåéöàðñêèé ôèçèê è ìàòåìàòèê,

îäèí èç ñîçäàòåëåé êèíåòè÷åñêîé

òåîðèè ãàçîâ, ãèäðîäèíàìèêè è

ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Â 1725�1733 ã. ðàáîòàë â Ïåòåðáóðãå,

êóäà ïðèãëàñèë ñâîåãî äðóãà Ë.Ýéëåðà.

Ñûí Èîãàííà Áåðíóëëè, îäèí èç

ïîñëåäíèõ ïðåäñòàâèòåëåé ðîäà Áåðíóëëè

(âñåãî èõ áûëî äåâÿòü), êîòîðûå âíåñëè

ôóíäàìåíòàëüíûé âêëàä â ìàòåìàòèêó, òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è

ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòàòèñòèêó â XVII è XVIII âåêàõ.

Àêàäåìèê è èíîñòðàííûé ïî÷¼òíûé ÷ëåí Ïåòåðáóðãñêîé

àêàäåìèè íàóê, ÷ëåí Àêàäåìèé: Áîëîíñêîé, Áåðëèíñêîé,

Ïàðèæñêîé, Ëîíäîíñêîãî êîðîëåâñêîãî îáùåñòâà.
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ôèáîíà÷÷è

Ðàçäåëû

Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà

×èñëà Áåëëà

Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ñòèðëèíãà I ðîäà

×èñëà Ýéëåðà

×èñëà Áåðíóëëè

×èñëà Ôèáîíà÷÷è

×èñëà Êàòàëàíà



ÌÅÒÎÄÛ ÀÍÀËÈÇÀ ÄÀÍÍÛÕ. ×àñòü VI: Êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû â àíàëèçå ñòðóêòóð 58 / 76

Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ôèáîíà÷÷è

×èñëà Ôèáîíà÷÷è: îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

×èñëà Ôèáîíà÷÷è � ÷èñëà u0, u1, . . ., îïðåäåëÿåìûå
ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

u0 = u1 = 1 , uk = uk−1 + uk−2, k > 2.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

un 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233

×èñëà Ôèáîíà÷÷è (ââåäåíû â 1202 ã. Ëåîíàðäî Ôèááîíà÷÷è)

÷àñòî îáíàðóæèâàþòñÿ â ïðèðîäå. Íàïðèìåð, ñåìå÷êè, ïëîòíî

íàáèòûå â êðóïíóþ �êîðçèíêó� ïîäñîëíóõà, ðàñïîëàãàþòñÿ ïî

ñïèðàëÿì � îáû÷íî ýòî 34 ñïèðàëè, çàêðó÷èâàþùèåñÿ â îäíîì

íàïðàâëåíèè, è 55 ñïèðàëåé � â äðóãîì, êîðçèíêè ïîìåíüøå

èìåòü ñîîòâåòñòâåííî 21 è 34 èëè æå 13 è 21 ñïèðàëü, à

îäíàæäû â Àíãëèè äåìîíñòðèðîâàëñÿ ãèãàíòñêèé ïîäñîëíóõ ñ

89 ñïèðàëÿìè îäíîãî íàïðàâëåíèÿ è 144 � äðóãîãî.
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ôèáîíà÷÷è

Ôèáîíà÷÷è

Ëåîíàðäî Ïèçàíñêèé

(Leonardus Pisanus, 1170�1250)

� êðóïíûé ìàòåìàòèê ñðåäíåâåêîâîé

Åâðîïû, èçâåñòåí ïîä ïðîçâèùåì

Ôèáîíà÷÷è (äàííîì åìó â XIX â.).

Fibonacci � ñîêðàùåíèå îò

ñëîâ ¾�lius Bonacci¿, ïîÿâèâøèõñÿ

íà îáëîæêå åãî ¾Êíèãè àáàêà¿, ìîæåò

îçíà÷àòü ¾óäà÷ëèâûé¿.

Ïî ñëîâàì èñòîðèêà ìàòåìàòèêè À. Ï. Þøêåâè÷à, ¾½Êíèãà

àáàêà� ðåçêî âîçâûøàåòñÿ íàä åâðîïåéñêîé

àðèôìåòèêî-àëãåáðàè÷åñêîé ëèòåðàòóðîé XII�XIV âåêîâ

ðàçíîîáðàçèåì è ñèëîé ìåòîäîâ, áîãàòñòâîì çàäà÷,

äîêàçàòåëüíîñòüþ èçëîæåíèÿ. . . Ïîñëåäóþùèå ìàòåìàòèêè

øèðîêî ÷åðïàëè èç íå¼ êàê çàäà÷è, òàê è ïðè¼ìû èõ ðåøåíèÿ¿.
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ôèáîíà÷÷è

×èñëà Ôèáîíà÷÷è: ñâîéñòâà

Äðóã íà äðóãà íàëîæåíû äâå ñòåêëÿííûå ïëàñòèíêè.

Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ an ïðîõîæäåíèÿ ñâåòà ÷åðåç

ïëàñòèíêè èëè îòðàæåíèÿ îò íèõ ïîñëå èçìåíåíèÿ åãî

íàïðàâëåíèÿ n ðàç? an = un+1:

Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Fk+1Fk−1 − F 2
k = (−1)k+1, n > 1,

íàïðèìåð, 5 · 13− 82 = −1 (îáíàðóæåíî â 1680 ã. ôðàíöóçñêèì

àñòðîíîìîì Æàí-Äîìèíèêîì Êàññèíè, õîòÿ áûëî èçâåñòíî åù¼

Èîãàííó Êåïëåðó â 1608 ã.).
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ôèáîíà÷÷è

×èñëà Ôèáîíà÷÷è: ôîðìóëà äëÿ îáùåãî ÷ëåíà

Ïîñòðîèì ÏÔ F (x) =
∑
k>0

ukx
k äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë

Ôèáîíà÷÷è u0 = u1 = 1, uk = uk−1 + uk−2, k > 2.

F (x) = 1 + x+
∑
k>2

ukx
k = 1 + x+

∑
k>2

(uk−1 + uk−2)x
k =

= 1 + x+ x
∑
k>2

uk−1x
k−1 + x2

∑
k>2

uk−2x
k−2 =

= 1 + x+ x(F (x)− 1) + x2F (x) .

Òàêèì îáðàçîì

F (x) = 1+ 6 x+ xF (x)− 6 x+ x2F (x) ,

F (x)(1− x− x2) = 1 ,

F (x) =
1

1− x− x2
.
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ôèáîíà÷÷è

×èñëà Ôèáîíà÷÷è: ôîðìóëà äëÿ îáùåãî ÷ëåíà...

Ðàçëàãàåì ïîëó÷åííóþ ÏÔ â ðÿä ïî x.
Ñíà÷àëà íàõîäèì ðàçëîæåíèå F (x) íà ïðîñòûå äðîáè:

1− x− x2 = (1− ax)(1− bx) = 1− (a+ b)x+ abx2{
ab = −1,
a+ b = 1,

⇒

a è b � êîðíè z2 − z − 1 = 0 , ò.å. a, b =
1±
√
5

2
.

Ïóñòü a > b: a =
1 +
√
5

2
=

1

ϕ
= ϕ+ 1, b =

1−
√
5

2
= −ϕ

ϕ ≈ 0, 61803 . . . � çîëîòîå ñå÷åíèå (îáîçíà÷åíèå â ÷åñòü

Ôèäèÿ).
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ôèáîíà÷÷è

×èñëà Ôèáîíà÷÷è: ôîðìóëà äëÿ îáùåãî ÷ëåíà...

| | |
0 ϕ 1

1− ϕ
ϕ

=
ϕ

1
⇒ ϕ2 + ϕ− 1 = 0 ⇒ ϕ =

√
5− 1

2
.

Òåïåðü

F (x) =
1

(1− ax)(1− bx)
=

A

1− ax
+

B

1− bx
.

A−Abx+B −Bax = 1 ⇒
{
A+B = 1
Ab+Ba = 0

⇒

⇒ A =
a

a− b
; B = − b

a− b
.
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ôèáîíà÷÷è

×èñëà Ôèáîíà÷÷è: ôîðìóëà äëÿ îáùåãî ÷ëåíà...

Ïîñêîëüêó
1

1− αx
=
∑
k>0

(αx)k, òî

F (x) =
∑
k>0

akxk +B
∑
k>0

bkxk =
∑
k>0

ak+1 − bk+1

a− b
xk .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî a− b =
√
5, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

uk =
1√
5

(1 +
√
5

2

)k+1

−

(
1−
√
5

2

)k+1
.

Ýòà ôîðìóëà âïåðâûå îïóáëèêîâàíà Äàíèýëåì Áåðíóëëè (1728)

è ïåðåîòêðûòà Æàêîì Áèíå (1843).



ÌÅÒÎÄÛ ÀÍÀËÈÇÀ ÄÀÍÍÛÕ. ×àñòü VI: Êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû â àíàëèçå ñòðóêòóð 65 / 76

Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ôèáîíà÷÷è

Ìåòîäîì ëèíåéíûõ ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

� áûëî íàéäåíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ÷èñåë

Ôèáîíà÷÷è: P (x) = x2 − x− 1 = 0, îíî èìååò êîðíè

a, b = 1±
√
5

2 , è ñëåäîâàòåëüíî,

uk = β1a
k + β2b

k = β1

(
1 +
√
5

2

)k

+ β2

(
1−
√
5

2

)k

.

Èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé:{
β1 + β2 = 1
β1a+ β2b = 1

⇒


β1 =

1− b
a− b

=
a

a− b
= A

β2 =
a− 1

a− b
=
−b
a− b

= B

ò.å. ( a+ b = 1, a− b =
√
5) ïîëó÷àåì óæå íàéäåííóþ ôîðìóëó.
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Êàòàëàíà

Ðàçäåëû

Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà

×èñëà Áåëëà

Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ñòèðëèíãà I ðîäà

×èñëà Ýéëåðà

×èñëà Áåðíóëëè

×èñëà Ôèáîíà÷÷è

×èñëà Êàòàëàíà
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Êàòàëàíà

×èñëà Êàòàëàíà â çàäà÷àõ

Çàäà÷à 1. Â êàññó çà áèëåòàìè ñòîèò î÷åðåäü èç 2n ÷åëîâåê, ó

êàæäîãî ïî êóïþðå â 100 èëè 50 ðóá., ïðè÷åì ýòèõ êóïþð â

î÷åðåäè ïîðîâíó � ïî n 50- è 100-ðóáëåâîê.
Áèëåò ñòîèò 50 ðóá., â íà÷àëå ïðîäàæè êàññà ïóñòà.

Íàéòè ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàñïîëîæèòü î÷åðåäü òàê, ÷òîáû êàññèð

âñåãäà ìîã âûäàòü ñäà÷ó.

Îòâåò � n-å ÷èñëî Êàòàëàíà.
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Êàòàëàíà

×èñëà Êàòàëàíà â çàäà÷àõ...

Çàêîäèðóåì î÷åðåäü ñ êóïþðàìè äâîè÷íûì íàáîðîì, çàìåíÿÿ

50-ðóáëåâêè åäèíèöàìè, à 100-ðóáëåâêè � íóëÿìè.

Çàäà÷à 2. Íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ äâîè÷íûõ íàáîðîâ äëèíû

2n, â êîòîðûõ ïîðîâíó íóëåé è åäèíèö, è íà ëþáîì íà÷àëüíîì

îòðåçêå êàæäîãî òàêîãî íàáîðà ÷èñëî åäèíèö íå ìåíåå ÷èñëà

íóëåé. (Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû îãðàíè÷åíèÿ íå áûëî, òî

îòâåòîì, î÷åâèäíî, áûëî áû ÷èñëî Cn
2n = (2n)!

n!n! .)

Ðåøèì çàäà÷ó ïåðåáîðîì

äëÿ n = 3:
1 2 3 4 5 6

1) 1 1 1 0 0 0

2) 1 1 0 1 0 0

3) 1 1 0 0 1 0

4) 1 0 1 1 0 0

5) 1 0 1 0 1 0
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Êàòàëàíà

Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó �

Íàéòè ÷èñëî tk íåèçîìîðôíûõ äâîè÷íûõ äåðåâüåâ ñ k
âåðøèíàìè.

Îòâåò: ýòî ÷èñëà Êàòàëàíà

tk =?
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Êàòàëàíà

×èñëî íåèçîìîðôíûõ äâîè÷íûõ äåðåâüåâ ñ k âåðøèíàìè

ÏÔ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë tk:

C(x) =
∑
k>0

tkx
k.

Èäåÿ: ïðåäñòàâèì BT ñ k + 1-é âåðøèíîé êàê

êîðåíü + ëåâîå ïîääåðåâî + ïðàâîå ïîääåðåâî
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Êàòàëàíà

ÏÔ äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà

Èòàê, t0 = 1, tk+1 =

k∑
j=0

tjtk−j , k > 0.

Îòñþäà:

C(x) = 1 +
∑
k>1

tkx
k = 1 +

∑
k>0

tk+1x
k+1 =

= 1 + x
∑
k>0

( k∑
j=0

tjtk−j

)
xk = 1 + xC2(x)

� ïî ïðàâèëó ïåðåìíîæåíèÿ ðÿäîâ.

Ðåøàÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå xC2(x)−C(x)+ 1 = 0 , ïîëó÷èì

C(x) =
1±
√
1− 4x

2x
. (∗)
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Êàòàëàíà

ÏÔ äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà...

Ðàçëîæèì
√
1− 4x â ðÿä (Ìàêëîðåíà, ÝÏÔ):

(1− 4x)1/2 =
∑
k>0

ak
xk

k!
.

Èìååì

a0 = 1 ;
ak
k!

= (−1)k
(
1/2

k

)
4k =

=
1

k!

(
1

2

)(
1

2
− 1

)(
1

2
− 2

)
. . .

(
1

2
− k + 1

)
· (−2)k2k =

óìíîæàåì íà −2 êàæäóþ èç k ñêîáîê

=
1

k!
(−1)(−1 + 2)(−1 + 4) . . . (−1 + 2k − 2) · 2k =

=
1

k!
(−1) · 1 · 3 · . . . · (2k − 3) · 2k .
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Êàòàëàíà

ÏÔ äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà...

(1− 4x)1/2 = 1−
∑
k>1

1 · 3 · . . . · (2k − 3) · 2k

k!
xk =(

äîìíîæàåì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà 2 · 4 · . . . · (2k − 2)
)

= 1−
∑
k>1

(2k − 2)!2k

k! · 2 · 4 · . . . · (2k − 2)
xk =

(
äåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà 2k−1

)
= 1−

∑
k>1

(2k − 2)!2

k!(k − 1)!
xk = 1−

∑
k>1

2

k

(
2k − 2

k − 1

)
xk =

=
(
äåëàåì çàìåíó k 7→ k + 1

)
= 1−

∑
k>0

2

k + 1

(
2k

k

)
xk+1 .

Ýòîò ðÿä íàäî ïîäñòàâèòü â (∗).
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Êàòàëàíà

ÏÔ äëÿ ÷èñåë Êàòàëàíà...

Ïîíÿòíî, ÷òî èç óñëîâèÿ tk > 0 ïåðåä ðàäèêàëîì íàäî áðàòü

çíàê (−). Îêîí÷àòåëüíî,

C(x) =
∑
k>0

1

k + 1

(
2k

k

)
xk,

è, òàêèì îáðàçîì,

tk =
1

k + 1

(
2k

k

)
=

1

k + 1
Ck
2k � ÷èñëà Êàòàëàíà

Èìååì, íàïðèìåð,

t3 =
1

4

(
6

3

)
=

4 · 5 · 6
1 · 2 · 3 · 4

= 5; t4 =
1

5

(
8

4

)
=

5 · 6 · 7 · 8
1 · 2 · 3 · 4 · 5

= 14;

t5 =
1

6

(
10

5

)
=

1

6
· 10 · 9 · 8 · 7 · 6
1 · 2 · 3 · 4 · 5

= 42.
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Êàòàëàíà

Ý. Êàòàëàí

Ýæåí Øàðëü Êàòàëàí

(Eugene-Charles Catalan, 1814�1894)

� áåëüãèéñêèé ìàòåìàòèê.

Íàïèñàë áîëåå 200 ìåìóàðîâ,

ñòàâÿùèõ åãî â ÷èñëî ëó÷øèõ

ãåîìåòðîâ XIX âåêà.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Êàòàëàíà

áûëà èçâåñòíà åù¼ Ë.Ýéëåðó.
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Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Êàòàëàíà

n-å ÷èñëî Êàòàëàíà ìîæíî îïðåäåëèòü êàê êîëè÷åñòâî �

I ðàçáèåíèé âûïóêëîãî (n+ 2)-óãîëüíèêà íà n
òðåóãîëüíèêîâ n− 1 íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äèàãîíàëÿìè;

I ïðàâèëüíûõ ñêîáî÷íûõ ñòðóêòóð äëèíû 2n;
I ñïîñîáîâ ñîåäèíåíèÿ 2n òî÷åê íà îêðóæíîñòè n
íåïåðåñåêàþùèìèñÿ õîðäàìè;

I íåèçîìîðôíûõ óïîðÿäî÷åííûõ áèíàðíûõ äåðåâüåâ ñ

êîðíåì è n+ 1 ëèñòüÿìè;
I e(2× n);
I ...

Âî II-ì òîìå ìîíîãðàôèè Ð. Ñòåíëè ¾Ïåðå÷èñëèòåëüíàÿ

êîìáèíàòîðèêà¿ ïðèâåäåíî 66 ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ

çàäà÷, â êîòîðûõ ïîÿâëÿþòñÿ ÷èñëà Êàòàëàíà.

Çàìå÷àíèå. Â çàäà÷å îá î÷åðåäè â êàññó âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

î÷åðåäü â êàññó çàäåðæèòñÿ, ðàâíà n
n+1 è ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå

ñ ðîñòîì å¼ äëèíû.
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