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Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îáó÷åíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì

Äàíî: X � ïðîñòðàíñòâî îáúåêòîâ

X ℓ = {x1, . . . , xℓ} ⊂ X � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà, ïðåöåäåíòû
a(x ,w), a : X×W → Y � ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü, ãèïîòåçà

Íàéòè w ∈ W � âåêòîð ïàðàìåòðîâ ìîäåëè a(x ,w)

Êðèòåðèé Empirical Risk Minimization (ERM) � ìèíèìèçàöèÿ
ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà, â îáùåì ñëó÷àå ñ ðåãóëÿðèçàöèåé:

Q(w) =
1

ℓ

ℓ∑
i=1

L (w , xi ) + τR(w) → min
w

L (w , x) � ôóíêöèÿ ïîòåðü (loss function),
òåì áîëüøå, ÷åì õóæå îòâåò ìîäåëè a(x ,w) íà îáúåêòå x

R(w) � ðåãóëÿðèçàòîð, àïðèîðíûå òðåáîâàíèÿ ê ìîäåëè

τ � êîýôôèöèåíò ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ áàëàíñèðîâêè êðèòåðèåâ
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Ãðàäèåíòíûé ìåòîä ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà

Q(w) =
1

ℓ

ℓ∑
i=1

L (w , xi ) + τR(w) → min
w

Ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà:

w (0) := íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå;

w (t+1) := w (t) − h∇wQ(w (t))

ãäå ∇wQ(w) =
(∂Q(w)

∂wj

)N
j=1

� âåêòîð ãðàäèåíòà,

h � ãðàäèåíòíûé øàã, íàçûâàåìûé òàêæå òåìïîì îáó÷åíèÿ

w (t+1) := w (t) − h
(1
ℓ

ℓ∑
i=1

∇wL
(
w (t), xi

)
+ τ∇wR(w (t))

)
Èäåÿ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè: áðàòü ñëó÷àéíîå ïîäìíîæåñòâî
ñëàãàåìûõ, èëè äàæå îäèí îáúåêò, ñðàçó îáíîâëÿÿ âåêòîð âåñîâ

Ê.Â. Âîðîíöîâ (k.v.vorontsov@phystech.edu) ÌÌÌÎ: Ñòîõãðàäèåíò è êëàññèôèêàöèÿ 4 / 38



Ãðàäèåíòíàÿ îïòèìèçàöèÿ â ìàøèííîì îáó÷åíèè
Ìîäåëè êëàññèôèêàöèè íà îñíîâå ðåçäåëèìîñòè

Âåðîÿòíîñòíûå ôóíêöèè ïîòåðü

Îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è â ìàøèííîì îáó÷åíèè
Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòà
Óñêîðåíèå ñõîäèìîñòè è äðóãèå ýâðèñòèêè

Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòà SG (Stochastic Gradient)

Êðèòåðèé ERM: Q(w) =
1

ℓ

ℓ∑
i=1

L (w , xi ) + τR(w) → min
w

Âõîä: âûáîðêà X ℓ, ïàðàìåòðû h, τ , λ;
Âûõîä: âåêòîð âåñîâ w ;

1 èíèöèàëèçèðîâàòü âåñà wj , j = 1, . . . ,N;
2 èíèöèàëèçèðîâàòü îöåíêó Q(w) ïî íåáîëüøîé ïîäâûáîðêå;
3 ïîâòîðÿòü
4 îáúåêò xi âûáðàòü èç X ℓ ñëó÷àéíûì îáðàçîì;
5 ïîòåðÿ: Li := L (w , xi );
6 ãðàäèåíòíûé øàã: w := w − h∇L (w , xi )− hτ ∇R(w);
7 ðåêóððåíòíàÿ îöåíêà êðèòåðèÿ: Q := λLi + (1− λ)Q;

8 ïîêà çíà÷åíèå Q è/èëè âåñà w íå ñîéäóòñÿ;

H. Robbins, S. Monro. A stochastic approximation method. 1951.
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Îòêóäà âçÿëàñü òàêàÿ ðåêóððåíòíàÿ îöåíêà ôóíêöèîíàëà?

Ïðîáëåìà: âû÷èñëåíèå îöåíêè Q ïî âñåé âûáîðêå x1, . . . , xℓ
íàìíîãî äîëüøå ãðàäèåíòíîãî øàãà ïî îäíîìó îáúåêòó xi .

Ðåøåíèå: èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæ¼ííóþ ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó.

Ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå:

Q̄m = 1
mLm + 1

mLm−1 +
1
mLm−2 + . . .

Q̄m = 1
mLm + (1− 1

m )Q̄m−1

Ýêñïîíåíöèàëüíîå ñêîëüçÿùåå ñðåäíåå (ÝÑÑ):

Q̄m = λLm + (1− λ)λLm−1 + (1− λ)2λLm−2 + . . .

Q̄m = λLm + (1− λ)Q̄m−1

Ïàðàìåòð λ (ïîðÿäêà 1
m ) � òåìï çàáûâàíèÿ ïðåäûñòîðèè ðÿäà.
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Ìåòîä íàêîïëåíèÿ èíåðöèè (momentum)

Momentum � ýêñïîíåíöèàëüíîå ñêîëüçÿùåå
ñðåäíåå ãðàäèåíòà ïî ïîñëåäíèì ≈ 1

1−γ
èòåðàöèÿì [Á.Ò.Ïîëÿê, 1964]:

v := γv + (1−γ)∇L (w , xi )

w := w − hv

NAG (Nesterov's accelerated gradient) �
ñòîõàñòè÷åñêèé ãðàäèåíò ñ èíåðöèåé
[Þ.Å.Íåñòåðîâ, 1983]:

v := γv + (1−γ)∇L (w − hγv , xi )

w := w − hv
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Ýâðèñòèêè

1 èíèöèàëèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ w :
ñëó÷àéíàÿ, ïî êîððåëÿöèè, êîìáèíèðîâàííàÿ, ...

2 ïîðÿäîê ïðåäúÿâëåíèÿ îáúåêòîâ:
÷åì áîëüøå Li , òåì âûøå âåðîÿòíîñòü âûáðàòü xi

3 âûáîð ãðàäèåíòíîãî øàãà: ìåòîä ñêîðåéøåãî ñïóñêà

îñíîâàí íà ïîèñêå îïòèìàëüíîãî àäàïòèâíîãî øàãà h∗:

L
(
w − h∇L (w , xi ), xi

)
→ min

h

4 ìóëüòèñòàðò: ìíîãîêðàòíûå çàïóñêè èç ðàçíûõ ñëó÷àéíûõ
íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé è âûáîð ëó÷øåãî ðåøåíèÿ

5 ìåòîä Íüþòîíà-Ðàôñîíà (âòîðîãî ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè):

w := w−h
(
L ′′(w , xi )

)−1∇L (w , xi ), L ′′ � ìàòðèöà Ãåññå

(â ÷àñòíîñòè, äèàãîíàëüíûé ìåòîä Ëåâåíáåðãà-Ìàðêâàðäòà)
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Äèàãîíàëüíûé ìåòîä Ëåâåíáåðãà-Ìàðêâàðäòà

Ìåòîä Íüþòîíà-Ðàôñîíà:

w := w − h
(
L ′′(w , xi )

)−1∇L (w , xi ),

ãäå L ′′(w , xi ) =
(
∂2L (w ,xi )
∂wj∂wj′

)
� ãåññèàí, n×n-ìàòðèöà

Ýâðèñòèêà. Ñ÷èòàåì, ÷òî ãåññèàí äèàãîíàëåí:

wj := wj − hmax

{
µ,

∂2L (w , xi )

∂w2
j

}−1
∂L (w , xi )

∂wj
,

h > 0 � òåìï îáó÷åíèÿ, ìîæíî ïîëàãàòü h = 1,
µ > 0 � ïàðàìåòð, ïðåäîòâðàùàþùèé îáíóëåíèå çíàìåíàòåëÿ.

Âáëèçè ìèíèìóìà ñõîäèìîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà ñ òåìïîì h
Âäàëè îò ìèíèìóìà ñõîäèìîñòü ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ òåìïîì h

µ

Ê.Â. Âîðîíöîâ (k.v.vorontsov@phystech.edu) ÌÌÌÎ: Ñòîõãðàäèåíò è êëàññèôèêàöèÿ 9 / 38



Ãðàäèåíòíàÿ îïòèìèçàöèÿ â ìàøèííîì îáó÷åíèè
Ìîäåëè êëàññèôèêàöèè íà îñíîâå ðåçäåëèìîñòè

Âåðîÿòíîñòíûå ôóíêöèè ïîòåðü

Îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è â ìàøèííîì îáó÷åíèè
Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòà
Óñêîðåíèå ñõîäèìîñòè è äðóãèå ýâðèñòèêè

Ìåòîä SG: äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè

Äîñòîèíñòâà:

1 ïðîñòîòà: îòíîñèòåëüíî ëåãêî ðåàëèçóåòñÿ

2 óíèâåðñàëüíîñòü: äëÿ ëþáûõ a(x ,w), L (w , x), R(w)

3 ïîòî÷íîñòü: âîçìîæíîñòü îáó÷åíèÿ íà ïîòîêå äàííûõ

4 ïîäõîäèò äëÿ îáðàáîòêè áîëüøèõ äàííûõ:

� ìîæíî ïîëó÷èòü íåïëîõîå ðåøåíèå, óñïåâ îáðàáîòàòü
ëèøü ìàëóþ ÷àñòü îáó÷àþùåé âûáîðêè

� ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ áûñòðåå è ëó÷øå áîëåå ñëîæíûõ
è ðåñóðñî¼ìêèõ ìåòîäîâ âòîðîãî ïîðÿäêà

Íåäîñòàòêè:

1 ïîäáîð êîìïëåêñà ýâðèñòèê ÿâëÿåòñÿ èñêóññòâîì
(íå çàáûòü ïðî ïåðåîáó÷åíèå, çàñòðåâàíèå, ðàñõîäèìîñòü)
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Çàäà÷à áèíàðíîé êëàññèôèêàöèè

Äàíî: îáó÷àþùàÿ âûáîðêà (xi , yi )
ℓ
i=1, yi ∈ {−1,+1}

Íàéòè: âåêòîð w ìîäåëè êëàññèôèêàöèè a(x ,w) = sign b(x ,w)
Êðèòåðèé: min àïïðîêñèìèðîâàííîãî ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà

ℓ∑
i=1

[
b(xi ,w)yi < 0

]
⩽

ℓ∑
i=1

L
(
b(xi ,w)yi

)
→ min

w

Óáûâàþùèå ôóíêöèè ïîòåðü L(M) îò îòñòóïà M = b(x ,w)y(x):
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Êàæäàÿ èç ýòèõ ôóíêöèé ïðèäà¼ò ìîäåëè îñîáûå ñâîéñòâà
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Íåïðåðûâíûå àïïðîêñèìàöèè ïîðîãîâîé ôóíêöèè ïîòåðü

Âûáîð ôóíêöèè ïîòåðü L(M) ïîðîæäàåò áîëüøîå ðàçíîîáðàçèå
ìåòîäîâ, îòëè÷àþùèõñÿ ïîëåçíûìè ñâîéñòâàìè (ýòî ñïîéëåð)
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[M < 0] ïîðîãîâàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü
V = (1−M)+ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ (ìåòîä îïîðíûõ âåêòîðîâ, SVM)
H = (−M)+ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ (ïðàâèëî Õýááà, Hebb's rule)

L = log2(1+ e−M) ëîãàðèôìè÷åñêàÿ (ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ, LR)
Q = (1−M)2 êâàäðàòè÷íàÿ (ëèíåéíûé äèñêðèìèíàíò Ôèøåðà, FLD)

S = 2(1+ eM)−1 ñèãìîèäíàÿ (èñêóññòâåííûé íåéðîííûå ñåòè, ANN)

E = e−M ýêñïîíåíöèàëüíàÿ (ëèíåéíûé àíñàìáëü AdaBoost)
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Áèíàðíûé ðàçäåëÿþùèé êëàññèôèêàòîð (margin-based classi�er)

Áèíàðíûé êëàññèôèêàòîð: a(x ,w) = sign b(x ,w), Y = {−1,+1}
b(x ,w) � ðàçäåëÿþùàÿ (äèñêðèìèíàíòíàÿ) ôóíêöèÿ

{x : b(x ,w) = 0} � ðàçäåëÿþùàÿ ïîâåðõíîñòü ìåæäó êëàññàìè

Mi (w) = b(xi ,w)yi � îòñòóï (margin) îáúåêòà xi
Mi (w) < 0 ⇐⇒ ìîäåëü a(x ,w) îøèáàåòñÿ íà xi

Ðàíæèðîâàíèå îáúåêòîâ ïî âîçðàñòàíèþ îòñòóïîâ Mi (w):
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Çàäà÷à ìíîãîêëàññîâîé êëàññèôèêàöèè (multiclass classi�cation)

Äàíî: îáó÷àþùàÿ âûáîðêà (xi , yi )
ℓ
i=1, yi ∈ Y , |Y | < ∞

Íàéòè: âåêòîð w =
(
wy : y ∈Y

)
ìîäåëè êëàññèôèêàöèè

a(x ,w) = argmax
y∈Y

by (x ,wy )

ãäå by (x ,wy ) îòäåëÿåò îáúåêòû êëàññà y îò âñåõ îñòàëüíûõ,
Miy (w) = byi (xi ,wyi )− by (xi ,wy ) � îòñòóï îáúåêòà xi ïî êëàññó y

Êðèòåðèé ERM ¾êàæäûé ïðîòèâ âñåõ¿ (one-vs.-all, OvA):

Q(w) =
ℓ∑

i=1

∑
y ̸=yi

[
Miy (w) < 0

]
⩽

ℓ∑
i=1

∑
y ̸=yi

L
(
Miy (w)

)
→ min

w
,

ãäå ôóíêöèÿ L(M) âûáèðàåòñÿ, êàê ïðàâèëî, íåâîçðàñòàþùåé
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Îøèáêè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà

Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè íà äâà êëàññà: yi , a(xi ,w) ∈ {−1,+1}
ìîäåëü êëàññèôèêàöèè ó÷èòåëü

TP, True Positive a(xi ) = +1 yi = +1
TN, True Negative a(xi ) = −1 yi = −1
FP, False Positive a(xi ) = +1 yi = −1
FN, False Negative a(xi ) = −1 yi = +1

FP: ëîæíîïîëîæèòåëüíî, îøèáêà I ðîäà, ¾ëîæíàÿ òðåâîãà¿
FN: ëîæíîîòðèöàòåëüíî, îøèáêà II ðîäà, ¾ïðîïóñê öåëè¿

Ïðàâèëüíîñòü êëàññèôèêàöèè (÷åì áîëüøå, òåì ëó÷øå):

Accuracy =
1

ℓ

ℓ∑
i=1

[
a(xi ) = yi

]
=

TP+ TN

FP+ FN+ TP+ TN

Íåäîñòàòîê: íå ó÷èòûâàåòñÿ äèñáàëàíñ ÷èñëåííîñòè êëàññîâ,
à òàêæå ðàçëè÷èå öåíû îøèáêè I è II ðîäà.
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ROC-êðèâàÿ (Receiver Operating Characteristic)

Áèíàðíûé êëàññèôèêàòîð: a(x ;w ,w0) = sign
(
b(x ,w)− w0

)
Êðèâàÿ ROC: êàê ìåíÿåòñÿ êà÷åñòâî a ïðè âàðüèðîâàíèè w0

(÷åì áîëüøå w0, òåì áîëüøå xi , íà êîòîðûõ a(xi ) = −1)
ïî îñè X: äîëÿ îøèáî÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ êëàññèôèêàöèé

(FPR � false positive rate):

FPR(a) =
FP

FP+ TN
=

∑ℓ
i=1[yi = −1][a(xi ;w ,w0) = +1]∑ℓ

i=1[yi = −1]
1− FPR(a) íàçûâàåòñÿ ñïåöèôè÷íîñòüþ àëãîðèòìà a
ïî îñè Y: äîëÿ ïðàâèëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ êëàññèôèêàöèé

(TPR � true positive rate):

TPR(a) =
TP

TP+ FN
=

∑ℓ
i=1[yi = +1][a(xi ;w ,w0) = +1]∑ℓ

i=1[yi = +1]

TPR(a) íàçûâàåòñÿ òàêæå ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ àëãîðèòìà a
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Ïëîùàäü ïîä ROC-êðèâîé AUC (Area Under Curve)

ABCDE � ïîëîæåíèÿ ïîðîãà w0 íà îñè çíà÷åíèé ôóíêöèè b
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Àëãîðèòì ýôôåêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ ROC-êðèâîé

Âõîä: âûáîðêà {xi}ℓi=1; äèñêðèìèíàíòíàÿ ôóíêöèÿ b(x ,w);
Âûõîä: ROC-êðèâàÿ (Xj ,Yj)

k
j=0, k ⩽ ℓ è ïëîùàäü AUC

1 ℓy :=
∑ℓ

i=1[yi = y ], äëÿ âñåõ y ∈ Y ;
2 óïîðÿäî÷èòü {xi} ïî óáûâàíèþ bi = b(xi ,w): b1 ⩾ . . . ⩾ bℓ;
3 (X0,Y0) := (0, 0); AUC := 0; ∆X := 0; ∆Y := 0; j := 1;

4 äëÿ i := 1, . . . , ℓ
5 ∆X := ∆X + 1

ℓ−
[yi = −1];

6 ∆Y := ∆Y + 1
ℓ+
[yi = +1];

7 åñëè (bi ̸= bi−1) òî
8 Xj := Xj−1 +∆X ;
9 Yj := Yj−1 +∆Y ;

10 AUC := AUC+ 1
2

(
Yj−1 + Yj

)
∆X ;

11 j := j + 1; ∆X := 0; ∆Y := 0;
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Çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ïëîùàäè ïîä êðèâîé ROC-AUC

Áèíàðíûé êëàññèôèêàòîð: a(x ;w ,w0) = sign
(
b(x ,w)− w0

)
AUC � ýòî äîëÿ ïðàâèëüíî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (xi , xj):

AUC(w) =
1

ℓ−

ℓ∑
i=1

[
yi = −1

]
TPRi =

=
1

ℓ−ℓ+

ℓ∑
i=1

ℓ∑
j=1

[
yi < yj

][
b(xi ,w) < b(xj ,w)

]
→ max

w

Êðèòåðèé: ìàêñèìóì àïïðîêñèìèðîâàííîãî AUC:

1− AUC(w) ⩽ Q(w) =
∑

i ,j : yi<yj

L
(
b(xj ,w)− b(xi ,w)︸ ︷︷ ︸

Mij (w)

)
→ min

w

ãäå L(M) � óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ïîïàðíîãî îòñòóïà Mij(w)

Ìåòîä SG: øàã ïî ñëó÷àéíûì ïàðàì îáúåêòîâ (xi , xj): yi < yj

w := w − h L′(Mij(w)) · ∇w

(
b(xj ,w)− b(xi ,w)

)
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Òî÷íîñòü è ïîëíîòà áèíàðíîé êëàññèôèêàöèè

Â èíôîðìàöèîííîì ïîèñêå íå âàæåí TN:

Òî÷íîñòü, Precision = TP
TP+FP

Ïîëíîòà, Recall = TP
TP+FN

Precision � äîëÿ ðåëåâàíòíûõ ñðåäè íàéäåííûõ
Recall � äîëÿ íàéäåííûõ ñðåäè ðåëåâàíòíûõ

Â ìåäèöèíñêîé äèàãíîñòèêå âàæíî âñ¼:

×óâñòâèòåëüíîñòü, Sensitivity = TP
TP+FN

Ñïåöèôè÷íîñòü, Speci�city = TN
TN+FP

Sensitivity � äîëÿ âåðíûõ ïîëîæèòåëüíûõ äèàãíîçîâ
Speci�city � äîëÿ âåðíûõ îòðèöàòåëüíûõ äèàãíîçîâ

Ê.Â. Âîðîíöîâ (k.v.vorontsov@phystech.edu) ÌÌÌÎ: Ñòîõãðàäèåíò è êëàññèôèêàöèÿ 20 / 38



Ãðàäèåíòíàÿ îïòèìèçàöèÿ â ìàøèííîì îáó÷åíèè
Ìîäåëè êëàññèôèêàöèè íà îñíîâå ðåçäåëèìîñòè

Âåðîÿòíîñòíûå ôóíêöèè ïîòåðü

Ðàçäåëÿþùèå ìîäåëè êëàññèôèêàöèè
Àíàëèç îøèáîê êëàññèôèêàöèè
Ëèíåéíûå ìîäåëè, ïåðåîáó÷åíèå è ðåãóëÿðèçàöèÿ

Òî÷íîñòü è ïîëíîòà ìíîãîêëàññîâîé êëàññèôèêàöèè

Äëÿ êàæäîãî êëàññà y ∈ Y :
TPy � âåðíûå ïîëîæèòåëüíûå
FPy � ëîæíûå ïîëîæèòåëüíûå
FNy � ëîæíûå îòðèöàòåëüíûå

Òî÷íîñòü è ïîëíîòà ñ ìèêðîóñðåäíåíèåì:

Precision: P =

∑
y TPy∑

y (TPy + FPy )
;

Recall: R =

∑
y TPy∑

y (TPy + FNy )
;

Ìèêðîóñðåäíåíèå íå ÷óâñòâèòåëüíî
ê îøèáêàì íà ìàëî÷èñëåííûõ êëàññàõ
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Òî÷íîñòü è ïîëíîòà ìíîãîêëàññîâîé êëàññèôèêàöèè

Äëÿ êàæäîãî êëàññà y ∈ Y :
TPy � âåðíûå ïîëîæèòåëüíûå
FPy � ëîæíûå ïîëîæèòåëüíûå
FNy � ëîæíûå îòðèöàòåëüíûå

Òî÷íîñòü è ïîëíîòà ñ ìàêðîóñðåäíåíèåì:

Precision: P =
1

|Y |
∑
y

TPy

TPy + FPy
;

Recall: R =
1

|Y |
∑
y

TPy

TPy + FNy
;

Ìàêðîóñðåäíåíèå ÷óâñòâèòåëüíî
ê îøèáêàì íà ìàëî÷èñëåííûõ êëàññàõ
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Êðèâûå ROC è Precision-Recall

Áèíàðíûé êëàññèôèêàòîð: a(x ;w ,w0) = sign
(
b(x ,w)− w0

)
Êàæäàÿ òî÷êà êðèâîé ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ ïîðîãà w0

AUROC � ïëîùàäü ïîä ROC-êðèâîé
AUPRC � ïëîùàäü ïîä êðèâîé Precision-Recall

Ïðèìåðû èç Python scikit learn: http://scikit-learn.org/dev
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Àíàëèç îøèáîê êëàññèôèêàöèè
Ëèíåéíûå ìîäåëè, ïåðåîáó÷åíèå è ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ëèíåéíûé êëàññèôèêàòîð � ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íåéðîíà

Ìîäåëü ÌàêÊàëëîêà-Ïèòòñà [1943] ïðè wj ∈ {−∞, 1}, σ = sign;
ïåðñåïòðîí Ðîçåíáëàòòà [1957] ïðè wj ∈ R, σ = sign:

a(x ,w) = σ

(
n∑

j=1

wj fj(x)− w0

)
= σ

(
⟨w , x⟩ − w0

)
,

σ(z) � ôóíêöèÿ àêòèâàöèè (íàïðèìåð, sign, th èëè 1
1+e−z ),

wj � âåñîâûå êîýôôèöèåíòû ñèíàïòè÷åñêèõ ñâÿçåé,
w0 � ïîðîã àêòèâàöèè, îí æå âåñ ïðèçíàêà f0(x) ≡ −1

x1

x2

· · ·

xn

∑
σ a

w1

''w2 --
...

wn

77
//

−1

w0

NN
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Ãðàäèåíòíàÿ îïòèìèçàöèÿ â ìàøèííîì îáó÷åíèè
Ìîäåëè êëàññèôèêàöèè íà îñíîâå ðåçäåëèìîñòè

Âåðîÿòíîñòíûå ôóíêöèè ïîòåðü

Ðàçäåëÿþùèå ìîäåëè êëàññèôèêàöèè
Àíàëèç îøèáîê êëàññèôèêàöèè
Ëèíåéíûå ìîäåëè, ïåðåîáó÷åíèå è ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ïðîáëåìà ïåðåîáó÷åíèÿ â ëèíåéíûõ ìîäåëÿõ

a(x ,w) = sign⟨w , x⟩ � ëèíåéíûé áèíàðíûé êëàññèôèêàòîð
a(x ,w) = ⟨w , x⟩ � ëèíåéíàÿ ìîäåëü ðåãðåññèè

Ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòü � ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ïðèçíàêîâ:

∃u ∈ Rn: ∀x ∈ X ⟨u, x⟩ = 0

íååäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ: ∀γ ∈ R ⟨w , x⟩ = ⟨w+γu, x⟩

Ýòî ïðèâîäèò ê íåóñòîé÷èâîñòè è ïåðåîáó÷åíèþ:

íåóñòîé÷èâîñòü: ñëèøêîì áîëüøèå âåñà |wj | ðàçíûõ çíàêîâ
ïåðåîáó÷åíèå: Q(w∗,X ℓ) ≪ Q(w∗,X k)

Êàê óìåíüøèòü ïåðåîáó÷åíèå:

ðåãóëÿðèçàöèÿ ∥w∥ → min (ñîêðàùåíèå âåñîâ, weight decay)

îòáîð ïðèçíàêîâ: f1, . . . , fn → fj1 , . . . , fjm , m ≪ n

ïðåîáðàçîâàíèå ïðèçíàêîâ: f1, . . . , fn → g1, . . . , gm, m ≪ n
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Ðàçäåëÿþùèå ìîäåëè êëàññèôèêàöèè
Àíàëèç îøèáîê êëàññèôèêàöèè
Ëèíåéíûå ìîäåëè, ïåðåîáó÷åíèå è ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ðåãóëÿðèçàöèÿ ïî L2-íîðìå (ñîêðàùåíèå âåñîâ, weight decay)

Øòðàô çà óâåëè÷åíèå íîðìû âåêòîðà âåñîâ:

Lτ (w , xi ) = L (w , xi ) +
τ

2
∥w∥2 = L (w , xi ) +

τ

2

n∑
j=1

w2
j → min

w
.

Ãðàäèåíò:
∇Lτ (w , xi ) = ∇L (w , xi ) + τw .

Ìîäèôèêàöèÿ ãðàäèåíòíîãî øàãà â ìåòîäå SG:

w := w(1− hτ)− h∇L (w , xi ).

Ìåòîäû ïîäáîðà êîýôôèöèåíòà ðåãóëÿðèçàöèè τ :
1 hold-out èëè ñêîëüçÿùèé êîíòðîëü
2 ñòîõàñòè÷åñêàÿ àäàïòàöèÿ: ÷àùå âûáèðàåì òàêèå çíà÷åíèÿ

èç ñåòêè {τk}, êîòîðûå â ñðåäíåì áîëåå óñïåøíû
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Ãðàäèåíòíàÿ îïòèìèçàöèÿ â ìàøèííîì îáó÷åíèè
Ìîäåëè êëàññèôèêàöèè íà îñíîâå ðåçäåëèìîñòè

Âåðîÿòíîñòíûå ôóíêöèè ïîòåðü

Ðàçäåëÿþùèå ìîäåëè êëàññèôèêàöèè
Àíàëèç îøèáîê êëàññèôèêàöèè
Ëèíåéíûå ìîäåëè, ïåðåîáó÷åíèå è ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ðåãóëÿðèçàöèÿ ïî L1-íîðìå äëÿ îòáîðà ïðèçíàêîâ

LASSO � Least Absolute Shrinkage and Selection Operator

Q(w) + τ

n∑
j=1

|wj |p → min
w

⇐⇒


Q(w) → min

w
;

n∑
j=1

|wj |p ⩽ κ;

n∑
j=1

|wj | ⩽ κ
n∑

j=1

w2
j ⩽ κ

ElasticNet: τ |wj |+ λ|wj |2 � è òàê òîæå ìîæíî (íî íå ñåãîäíÿ)

T.Hastie, R.Tibshirani, J.Friedman. The Elements of Statistical Learning. 2017.
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Ãðàäèåíòíàÿ îïòèìèçàöèÿ â ìàøèííîì îáó÷åíèè
Ìîäåëè êëàññèôèêàöèè íà îñíîâå ðåçäåëèìîñòè

Âåðîÿòíîñòíûå ôóíêöèè ïîòåðü

Ðàçäåëÿþùèå ìîäåëè êëàññèôèêàöèè
Àíàëèç îøèáîê êëàññèôèêàöèè
Ëèíåéíûå ìîäåëè, ïåðåîáó÷åíèå è ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ñðàâíåíèå L2 è L1 ðåãóëÿðèçàöèè

Çàâèñèìîñòü âåñîâ wj îò ïàðàìåòðà ñåëåêòèâíîñòè τ

Â LASSO ñ óâåëè÷åíèåì τ óñèëèâàåòñÿ îòáîð ïðèçíàêîâ

Ê.Â. Âîðîíöîâ (k.v.vorontsov@phystech.edu) ÌÌÌÎ: Ñòîõãðàäèåíò è êëàññèôèêàöèÿ 28 / 38



Ãðàäèåíòíàÿ îïòèìèçàöèÿ â ìàøèííîì îáó÷åíèè
Ìîäåëè êëàññèôèêàöèè íà îñíîâå ðåçäåëèìîñòè
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Ðàçäåëÿþùèå ìîäåëè êëàññèôèêàöèè
Àíàëèç îøèáîê êëàññèôèêàöèè
Ëèíåéíûå ìîäåëè, ïåðåîáó÷åíèå è ðåãóëÿðèçàöèÿ

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ îòáîðà ïðèçíàêîâ

Ñðàâíåíèå ðåãóëÿðèçàòîðîâ ïî ðàçëè÷íûì Lp-íîðìàì:

Íåãëàäêîñòü ðåãóëÿðèçàòîðà ïðèâîäèò ê îòáîðó ïðèçíàêîâ
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Ãðàäèåíòíàÿ îïòèìèçàöèÿ â ìàøèííîì îáó÷åíèè
Ìîäåëè êëàññèôèêàöèè íà îñíîâå ðåçäåëèìîñòè

Âåðîÿòíîñòíûå ôóíêöèè ïîòåðü

Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ
Âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü êëàññèôèêàöèè
Ïðèìåð. Çàäà÷à êðåäèòíîãî ñêîðèíãà

Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ äëÿ áèíàðíîé êëàññèôèêàöèè

Äàíî: îáó÷àþùàÿ âûáîðêà (xi , yi )
ℓ
i=1, xi ∈ Rn, yi ∈ {−1,+1}

Íàéòè: ïàðàìåòðû w ∈ Rn ëèíåéíîé ìîäåëè êëàññèôèêàöèè

a(x ,w) = sign
n∑

j=1

wj fj(x) = sign ⟨w , x⟩

Êðèòåðèé min àïïðîêñèìèðîâàííîãî ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà:
ℓ∑

i=1

L
(
⟨w , xi ⟩yi
margin

)
→ min

w

ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü:

[M < 0] ⩽ L(M) = ln
(
1+ e−M

) -3,0 -2,5 -2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

3,0

3,5

M

L(M)

Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè êëàññîâ:

P(y |x ,w) = σ(⟨w , x⟩y)
σ(M) = 1

1+e−M � ñèãìîèäíàÿ ôóíêöèÿ
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

M

σ(M)
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Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ
Âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü êëàññèôèêàöèè
Ïðèìåð. Çàäà÷à êðåäèòíîãî ñêîðèíãà

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðàâäîïîäîáèÿ

Ïóñòü X × Y � â.ï. ñ ïëîòíîñòüþ p(x , y)
Ïóñòü X ℓ � ïðîñòàÿ (i.i.d.) âûáîðêà: (xi , yi )

ℓ
i=1 ∼ p(x , y)

Çàäà÷à: ïî âûáîðêå X ℓ îöåíèòü ïëîòíîñòü p(x , y)

p(x , y) = P(y |x ,w)p(x) � ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ïëîòíîñòè:
P(y |x ,w) � ìîäåëü óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè êëàññîâ, ïàðàìåòð w
p(x) � íåèçâåñòíîå è íåïàðàìåòðèçóåìîå ðàñïðåäåëåíèå íà X

Ìàêñèìóì ïðàâäîïîäîáèÿ (Maximum Likelihood Estimate, MLE):

p(X ℓ,w) =
ℓ∏

i=1

p(xi , yi ) =
ℓ∏

i=1

P(yi |xi ,w)HHHp(xi ) → max
w

Ìàêñèìóì ëîãàðèôìà ïðàâäîïîäîáèÿ (log-likelihood, log-loss):

QMLE(w) =
ℓ∑

i=1

logP(yi |xi ,w) → max
w
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Âåðîÿòíîñòíûå ôóíêöèè ïîòåðü

Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ
Âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü êëàññèôèêàöèè
Ïðèìåð. Çàäà÷à êðåäèòíîãî ñêîðèíãà

Ñâÿçü ïðàâäîïîäîáèÿ è àïïðîêñèìàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà

Ìàêñèìèçàöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ â çàäà÷å êëàññèôèêàöèè,
ãäå P(y |x ,w) � ìîäåëü óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè êëàññà y :

QMLE(w) =
ℓ∑

i=1

logP(yi |xi ,w) → max
w

Ìèíèìèçàöèÿ àïïðîêñèìèðîâàííîãî ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà,
ãäå b(x ,w) � ìîäåëü ðàçäåëÿþùåé ïîâåðõíîñòè, Y = {±1}:

QERM(w) =
ℓ∑

i=1

L
(
yib(xi ,w)

)
→ min

w

Ýòè äâà ïðèíöèïà ýêâèâàëåíòíû, åñëè ïîëîæèòü

− logP(yi |xi ,w) = L
(
yib(xi ,w)

)
ìîäåëü P(y |x ,w) ⇄ ìîäåëü b(x ,w) è L(M)
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Âåðîÿòíîñòíûå ôóíêöèè ïîòåðü

Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ
Âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü êëàññèôèêàöèè
Ïðèìåð. Çàäà÷à êðåäèòíîãî ñêîðèíãà

Âåðîÿòíîñòíûé ñìûñë ðåãóëÿðèçàöèè

P(y |x ,w) � âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü äàííûõ
p(w ; γ) � àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè
γ � âåêòîð ãèïåðïàðàìåòðîâ

Òåïåðü âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò ïîÿâëåíèå íå òîëüêî
äàííûõ X ℓ, íî è ñàìîé çàäà÷è êàê ìîäåëè w èç W

Ñîâìåñòíîå ïðàâäîïîäîáèå äàííûõ è ìîäåëè:

p(X ℓ,w) = p(X ℓ|w) p(w ; γ).

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè

(Maximum a Posteriori Probability, MAP):

QMAP(w) = ln p(X ℓ,w) =
ℓ∑

i=1

lnP(yi |xi ,w)︸ ︷︷ ︸
QMLE(w)

+ ln p(w ; γ)︸ ︷︷ ︸
ðåãóëÿðèçàòîð

→ max
w
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Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ
Âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü êëàññèôèêàöèè
Ïðèìåð. Çàäà÷à êðåäèòíîãî ñêîðèíãà

Ïðèìåðû: àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ Ãàóññà è Ëàïëàñà

Ïóñòü âåñà wj íåçàâèñèìû, Ewj = 0, Dwj = C .

Ðàñïðåäåëåíèå Ãàóññà è êâàäðàòè÷íûé (L2) ðåãóëÿðèçàòîð:

p(w ;C ) =
1

(2πC )n/2
exp

(
−∥w∥2

2C

)
, ∥w∥2 =

n∑
j=1

w2
j

− ln p(w ;C ) = 1
2C ∥w∥2 +���const

Ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà è àáñîëþòíûé (L1) ðåãóëÿðèçàòîð:

p(w ;C ) =
1

(2C )n
exp

(
−∥w∥

C

)
, ∥w∥ =

n∑
j=1

|wj |

− ln p(w ;C ) = 1
C ∥w∥+���const

C � ãèïåðïàðàìåòð, τ= 1
C � êîýôôèöèåíò ðåãóëÿðèçàöèè

×åì ìåíüøå äèñïåðñèÿ, òåì ñèëüíåå ðåãóëèðèçàöèÿ
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Ïðèìåð. Çàäà÷à êðåäèòíîãî ñêîðèíãà

Ïðèìåð. Áèíàðèçàöèÿ ïðèçíàêîâ è ñêîðèíãîâàÿ êàðòà

Çàäà÷à êðåäèòíîãî ñêîðèíãà:

xi � çà¼ìùèêè

yi = −1 (bad),+1 (good)

Áèíàðèçàöèÿ ïðèçíàêîâ fj(x):

bjk(x) =
[
fj(x) èç k-ãî èíòåðâàëà

]
Ëèíåéíàÿ ìîäåëü êëàññèôèêàöèè:

a(x ,w) = sign
∑
j ,k

wjkbjk(x).

Âåñ ïðèçíàêà wjk ðàâåí åãî âêëàäó
â îáùóþ ñóììó áàëëîâ (score).

ïðèçíàê j èíòåðâàë k wjk
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Ìîäåëè êëàññèôèêàöèè íà îñíîâå ðåçäåëèìîñòè

Âåðîÿòíîñòíûå ôóíêöèè ïîòåðü

Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ
Âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü êëàññèôèêàöèè
Ïðèìåð. Çàäà÷à êðåäèòíîãî ñêîðèíãà

Îöåíèâàíèå ðèñêîâ â ñêîðèíãå

Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ íå òîëüêî
îïðåäåëÿåò âåñà w , íî è îöåíèâàåò
àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè êëàññîâ

P(y |x ,w) =
1

1+ e−⟨w ,x⟩y
-6 -4 -2 0 2 4 6

0

0.5

1.0

Îöåíêà ðèñêà (ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ) ïîòåðü îáúåêòà x :

R(x) =
∑
y∈Y

Dxy P(y |x ,w),

ãäå Dxy � âåëè÷èíà ïîòåðè äëÿ îáúåêòà x ñ èñõîäîì y .

Îöåíêà ãîâîðèò î òîì, ñêîëüêî ìû ïîòåðÿåì â ñðåäíåì.
Íî ñêîëüêî ìû ïîòåðÿåì â õóäøåì ñëó÷àå?
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Ìîäåëè êëàññèôèêàöèè íà îñíîâå ðåçäåëèìîñòè

Âåðîÿòíîñòíûå ôóíêöèè ïîòåðü

Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ
Âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü êëàññèôèêàöèè
Ïðèìåð. Çàäà÷à êðåäèòíîãî ñêîðèíãà

Ìåòîäèêà VaR (Value at Risk)

Ñòîõàñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå: N = 104 ðàç

äëÿ êàæäîãî xi ðàçûãðûâàåòñÿ èñõîä yi ∼ P(y |xi );
âû÷èñëÿåòñÿ ñóììà ïîòåðü ïî ïîðòôåëþ V =

∑ℓ
i=1Dxiyi ;

99%-êâàíòèëü ýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðü
îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó ðåçåðâèðóåìîãî êàïèòàëà

Распределение возможных потерь по портфелюРаспределение возможных потерь по портфелю

-2000 -1500 -1000 -500 0 500 1000 1500 2000

0.0005

0.0010

сумма потерь

плотность вероятности

VaR
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Ìîäåëè êëàññèôèêàöèè íà îñíîâå ðåçäåëèìîñòè

Âåðîÿòíîñòíûå ôóíêöèè ïîòåðü

Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ
Âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü êëàññèôèêàöèè
Ïðèìåð. Çàäà÷à êðåäèòíîãî ñêîðèíãà

Ðåçþìå â êîíöå ëåêöèè

Ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòà (SG)
� ïîäõîäèò äëÿ ëþáûõ ìîäåëåé è ôóíêöèé ïîòåðü
� ïîäõîäèò äëÿ îáó÷åíèÿ ïî áîëüøèì äàííûì

Àïïðîêñèìàöèÿ ïîðîãîâîé ôóíêöèè ïîòåðü L(M)
ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ãðàäèåíòíóþ îïòèìèçàöèþ

Ôóíêöèè L(M), øòðàôóþùèå çà ïðèáëèæåíèå ê ãðàíèöå
êëàññîâ, óâåëè÷èâàþò çàçîð ìåæäó êëàññàìè,
áëàãîäàðÿ ÷åìó ïîâûøàåòñÿ íàä¼æíîñòü êëàññèôèêàöèè

Èçìåðåíèÿ êà÷åñòâà: Acc, Sen, Sp, P , R , F1, AUC, log-loss

Ðåãóëÿðèçàöèÿ ñíèæàåò ïåðåîáó÷åíèå, âîçíèêàþùåå
â ëèíåéíûõ ìîäåëÿõ èç-çà ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè

Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ � ìåòîä êëàññèôèêàöèè,
îöåíèâàþùèé óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè êëàññîâ P(y |x)
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