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Ãëàâà 1

Èíôîðìàöèîííûé ïîäõîä

â ðàñïîçíàâàíèè îáðàçîâ

1.1 Èíôîðìàöèÿ ïî Õàðòëè

Îïðåäåëåíèå 1.1 (èíôîðìàöèÿ ïî Õàðòëè). Åñëè Ω � êî-
íå÷íîå ìíîæåñòâî, òî èíôîðìàöèÿ I(ω) åãî ýëåìåíòà
ω ∈ Ω åñòü âåëè÷èíà

I(ω) = log
∣∣Ω∣∣.

Åñëè íà Ω çàäàíî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼,
òî èíôîðìàöèÿ I∼(ω) ýëåìåíòà ω ïî ýêâèâàëåíòíî-
ñòè ω åñòü

I∼(ω) = log
∣∣[ω]∼

∣∣
(ò.å. I∼(ω) åñòü ëîãàðèôì ìîùíîñòè êëàññà ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, â êîòîðûé ïîïàäàåò ýëåìåíò ω; çäåñü è äà-
ëåå âñå ëîãàðèôìû � ïî îñíîâàíèþ 2 ⇒ èíôîðìàöèÿ
èçìåðÿåòñÿ â áèòàõ).

Ðàëüô Õàðòëè
(Ralph Vinton Lyon Hartley, 1888�1970)

� àìåðèêàíñêèé èññëåäîâàòåëü
îáëàñòè ýëåêòðîíèêè (åìó ïðèíàäëåæàò

áîëåå 70 ïàòåíòîâ); ââ¼ë â 1928 ã.
ëîãàðèôìè÷åñêóþ ìåðó èíôîðìàöèè,
êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ õàðòëèåâñêèì

êîëè÷åñòâîì èíôîðìàöèè.
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::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 1.1. Åñëè N =

∣∣Ω/∼ ∣∣ � ÷èñëî êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè, òî∑

ω∈Ω

2−(I∼(ω)+logN) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü Wi � i-é êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè.
Òîãäà (ñóììèðîâàíèå ¾ïî ýëåìåíòàì¿ → ¾ïî êëàññàì
ýêâèâàëåíòíîñòè¿)∑
ω∈Ω

2−(I∼(ω)+logN) =
1

N

N∑
i=1

∣∣Wi

∣∣·2− log |Wi| =
1

N

N∑
i=1

1 = 1.

�

Íåðàâíîìåðíûå êîäû. Ïóñòü

� X � êîíå÷íûé àëôàâèò;

� Xn � ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ äëèíû n â X (ñîîá-
ùåíèé);

� {0, 1} � ìíîæåñòâî êîäîâûõ ñëîâ: âñå ñëîâà íåíó-
ëåâîé äëèíû â äâîè÷íîì àëôàâèòå.

Äëÿ îäíîçíà÷íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ ñîîáùåíèé ïðè ïðè-
¼ìå ñîîáùåíèé íóæíî èñïîëüçîâàòü:

� êîäîâûå ñëîâà îäèíàêîâîé äëèíû (áëîêîâîå ïîìå-
õîçàùèù¼ííîå êîäèðîâàíèå);

� ðàçäåëèòåëü ìåæäó êîäîâûìè ñëîâàìè (êàê, íà-
ïðèìåð, â àçáóêå Ìîðçå);

� ïðåôåêñíûå êîäû.
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Îïðåäåëåíèå 1.2. Íåðàâíîìåðíûì êîäîì (ñæèìàþùèì
îòîáðàæåíèåì) íàçûâàþò îòîáðàæåíèå

ψ : Xn → {0, 1}+,
îïðåäåë¼ííîå äëÿ êàæäîãî n = 1, 2, . . ..

Êîä íàçûâàåòñÿ ïðåôåêñíûì èëè äåøèôðèðóåìûì,
åñëè ψ(x) íå ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì íèêàêîãî ñëîâà
ψ(x′), x′ 6= x.

Äëèíà êîäîâîãî ñëîâà ψ(x) îáîçíà÷àåòñÿ l(x).

Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåôèêñíûõ
êîäîâ �

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 1.2 (íåðàâåíñòâî Êðàôòà). Äëÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ ïðåôèêñíîãî êîäà C èç N ñëîâ ñ äëèíàìè
l1, . . . , lN íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

N∑
i=1

2−li 6 1.

Ïðèìåð 1.1. C = {01, 10, 110, 001}, l1 = l2 = 2, l3 = l4 = 3,

1

22
+

1

22
+

1

23
+

1

23
=

6

8
=

3

4
< 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êîä C èç N ñëîâ ñ äëèíà-
ìè l1, l2, . . . , lN è îòðåçîê [0; 1] íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

1. Ðàçäåëèì åãî ïîïîëàì, ëåâóþ ïîëîâèíó îáîçíà-
÷èì M0, à ïðàâóþ � M1.

2. Ïîäåëèì M0 ïîïîëàì è îáîçíà÷èì åãî ëåâóþ ïî-
ëîâèíó M00, à ïðàâóþ M01, è, ïðîäåëàâ òî æå ñà-
ìîå ñ M1, ïîëó÷èì M10, à ëåâóþ M11... è ò.ä.,
ïîêà äëèíà èíäåêñà ïîëó÷åííîãî îòðåçêà Mj íå
ñòàíåò = max {l1, l2, . . . , lN}.
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Â íàøåì ïðèìåðå

C = { 01, 10, 110, 001 }
ßñíî, ÷òî:
� ëþáîìó êîäîâîìó ñëîâó Cj ñîïîñòàâëåí ñâîé îò-
ðåçîê MCj � íàïðèìåð, êîäîâîìó ñëîâó 110 ñî-
îòâåòñòâóåò îòðåçîê M110;

� äëèíà îòðåçêà MCi ðàâíà 2−li;

� åñëè êîä C � ïðåôèêñíûé, òî íèêàêèå äâà îòðåç-
êà íå ïåðåñåêàþòñÿ;

� ñóììà äëèí îòðåçêîâ íå ïðåâçîéäåò 1, ò.å.
N∑
i=1

|MCi| =
N∑
i=1

2−li 6 1.

�

:::::::::::::
Ñëåäñòâèå. Ñóùåñòâóåò ïðåôèêñíûé äâîè÷íûé êîä ñ
äëèíàìè l(ω) =

⌈
I(ω) + logN

⌉
.

Ïðèìåð 1.2. Óêîðåí¼ííîå äâîè÷íîå äåðåâî ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ãðàôè÷åñêîå îïèñàíèå ïðåôèêñíîãî êî-
äà íàä {0, 1}+.

Íåðàâåíñòâî Êðàôòà äëÿ òàêèõ äåðåâüåâ:∑
x∈L 2−depth(x) 6 1, ãäå L � ìíîæåñòâî ëèñòüåâ

äåðåâà, à depth(x) � ãëóáèíà ëèñòà x.
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1.2 Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå

Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå: äâà îïðåäåëå-

íèÿ. Ïóñòü çàäàíû
� Ãðóïïà G = 〈G, ◦, e 〉, |G| = n > 1.

� Ìíîæåñòâî Ω 6= ∅, |Ω| = N .

� Bij(Ω) � ìíîæåñòâî âñåõ áèåêöèé (ïåðåñòàíî-
âîê) ýëåìåíòîâ Ω.

� Sym(Ω) � ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ìíîæåñòâà Ω:
Sym(Ω) = 〈Bij(Ω), ∗, 1Ω 〉 = SN

Îáîçíà÷åíèå äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà ìíîæåñòâå Ω �
G :
α

Ω èëè ïðîñòî α.

Îïðåäåëåíèå 1.3 (I). α ∈ Hom (G, Sym(Ω) ) .

Ïðèìåð 1.3. ∀ g ∈ G : α(g) = 1Ω � òðèâèàëüíîå äåé-
ñòâèå.
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Îïðåäåëåíèå 1.4 (II). α = 〈G, Ω; ◦, ?, e 〉,
ãäå ðåäóêò 〈G, ◦, e 〉 = G, ò.å.

G×G ◦→ G � ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ, à
G× Ω

?→ Ω � íîâàÿ îïåðàöèÿ.
Àêñèîìû äëÿ ýòèõ îïåðàöèé:

1) e ? ω = ω; 2) (g ◦ h) ? ω = h ? (g ∗ ω).

Çàïèñü îïåðàöèè ?: g ? ω = g(ω), òîãäà
àêñèîìû: e(ω) = ω è (g ◦ h)(ω) = h(g(ω)).

Ýëåìåíòû g ãðóïïû G ïîðîæäàþò ïåðåñòàíîâêè íà
Ω, îáëàäàþùèå âûøåóêàçàííûìè ñâîéñòâàìè.
×àñòî âìåñòî ¾ýëåìåíò g (ãðóïïû G )¿ áóäåì ãîâîðèòü
¾ïåðåñòàíîâêà (ýëåìåíòà Ω)¿.

Ðèñ. 1.1. Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå: ñõåìà
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Äëÿ äàííîé ïåðåñòàíîâêè g:

Ââåä¼ì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼g íà Ω �

ω ∼g ω ′ ⇔ ∃ k ∈ Z : gk(ω) = ω ′

Ðåôëåêñèâíîñòü (R), ñèììåòðè÷íîñòü (S) è òðàíçè-
òèâíîñòü (T) îòíîøåíèÿ ∼g ëåãêî ïîêàçûâàåòñÿ.

Ñìåæíûå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ∼g íàçûâàþòñÿ
g-öèêëàìè. Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýëåìåíòû
ýòèõ êëàññîâ îáðàçóþò öèêëû:

ω
g→ ω′

g→ . . .
g→ ω, è ó êàæäîãî ýëåìåíòà �

ïî åäèíñòâåííîé âõîäÿùåé è èñõîäÿùåé ñòðåëêå.

Îáîçíà÷åíèÿ:
� C(g) � ÷èñëî g-öèêëîâ (ñìåæíûõ êëàññîâ ïî ýê-
âèâàëåíòíîñòè ∼g).

� ν1, ν2, . . . , νN (èëè ν1(g), ν2(g), . . . , νN(g)) � êî-
ëè÷åñòâà öèêëîâ äëèíû 1, 2, . . . , N .

� 〈 ν1, ν2, . . . , νN 〉 = Type(g) � òèï ïåðåñòàíîâêè
g (óïîðÿäî÷åííàÿ ñîâîêóïíîñòü êîëè÷åñòâ öèê-
ëîâ).

Ïîíÿòíî, ÷òî
N∑
k=1

νk(g) = C(g) è
N∑
k=1

k ·νk(g) = N .

Ïðèìåð 1.4 (Òèï ïåðåñòàíîâêè). Ïóñòü

Ω = { 1, . . . , 10 },

g =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
9 6 1 8 5 2 7 10 3 4

)
=

= (1, 9, 3)(2, 6)(4, 8, 10)(5)(7) = (1, 9, 3)(2, 6)(4, 8, 10)

Òîãäà Type(g) = 〈 2, 1, 2, 0, . . . , 0 〉, è
C(g) = 2 + 1 + 2 = 5,

∣∣Ω ∣∣ = 2 · 1 + 1 · 2 + 2 · 3 = 10.
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Ïî âñåé ãðóïïå G:
Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼G íà Ω �

ω ∼G ω ′
def
= ∃

G
g : g(ω) = ω′.

Ñâîéñòâà (R), (S) è (T) îòíîøåíèÿ ∼G î÷åâèäíû.

� Êëàññû ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâàþò îðáèòà-
ìè; îíè îáðàçóþò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Ω.

� Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, â êîòîðóþ ïîïàäàåò ýëå-
ìåíò ω îáîçíà÷àåì Orb (ω).

� ×èñëî ïîëó÷èâøèõñÿ îðáèò � C(G).

Åñëè C(G) = 1 (ëþáîé ýëåìåíò Ω ìîæåò áûòü ïåðåâå-
ä¼í â ëþáîé), òî äåéñòâèå G :

α
Ω íàçûâàþò òðàíçèòèâ-

íûì.
Ñîîòâåòñòâóþùóþ ýêâèâàëåíòíîñòü áóäåì îáîçíà-

÷àòü òàê æå, êàê è ïîðîæäàþùåå å¼ äåéñòâèå ãðóïïû
íà ìíîæåñòâå � α è ïîýòîìó

I∼G(ω) = Iα(ω) = log
∣∣ Orb (ω)

∣∣.
Ôèêñàòîð ïåðåñòàíîâêè è ñòàáèëèçàòîð ýëåìåí-

òà ìíîæåñòâà. Áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèå

g(ω) = ω.

Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî ðàâåíñòâà ìîæíî ôèêñèðîâàòü
ëèáî ω, ëèáî g.

1. Ôèêñèðóåì g, ò.å. íàõîäèì âñå ýëåìåíòû ìíîæå-
ñòâà Ω, êîòîðûå ïåðåñòàíîâêà g îñòàâëÿåò íà ìå-
ñòå � ýòî ôèêñàòîð ïåðåñòàíîâêè g ∈ G:{

ω ∈ Ω | g(ω) = ω
}

= Fix (g) ⊆ Ω.
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2. Ôèêñèðóåì ω, ò.å. íàõîäèì âñå ïåðåñòàíîâêè g,
êîòîðûå îñòàâëÿþò äàííûé ýëåìåíò íåïîäâèæ-
íûì � ýòî ñòàáèëèçàòîð ýëåìåíòà ω ∈ Ω:{

g ∈ G | g(ω) = ω
}

= Stab (ω) ⊆ G.

Î÷åâèäíî ∀ω ∈ Ω : e ∈ Stab (ω), ò.å. Stab (ω) 6= ∅,
è âîçìîæåí ñëó÷àé, êîãäà Stab (ω) = G.

Áîëåå òîãî, ñòàáèëèçàòîð åñòü ïîäãðóïïà ãðóïïû G:

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 1.3. Stab (ω) 6 G

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ω ∈ Ω è ðàññìîòðèì
g, h ∈ Stab (ω). Òîãäà g(ω) = h(ω) = ω è h−1(ω) = ω.
Ñëåäîâàòåëüíî

(g ◦ h−1) ? ω = ω ⇒ g ◦ h−1 ∈ Stab (ω) .
�

Ïîýòîìó ñòàáèëèçàòîð Stab (ω) íàçûâàþò åù¼ ñòà-
öèîíàðíîé ïîäãðóïïîé (èëè èçîòîïè÷åñêîé ïîäãðóï-
ïîé) ýëåìåíòà ω.

Stab (ω) áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü Gω; ýòî âîîáùå
ãîâîðÿ, íå åñòü íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà G.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 1.4. Ïðè äåéñòâèè ãðóïïû G íà ìíîæå-
ñòâî Ω ìåæäó ìíîæåñòâîì ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ
G ïî ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïå Gω ýëåìåíòà ω ∈ Ω è
åãî îðáèòîé Orb (ω) ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷-
íîå ñîîòâåòñòâèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåâûå ñìåæíûå êëàññû G ïî Gω îáî-
çíà÷àåì gGω, g ∈ G, ñ÷èòàÿ ïðè ýòîì, ÷òî íà ýëåìåíòû
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Ω ñíà÷àëà äåéñòâóåò íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà èç Gω, à
çàòåì � ôèêñèðîâàííàÿ ïåðåñòàíîâêà g.

Íî òîãäà ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà h ∈ gGω îäèíàêîâî
ïîäåéñòâóåò íà ω: h(ω) = g(ω) = ω′ ∈ Orb (ω) (ò.ê.
âñå ýëåìåíòû Gω îñòàâëÿþò ω íà ìåñòå) è óòâåðæäå-
íèå äîêàçàíî. �

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò âàæíîå äëÿ íàñ

:::::::::::::
Ñëåäñòâèå. Äëèíà îðáèòû Orb (ω) ðàâíà èíäåêñó ñòà-
öèîíàðíîé ïîäãðóïïû Stab (ω) ãðóïïû G:∣∣Orb (ω)

∣∣ =

∣∣G∣∣∣∣ Stab (ω)
∣∣ =

[
G : Stab (ω)

]
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà

H 6 G ⇒
∣∣G ∣∣ =

∣∣H ∣∣ · [G : H
]

÷èñëî ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû G ïî å¼ ïîäãðóïïå
H 6 G ðàâíî èíäåêñó

[
G : H

]
. �

1.3 Èçìåðåíèå èíôîðìàöèè ñëîâ

Êîíêðåòèçèðóåì ìíîæåñòâî è äåéñòâóþùóþ íà í¼ì
ãðóïïó:

� X = { a1, . . . , aq } � êîíå÷íûé àëôàâèò,

� Ω = Xn � ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ äëèíû n â àëôà-
âèòå X,

� íà Ω äåéñòâóåò ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sn, ïåðå-
ñòàâëÿþùàÿ áóêâû âíóòðè ñëîâà.
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Ïðèìåð 1.5 (Íàõîæäåíèå îðáèòû è å¼ äëèíû).
X = {a, b}, = 5,
Ω = { aaaaa, aaaab, . . . , bbbbb } = X5.

Ðàññìîòðèì äåéñòâèå S5 :
α

Ω ñèììåòðè÷åñêîé ãðóï-

ïû S5 âñåõ 5! = 120 ïåðåñòàíîâîê áóêâ íà 5-áóêâåííûå
ñëîâà èç Ω.

Ïóñòü ω = ababb, Orb (ω) = ?∣∣Orb (ω)
∣∣ =

[
|S5| : | Stab (ω)|

]
=

|S5|∣∣ Stab (ω)
∣∣ ,

Stab (ω) = { e, (13), (245), (254), (54), (13)(245), . . . } ∼=
∼= S2 × S3 ⇒

∣∣ Stab (ω)
∣∣ = 2 · 6 = 12 ⇒

⇒
∣∣ Orb (ω)

∣∣ =
5!

2!3!
=

120

12
= 10.

Âûïèøåì âñå ýëåìåíòû Orb (ababb):

aabbb ababb abbab abbba baabb

babab babba bbaab bbaba bbbaa

Îïðåäåëåíèå 1.5. Êîìïîçèöèåé ñëîâà ω ∈ Xn íàçûâà-
åòñÿ êîðòåæ

(m1, . . . , mq),

ãäå mi � ÷èñëî âõîæäåíèé áóêâû ai â ñëîâî ω, i = 1, q.

Ïåðåñòàíîâêà áóêâ â ñëîâå íå ìåíÿåò êîëè÷åñòâ èõ
âõîæäåíèé ⇒ âñå ñëîâà îäíîé îðáèòû èìåþò îäíó è òó
æå êîìïîçèöèþ.
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Áåçóñëîâíàÿ è óñëîâíàÿ èíôîðìàöèÿ ñëîâ

Îïðåäåëåíèå 1.6. Áåçóñëîâíîé 0-èíôîðìàöèåé I0(x)
ñëîâà x ∈ Xn íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

I0(x) = Iα(x) = log
∣∣Orb (x)

∣∣ = log
n!

m1! · . . . ·mq!
,

ãäå Orb (x) � îðáèòà ñëîâà x, ïðè äåéñòâèè Sn :
α
Xn.

Ïðèìåð 1.6 (Âû÷èñëåíèå áåçóñëîâíîé 0-èíôîðìàöèè
ñëîâ). X = {a, b}, n = 4, Ω = X5.

I0(abaa) = log
4!

3! 1!
= 2,

I0(abab) = log
4!

2! 2!
= log 6,

I0(aaaa) = log
4!

4!
= 0 � ìèíèìàëüíîå,

I0(abcd) = log 24 � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå
I0(·) äëÿ ñëîâ èç 4 ýëåìåíòîâ

Ìåíüøå ñèììåòðèé â ñëîâå ⇒ áîëüøå åãî 0-èíôîð-
ìàöèÿ.
Íàëè÷èå ñèììåòðèé ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî êîäèðî-

âàòü (ñæèìàòü) ñëîâî.

Âìåñòå ñ àëôàâèòîì X áóäåì ðàññìàòðèâàòü àëôà-
âèò Y (íå èñêëþ÷åíî X = Y ) è ìíîæåñòâî ñëîâ Y n:

x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn).

Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Sn äåéñòâóåò è íà Xn, è íà
Y n.
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Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíóþ ïîäãðóïïó
Stab (y) 6 Sn ñëîâà y ∈ Y n.

Ïîä äåéñòâèåì Stab (y) ñëîâà èç Xn ðàçáèâàþòñÿ
íà îðáèòû, êîòîðûå íàçûâàþò óñëîâíûìè.

Stab(y)
Sn

 x

Y n

X nStab(x)

 y


Stab(x)⋂Stab(y)

∣∣Gy

∣∣ =
∣∣Gx ∩Gy

∣∣ · [Gy : (Gx ∩Gy)]

Îïðåäåëåíèå 1.7. Óñëîâíîé èíôîðìàöèåé I(x/y) ñëîâà
x ∈ Xn îòíîñèòåëüíî ñëîâà y ∈ Y n íàçîâ¼ì âåëè÷èíó

I(x/y) = log
[
Gy : (Gx ∩Gy)

]
= log

∣∣Gy

∣∣∣∣Gx ∩Gy

∣∣ .
Ïðèìåð 1.7 (Âû÷èñëåíèå óñëîâíîé èíôîðìàöèè). Ïóñòü
X = { a, b }, Y = { 0, 1 }.
1. n = 3, x = aab, y = 111:

I0(x) = log
3!

2!1!
= log 3, I0(y) = 0,

Stab (x) = { e, (12) }, Stab (y) = S3, |S3| = 6,

Stab (x) ∩ Stab (y) = Stab (x) è

I(x/y) = log
6

2
= log 3, I(y/x) = log

2

2
= 0.
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2. n = 5, x = aabab, y = 11000:

I0(x) = I0(y) = log
5!

2! · 3!
= log 10

� ñëîâà ñ îäèíàêîâîé êîìïîçèöèåé
Gx = { e, (124), (142), (12), (24), (14), (35), . . . } ∼=

∼= S2 × S3 ⇒
∣∣Gx

∣∣ = 12,

Gy = { e, (12), (345), (354), (34), (45), (35), . . . } ∼=
∼= S2 × S3 ⇒

∣∣Gy

∣∣ = 12,

Gx ∩Gy = { e, (12), (35), (12)(35) } ⇒
⇒
∣∣Gx ∩Gy

∣∣ = 4,

I(x/y) = I(y/x) = log
12

4
= log 3.

Çàäàíèå ñëîâ òàáëèöàìè è çàìåíà áóêâ. Ñëîâî
x = (abaacbca) ∈ { a, b }8 ìîæíî çàäàòü â âèäå òàá-
ëèöû íîìåðîâ âõîæäåíèé åãî ñèìâîëîâ

x =

∣∣∣∣∣∣
1 3 4 8
2 6
5 7

∣∣∣∣∣∣
(a)
(b)
(c)

ïî êîòîðîé îíî îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ïåðåèìåíîâàíèé áóêâ.

Ïðîâåäÿ çàìåíû a 7→ d, b 7→ a, c 7→ b, ïîëó÷èì
ñëîâî

daddbabd

(øèôð Öåçàðÿ â êðèïòîãðàôèè).

Î÷åâèäíî, I(x/x) = 0 è áîëåå òîãî �
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::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 1.5. I(x/y) = 0 ⇔ Gy ⊆ Gx.

Äîêàçàòåëüñòâî.

I(x/y) = log

∣∣Gy

∣∣∣∣Gx ∩Gy

∣∣ = 0 ⇔

⇔ Gy = Gx ∩Gy ⇔ Gy ⊆ Gx.

�

Ñëîâà x è y òàêèå, ÷òî I(y/x) = I(x/y) = 0 (èëè,
÷òî òî æå Gx = Gy), íàçûâàþò ýêâèâàëåíòíûìè: ñó-
ùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó èõ
áóêâàìè è ýòè ñëîâà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû äðóã èç äðó-
ãà ïåðåèìåíîâàíèåì áóêâ, ïðè÷¼ì ðàçíûå áóêâû îäíîãî
ñëîâà ïåðåõîäÿò â ðàçíûå áóêâû äðóãîãî.

Ïðîèçâåäåíèå ñëîâ. Ïóñòü x = (x1, . . . , xn) ∈ Xn

è y = (y1, . . . , yn) ∈ Y n, òîãäà ïðîèçâåäåíèå z ñëîâ x
è y (â äàííîì ïîðÿäêå)

z = x× y = ( (x1, y1), . . . , (xn, yn) ) ∈ Zn

� ñëîâî â àëôàâèòå Z = X × Y .

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 1.6.

I0(x×y) = I0(x)+I(y/x) = I0(y)+I(x/y) = I0(y×x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî Gx×y = Gx ∩ Gy è
Gx×y ⊆ Gx ⊆ G, Gx×y ⊆ Gy ⊆ G. Èç òåîðåìû Ëàãðàí-
æà ñëåäóåò, ÷òî ïðè F 6 H 6 G∣∣G ∣∣ =

∣∣H ∣∣ · [G : H
]
,
∣∣H ∣∣ =

∣∣F ∣∣ · [H : F
]
,∣∣G ∣∣ =

∣∣F ∣∣ · [G : F
]
, îòêóäà
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[
G : F

]
=

∣∣G∣∣∣∣F ∣∣ =

∣∣G∣∣ · [H : F
]∣∣H∣∣ =

[
G : H

]
·
[
H : F

]
.

Â íàøåì ñëó÷àå[
G : (Gx ∩Gy)

]
=
[
G : Gx

]
·
[
Gx : (Gx ∩Gy)

]
=

=
[
G : Gy

]
·
[
Gy : (Gx ∩Gy)

]
,

è ïåðåõîäÿ ê ëîãàðèôìàì, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. �

Íåðàâåíñòâà äëÿ êîëè÷åñòâ èíôîðìàöèè

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 1.7.

1) I0(x/y) 6 I0(x), 2) I(x× y) 6 I0(x) + I0(y).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåõîäÿ ê îðáèòàì çàìå÷àåì, ÷òî îð-
áèòà ýëåìåíòà x ïîä äåéñòâèåì ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóï-
ïû Gy åñòü åãî ïîäîðáèòà ïîä äåéñòâèåì âñåé ãðóïïû
G.

Âòîðîå íåðàâåíñòâî ñëåäñòâèå ïåðâîãî è ðàâåíñòâà
äëÿ I(x× y). �

Âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ ñëîâ

Îïðåäåëåíèå 1.8. Âçàèìíîé èíôîðìàöèåé ñëîâ x è y,
èëè èíôîðìàöèåé, ñîäåðæàùèéñÿ â ñëîâå x îòíîñè-
òåëüíî ñëîâà y íàçîâ¼ì âåëè÷èíó

I(x : y) = I0(x) + I0(y)− I0(x× y) =

= I0(x)− I(x/y) = I0(y)− I(y/x).

Ïðè I(x : y) = 0 ñëîâà x è y íàçûâàþò íåçàâèñè-
ìûìè.
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Èç Óòâåðæäåíèÿ 1.7 ñëåäóåò, ÷òî I(x : y) > 0. ßñíî,
÷òî I(x : y) = I(y : x), à åñëè ñëîâà íåçàâèñèìû, òî

I0(x) = I(x/y) è I0(y) = I(y/x).

Ïðèìåð 1.8 (Âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ ñëîâ). Äëÿ ñëîâ èç
Ïðèìåðà 1.7 áóäåì èìåòü ñëåäóþùåå.

1. n = 3, x = aab, y = 111:

I0(x) = log 3, I0(y) = 0, I(x/y) = log 3, I(y/x) = 0,

I(x : y) = I0(x)− I(x/y) = log 3− log 3 = 0,

I0(y : x) = I0(y)− I(y/x) = 0− 0 = 0,

è ñëîâà x è y íåçàâèñèìû.

2. n = 5, x = aabab, y = 11000:

I0(x) = I0(y) = log 10, I(x/y) = I(y/x) = log 3.

I(x : y) = I(y : x) =

= I0(x)− I(x/y) = log 10− log 3 = log
10

3
.

Ïðèìåð 1.9 (Âû÷èñëåíèå óñëîâíîé, âçàèìíîé è áåç-
óñëîâíîé 0-èíôîðìàöèí). Ïóñòü èìåþòñÿ

� àëôàâèòû X è Y èç q è k áóêâ ñîîòâåòñòâåííî;

� ñëîâà x ∈ Xn è y ∈ Y n äëèíû n íàä íèìè;

� êîìïîçèöèè ñëîâ � (m1, . . . , mq) è (n1, . . . , nk)
ñîîòâåòñòâåííî.
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Ñîñòàâèì q × k òàáëèöó M = ‖mij ‖, ãäå mij �
÷èñëî çàìåí i-ãî ñèìâîëà ñëîâà x íà j-é ñèìâîë ñëîâà
y, i = 1, q, j = 1, k.

Â òàáëèöå M ñóììû ýëåìåíòîâ ñòðîêàì áóäóò ðàâ-
íÿòüñÿ m1, . . . , mq, à ïî ñòîëáöàì � n1, . . . , nk.

Òîãäà, êàê ìîæíî ïîêàçàòü:

I(y/x) = log
m1!

m11! . . .m1k!
+ log

m2!

m21! . . .m2k!
+ . . .

. . .+ log
mq!

mq1! . . .mqk!
.

Ïóñòü x = ( a b a a c b c a) ∈ {a, b, c}8,

y = (1 2 2 1 3 2 1 3) ∈ {1, 2, 3}8.

Êîìïîçèöèè ñëîâ: x � (4, 2, 2), y � (3, 3, 2).
Òàáëèöà 3× 3 çàìåí áóêâ:

M =

x�y 1 2 3 #
a 2 1 1 4
b 2 2
c 1 1 2
# 3 3 2 8

Òîãäà

I(y/x) = log
4!

2! 1! 1!
+ log

2!

2!
+ log

2!

1! 1!
=

= log 12 + 0 + log 2 = log 24.

Ïðîèçâîäÿ òå æå âû÷èñëåíèÿ ïî ñòîëáöàì, ïîëó÷èì

I(x/y) = log
3!

2! 1!
+ log

3!

2! 1!
+ log

2!

1! 1!
=

= 2 log 3 + log 2 = log 18.
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Äëÿ áåçóñëîâíîé èíôîðìàöèè I0 ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ

I0(x) = log
8!

4! 2! 2!
= log 420, I0(y) = log

8!

3! 3! 2!
= log 560.

Âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ:

I(x : y) = I0(x)− I(x/y) = log
420

18
= log

70

3
,

= I0(y)− I(y/x) = log
560

24
= log

70

3
.

1.4 Ãðóïïèðîâêà çíà÷åíèé

Åñëè íà àëôàâèòå X çàäàíà ýêâèâàëåíòíîñòü ∼, òî
áóêâû èç îäíîãî ñìåæíîãî êëàññà îòîæäåñòâëÿþòñÿ.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 1.8. Â ðåçóëüòàòå îòîæäåñòâëåíèÿ
íåêîòîðûõ áóêâ àëôàâèòà èíôîðìàöèÿ ñëîâà óìåíü-
øàåòñÿ: åñëè x è x′ � èñõîäíîå è íîâîå ñëîâà, òî

I0(x
′) = I0(x)− I(x/x′).

Ïðèìåð 1.10. Ïóñòü â ñëîâå x = ( a b a a c b c a) áóêâû
b è c îòîæäåñòâëÿþòñÿ, òîãäà x′ = ( a b a a b b b a), è
ïðè âû÷èñëåíèè I(x/x′) ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ òàáëèöåé
îòîæäåñòâëÿåìûõ áóêâ

M =
b c

b 2 2 4

I(x/x′) = log
4!

2! 2!
= log 6, I0(x) = log 420,

I0(x
′) = I0(x)− I(x/x′) = log

420

6
= log 70.
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Ïðÿìîé ïîäñ÷¼ò: I0(x
′) = log

8!

4!4!
= log 70.

Ïóñòü â ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèé ïîëó÷åíà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü äàííûõ � âåêòîð x, êîòîðûé òðåáóåòñÿ çà-
êîäèðîâàòü áèíàðíûì ñëîâîì.

Åñòåñòâåííî òðåáîâàòü, ÷òîáû íîâîå ñëîâî
x′ ∈ { 0, 1 } ñîäåðæàëî êàê ìîæíî áîëüøå èíôîð-
ìàöèè îá èñõîäíîì ñëîâå, ò.å. ÷òîáû çíà÷åíèå I0(x

′)
áûëî ìàêñèìàëüíûì. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïðè (ìîæåò áûòü
ïðèáëèçèòåëüíîì) ðàâåíñòâå êîëè÷åñòâ 0 è 1 â x′.

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê êâàíòèëüíîìó êâàíòîâà-
íèþ ïî âàðèàöèîííîìó ðÿäó : óïîðÿäî÷èâàåì çíà÷åíèÿ
x ïî âîçðàñòàíèþ è êîäèðóåì çíà÷åíèåì 0 ïåðâóþ ïî-
ëîâèíó îòñîðòèðîâàííûõ äàííûõ, à çíà÷åíèåì 1 � âòî-
ðóþ.

Ïðèìåð 1.11 (Îïòèìàëüíîå êâàíòîâàíèå äàííûõ).
Ïóñòü â ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèé ïîëó÷åíà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü äàííûõ x = ( 0,16, 0,1, 0,7, 0,1, 0,18, 1,15 )
è òðåáóåòñÿ çàêîäèðîâàòü èõ áèíàðíûì ñëîâîì.

Ñîñòàâëÿåì âàðèàöèîííûé ðÿä, è êîäèðóåì â í¼ì
ïåðâûå 3 ïî ïîðÿäêó çíà÷åíèÿ íóë¼ì, à ïîñëåäíèå 3 �
åäèíèöåé:

x 0,16 0,1 0,7 0,1 0,18 1,5

�ïîçèöèè 3 1 5 2 4 6

x′ 0 0 1 0 1 1

Ïðè êîäèðîâàíèè äâóõáèòíûìè ñëîâàìè 00, 01, 10
è 11 � ðàçáèâàåì âàðèàöèîííûé ðÿä íà 4 ïðèáëèçè-
òåëüíî ðàâíûõ èíòåðâàëà è ò.ä.
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1.5 Ìåòîäû òåîðèè èíôîðìàöèè â çà-

äà÷àõ ðàñïîçíàâàíèÿ

Ïðåöåäåíòíàÿ èíôîðìàöèÿ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ îá-
ðàçîâ ìîæåò áûòü îïèñàíà ìàòðèöåé èíôîðìàöèé,
ñòðîêè êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò îáúåêòàì, ñòîëáöû �
ïðèçíàêàì, à äîïîëíèòåëüíûé ñòîëáåö ñîäåðæèò ñèì-
âîëû êëàññîâ, êîòîðûì ïðèíàäëåæàò îáúåêòû.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ ñ êà÷å-
ñòâåííûìè ïðèçíàêàìè, êîãäà êàæäûé ïðèçíàê ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà X = { 1, 2, . . . , m }, k
íåïåðåñåêàþùèìèñÿ êëàññàìè, çàêîäèðîâàííûìè ñèì-
âîëàìè Y = { 1, 2, . . . , k } è n ïðåöåäåíòàìè.

Èíôîðìàòèâíîñòü I(x : y) ïðèçíàêà x ∈ Xn ïî îò-
íîøåíèþ ê èíôîðìàöèîííîìó âåêòîðó ñèìâîëîâ êëàñ-
ñîâ y ∈ Y n îáúåêòîâ ðàâíà êîëè÷åñòâó èíôîðìàöèè,
ñîäåðæàùèìñÿ â x îòíîñèòåëüíî y:

I(x : y) = I0(x)− I(x/y) = I0(y)− I(y/x).

Ïðèìåð 1.12 (Èíôîðìàòèâíîñòü ïðèçíàêà). Ïóñòü
x = (2, 2, 2, 2, 2, 1, 2, 2, 2) � çíà÷åíèå ïðèçíàêà è
y = (1, 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 3) � êëàññèôèêàöèÿ,

n = 9 ïðåöåäåíòîâ.
Òîãäà

I0(x) = log
9!

8! 1!
= log 9,

I0(y) = log
9!

3! 3! 3!
= log 1680

è òàáëèöà çàìåí ñèìâîëîâ ïðè ïåðåõîäå x→ y �
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M =

1 2 3

1 1 1
2 3 2 3 8

3 3 3 9

I(y/x) = log
1!

1!
+ log

8!

3! 2! 3!
= log 560,

I(x/y) = 2 log
3!

3!
+ log

3!

1! 2!
= log 3,

I(x : y) = I0(x)− I(x/y) = log 9− log 3 = log 3,

I(y : x) = I0(y)− I(y/x) = log 1680− log 560 =

= log
1680

560
= log 3.

×èñòûå êëàññèôèêàòîðû è ÷èñòûå øóìû

Îïðåäåëåíèå 1.9. Ïðèçíàê x îòíîñèòåëüíî èíôîðìàöè-
îííîãî âåêòîðà ñèìâîëîâ êëàññîâ y íàçîâ¼ì

� ÷èñòûì êëàññèôèêàòîðîì, åñëè I(x : y) = I0(y)
(ò.å. I(y/x) = I(x/y) = 0, Gx = Gy);

� ÷èñòûì øóìîì, åñëè I(x : y) = 0.

ßñíî, ÷òî

� ïî çíà÷åíèÿì ÷èñòîãî êëàññèôèêàòîðà èíôîðìà-
öèîííûé âåêòîð âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïîëíîñòüþ: â
ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ x↔ y;

� ÷èñòûé øóì íå äà¼ò íèêàêîé èíôîðìàöèè îá èí-
ôîðìàöèîííîì âåêòîðå (x è y íåçàâèñèìû).
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Íèæíèé ïîðîã èíôîðìàòèâíîñòè ïðèçíàêà. Äëÿ òîãî,
÷òîáû èñêëþ÷èòü ¾øóìÿùèå¿ ïðèçíàêè èç äàëüíåéøå-
ãî ðàññìîòðåíèÿ, ââåä¼ì íèæíèé ïîðîã α èíôîðìà-
òèâíîñòè ïðèçíàêà è îòáðîñèì âñå ïðèçíàêè îáúåêòîâ ñ
èíôîðìàòèâíîñòüþ, ìåíüøåé α.

Íèæíèé ïîðîã α åñòåñòâåííî âûáèðàòü â ïðîöåíòàõ
îò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé èíôîðìàòèâíîñòè I(y).

Ïðèìåð 1.13. 1. Äëÿ èíôîðìàöèîííîãî âåêòîðà
y = (1, 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 3) ñèìâîëîâ êëàññîâ èìååì:
y ∈ Y 9, Y = { 1, 2, 3 } è

I(y) = log |Y n| = log 39 = log 19683 ≈ 14,26.

Íàïðèìåð, åñëè âûáðàòü α = 24%, òî âñå ïðèçíàêè x
ñ èíôîðìàòèâíîñòüþ I(x : y) < 3,42 = 14,26 · 0,24
èñêëþ÷àþòñÿ èç äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ.

Êëàñòåðû ïðèçíàêîâ: èíôîðìàöèîííûé ïîäõîä

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 1.9. Ôóíêöèÿ

ρ(xi, xj) =
1

2

(
I(xi/xj) + I(xj/xi)

)
ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà ìíîæåñòâå ïðèçíàêîâ � ñëîâ
èç Xn.

Íàçîâ¼ì
� ρ � èíôîðìàöèîííîé ìåòðèêîé íà ïðîñòðàíñòâå
ïðèçíàêîâ;

� êëàñòåðîì ïðèçíàêîâ � ïîäìíîæåñòâî áëèçêèõ
äðóã ê äðóãó ïðèçíàêîâ îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè ρ.
ßñíî, ÷òî çíà÷åíèå ρ ìåæäó òàêèìè ïðèçíàêàìè
áëèçêî ê 0.
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Ïðèìåð 1.14 (Êëàñòåðû ïðèçíàêîâ � ïðîäîëæåíèå Ïðè-
ìåðà 1.12). Ïóñòü èíôîðìàöèÿ î ïðåöåäåíòàõ â çàäà÷å
ðàñïîçíàâàíèÿ çàäàíà ìàòðèöåé ñ êà÷åñòâåííûìè ïðè-
çíàêàìè

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 y

1 2 2 2 1 2 2 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 1 1 1
3 2 2 2 1 1 2 1 1 1
4 2 1 1 2 1 1 1 2 2
5 2 1 1 2 1 1 2 1 2
6 1 1 1 2 1 1 1 2 2
7 2 1 1 1 2 2 1 2 3
8 2 1 1 1 2 2 2 2 3
9 2 2 1 1 2 2 1 2 3

(çíà÷åíèå I(y) ≈ 14,26 âû÷èñëåíî ðàíåå).

1. Ïîäñ÷èòàåì èíôîðìàòèâíîñòü I(xi : y), i = 1, 8 ïðè-
çíàêîâ ïî îòíîøåíèþ ê èíôîðìàöèîííîìó âåêòîðó y:

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

1,77 6,16 8,26 6,16 6,16 8,26 1,37 6,16

Ïðèíÿâ ïîðîã α = 24%, îòáðàñûâàåì ïðèçíàêè x1 è
x7 êàê ìàëîèíôîðìàòèâíûå � ñ I(x : y) < 3,24.

2. Ñîñòàâèì òàáëèöó ðàññòîÿíèé îñòàâøèõñÿ ïðèçíà-
êîâ:
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ρ x2 x3 x4 x5 x6 x8

x2 0 3,5 8,4 8,4 5,2 6,8
x3 0 8,4 8,4 6,0 3,5
x4 0 6,8 3,5 8,8
x5 0 3,5 8,8
x6 0 8,4
x8 0

Àíàëèç òàáëèöû ðàññòîÿíèé ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âû-
âîä, ÷òî èññëåäóåìûå ïðèçíàêè ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ðàçáèâàþùèìèñÿ íà äâà êëàñòåðà:

{
x2, x3, x8

}
è{

x4, x5, x6
}
.

Ïðèìåð 1.15 (Ïðîãíîçèðîâàíèå çàïàñà ðóäû äëÿ ìåñòî-
ðîæäåíèÿ). Çíà÷åíèÿ áèíàðíûõ ïðèçíàêîâ:

y � çàïàñ ðóäû (1/0 � áîëüøå/ìåíüøå 1 ìëí òîíí),
x1 � ïðèóðî÷åííîñòü ê ãîðèçîíòàì ñëþäèñòûõ ñëàí-

öåâ,
x2 � ïðèóðî÷åííîñòü ê ãîðèçîíòàì àìôèáîëèòîâ,
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x3 � áëèçîñòü ê êîíòàêòó ñî ñëþäèñòûìè ñëàíöàìè,
x4 � áëèçîñòü ê êîíòàêòó ñ àìôèáîëèòàìè,
x5 � ïðèñóòñòâèå òåë àìôèáîëèòîâ,
x6 � îáèëèå äàåê,
x7 � ïèðèòèçàöèÿ,
x8 � ïðîïèëèòèçàöèÿ,
x9 � îæåëåçíåíèå,
x10 � àðãèëëèòèçàöèÿ,
x11 � íàëè÷èå âòîðè÷íûõ îðåîëîâ ñâèíöà è öèíêà,
x12 � ðàçâèòèå ñêëàäîê.

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 x11 x12 y

1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 1 1 1
2 0 1 1 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1
3 0 1 0 1 1 1 0 1 0 0 0 0 1
4 0 0 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1
5 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1
6 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1 0
7 1 0 1 0 1 1 1 0 0 1 0 0 0
8 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0
9 1 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0
10 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1 0
11 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 ?
12 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 1 ?

1. Âû÷èñëèì èíôîðìàòèâíîñòü ïðèçíàêîâ
(I(y) = log 210 = 10):

x1 x2 x3 x4 x5 x6

2,8 2,8 1,24 0,3 1,24 0,3

x7 x8 x9 x10 x11 x12

2,8 0,3 1,24 1,24 6,1 0
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Åñëè âûáðàòü α = 25% , òî îñòàíóòñÿ ïðèçíàêè
x1, x2, x7 è x11 (ñ èíôîðìàòèâíîñòÿìè > 2,5 îòíî-
ñèòåëüíî y).

2. Ñîñòàâèì òàáëèöó ðàññòîÿíèé ýòèõ ïðèçíàêîâ:

ρ x1 x2 x7 x11

x1 0 7,2 9,7 8,6
x2 0 9,7 8,6
x7 0 3,75
x11 0

Àíàëèç òàáëèöû ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ñëåäóþùóþ
êëàñòåðèçàöèþ ïðèçíàêîâ: {x7, x11 }, {x1 }, {x2 }.

Ñëîæíûå ïðèçíàêè. Åñëè xi è xj � ïðèçíàêè, òî
ïðèçíàê xi,j = xi × xj íàçîâ¼ì ñëîæíûì.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 1.10. Èíôîðìàòèâíîñòü ñëîæíîãî ïðè-
çíàêà xi× xj ïî îòíîøåíèþ ê èíôîðìàöèîííîìó âåê-
òîðó ñèìâîëîâ êëàññîâ y íå ìåíüøå ñóììû èõ èíôîð-
ìàòèâíîñòåé, òî÷íåå

I(y : (xi × xj)) > I(y : xi) + I(y : xj)− I(xi : xj).
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Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå I(xi : xj) ìîíîòîííî âîçðàñòà-
åò îò 0 ïðè óâåëè÷åíèè çàâèñèìîñòè ïðèçíàêîâ xi è xj

(ñóììàðíîé äëèíû ôðàãìåíòîâ, ïîëó÷àþùèõñÿ ïåðåêî-
äèðîâêîé), ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðàâèëî:

Ïðè îáðàçîâàíèè ñëîæíîãî ïðèçíàêà ñëåäóåò îáúåäè-
íÿòü ïðèçíàêè, ëåæàùèå â ðàçíûõ êëàñòåðàõ

Ââåä¼ì âòîðîé ïàðàìåòð íàñòðîéêè β, ðàâíûé ìè-
íèìàëüíî äîïóñòèìîé èíôîðìàòèâíîñòè ñëîæíîãî ïðè-
çíàêà. Íà ïðàêòèêå β âûáèðàþò íå ìåíåå 60% îò I0(y).

Â Ïðèìåðå 1.12 è åãî ïðîäîëæåíèè 1.14 áû-
ëî âûäåëåíî äâà êëàñòåðà ïðèçíàêîâ:

{
x2, x3, x8

}
è
{
x4, x5, x6

}
, ïðè β = 80% ïîëó÷àåì ïîðîã

0,8 · 14,26 = 11,4.

Âû÷èñëÿÿ çíà÷åíèå I(y : (xi×xj)) äëÿ ïðèçíàêîâ èç
ðàçíûõ êëàññîâ, íàéä¼ì, ÷òî èíôîðìàòèâíîñòü ñëîæ-
íûõ ïðèçíàêîâ

x3,6 � äîñòàòî÷íà,
x2,4 � íåäîñòàòî÷íà,
x2,4,8 � äîñòàòî÷íà.

Ïðèìåð 1.16 (Ôîðìèðîâàíèå ñëîæíûõ ïðèçíàêîâ � ïðî-
äîëæåíèå Ïðèìåðà 1.15). Ïîëîæèì β = 60%, ÷òî óñòà-
íîâèò ïîðîã èíôîðìàòèâíîñòè 0,6 · 10 = 6 äëÿ ôîðìè-
ðóåìûõ ñëîæíûõ ïðèçíàêîâ.

Îáðàçóåì ñëîæíûé ïðèçíàê x1,11 = x1 × x11 = x.
Åãî âçàèìíóþ îòíîñèòåëüíî èíôîðìàöèîííîãî âåêòî-
ðà y èíôîðìàòèâíîñòü I(x : y) îïðåäåëèì ïî òàáëèöå
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ïåðåõîäîâ çíà÷åíèé x â çíà÷åíèÿ y, êîòîðàÿ, â ñâîþ
î÷åðåäü, çàïîëíÿåòñÿ ñòðîèòñÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùèì
ñòîëáöàì ìàòðèöû èíôîðìàöèé.

x1 x11 y
0 1 1
0 1 1
0 0 1
0 1 1
1 1 1
1 0 0
1 0 0
1 0 0
1 0 0
0 0 0

0 1
01 3 3
00 1 1 2
11 1 1
10 4 4

5 5 10

I(x : y) = I0(x)− I(x/y),

I0(x) = log
10!

3! 2!1! 4!
= log 12600,

I(x/y) = log
5!

1! 4!
+ log

5!

3! 1! 1!
= log 100,

I(x : y) = log
12600

100
= log 126 ≈ 6,98 > 6,

ò.å. ñëîæíûé ïðèçíàê x = x1×x11 óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ èíôîðìàòèâíîñòè.

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì, ÷òî èíôîðìàòèâíîñòü > 6
èìåþò ñëîæíûå ïðèçíàêè x2,11, x1,2,7 è x7,11 è îñó-
ùåñòâëÿåì ïåðåõîä â íîâîå ïðèçíàêîâîå ïðîñòðàíñòâî
ïîëó÷åííûõ ñëîæíûõ ïðèçíàêîâ.
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Çíà÷åíèÿ f(x) ñëîæíîãî ïðèçíàêà x äàííîãî îáú-
åêòà îïðåäåëÿþò â çàâèñèìîñòè îò òðåòüåãî ïàðàìåòðà
íàñòðîéêè γ, ïðèíèìàþùåãî öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ
è âûðàæàþùåãî ¾ñòåïåíü çíà÷èìîñòè¿ ïðèçíàêà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç n1 è n0 ÷èñëî åäèíè÷íûõ è, ñî-
îòâåòñòâåííî, íóëåâûõ çíà÷åíèé èíôîðìàöèîííîãî âåê-
òîðà, ñîîòâåòñòâóþùèõ äàííîìó çíà÷åíèþ ïîëó÷åííîãî
ñëîæíîãî ïðèçíàêà x.
Ïîëàãàåì

f(x) =

 1, åñëè n1 − n0 > γ,
0, åñëè n0 − n1 > γ,
−, èíà÷å (îòêàç îò ðàñïîçíàâàíèÿ).

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ïðèìåì γ = 2.

Äëÿ ïðèçíàêà x = x1,11 èìååì (äóáëèðóåì òàáëèöó):

x 0 1 f(x)

01 3 3 1
00 1 1 2 −
11 1 1 −
10 4 4 0

Òîãäà, íàïðèìåð, äëÿ 1, 11 è 12-ãî îáúåêòîâ ïîëó÷èì
f1(x) = 1 (ñïðàâî÷íî), f11(x) = −, f12(x) = 1.
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Äëÿ ïðèçíàêà x = x11,2 :

x11 x2 y
1 1 1
1 1 1
0 1 1
1 0 1
1 1 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 1 0

x 0 1 f(x)

11 3 3 1
01 1 1 2 −
10 1 1 −
00 4 4 0

5 5 10

I(y : (x11 × x2)) = 8
� ýòî îòíîñèòåëüíàÿ

èíôîðìàòèâíîñòü, ¾âåñ¿ ïðèçíàêà

Äëÿ ïðèçíàêà x = x1,2,7 :

x1 x2 x7 y
0 1 1 1
0 1 1 1
0 1 0 1
0 0 1 1
1 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 0
1 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0

x 0 1 f(x)

011 2 2 1
010 1 1 2 −
001 1 1 −
111 1 1 −
100 3 3 0
101 1 1 −

5 5 10

I(y : (x11 × x2)) = 8
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Äëÿ ïðèçíàêà x = x11,7 :

x11 x7 y
1 1 1
1 1 1
0 0 1
1 1 1
1 1 1
0 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

x 0 1 f(x)

11 4 4 1
00 4 1 5 0
01 1 1 −

5 5 10

I(y : (x11 × x2)) = 6,4 áèò

Êëàññèôèêàöèþ áóäåì îñóùåñòâëÿòü ïî áëèçîñòè (â
ìåòðèêå Õýììèíãà) ê âåêòîðàì êëàññîâ è â íîâîì ïðè-
çíàêîâîì ïðîñòðàíñòâå èìååì:

Íîìåð îáúåêòà x1,11 x2,11 x1,2,7 x7,11 y

11 − 0 − 0 0
12 1 1 − − 1

Ñëîæíûå ïðèçíàêè âûñòóïàþò â êà÷åñòâå ýëåìåí-
òàðíûõ êëàññèôèêàòîðîâ (ý.ê.). Äàëåå äëÿ êëàññèôè-
êàöèè ïðîèçâîäèòñÿ ãîëîñîâàíèå ïî ý.ê.
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Ãëàâà 2

Òåîðèÿ ïåðå÷èñëåíèÿ

Ïîéà

2.1 Ëåììà Á¼ðíñàéäà

Íàïîìèíàíèå: äåéñòâèå α ãðóïïû G = 〈G, ◦, e 〉,
|G| = n íà ìíîæåñòâå T , |T | = N îáîçíà÷àåì G :

α
T .

α ∈ Hom (G, Sym(T ) ) èëè α = 〈G, T ; ◦, ∗, e 〉 .
Àêñèîìû: e(t) = t è (g ◦ h)(t) = h(g(t)).

::::::::
Ëåììà 2.1 (íå-Á¼ðíñàéäà, èëè Êîøè-Ôðîáåíèóñà).

C(G) =
1

|G |
∑
g∈G

∣∣∣Fix (g)
∣∣∣ =

1

|G |
∑
t∈T

∣∣∣ Stab (t)
∣∣∣;

ïåðâîå ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ ëåììîé Á¼ðíñàéäà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü |G| = n, |T | = N è äåéñòâèå
G :
α
T çàäà¼òñÿ n×N ìàòðèöåé A = ‖gi(tj)‖, i = 1, n,

j = 1, N .
Ïîäñ÷èòàåì äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ìîù-

íîñòü ìíîæåñòâà M =
{

(g, t) ∈ G × T | g(t) = t
}
:

ïî ñòîëáöàì è ïî ñòðîêàì ìàòðèöû A. Ïîëó÷èì∑
g∈G

∣∣∣Fix (g)
∣∣∣ =

∣∣M ∣∣ =
∑
t∈Ω

∣∣∣ Stab (t)
∣∣∣.
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Åñëè x è y ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ïî ∼G, òî Orb (x) = Orb (y) è èõ ñòàöèî-
íàðíûå ïîäãðóïïû èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü:∣∣ Stab (x)

∣∣ =
|G|

| Orb (x) |
=

|G|
| Orb (y) |

=
∣∣ Stab (y)

∣∣.
Âûáåðåì ïî ïðåäñòàâèòåëþ t1, . . . , tC(G) èç âñåõ

C(G) îðáèò. Òîãäà∣∣M ∣∣ =
∑
t∈T

∣∣∣ Stab (t)
∣∣∣ =

C(G)∑
i=1

∣∣ Stab (ti)
∣∣ · ∣∣Orb (ti)

∣∣ =

=

C(G)∑
i=1

|G|∣∣Orb (ti)
∣∣ · ∣∣Orb (ti)

∣∣ = |G| · C(G).

�

Óèëüÿì Á¼ðíñàéä

(William Burnside, 1852�1927)
� àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê-àëãåáðàèñò.
¾Íàïèñàë ïåðâûé òðàêòàò î ãðóïïàõ
íà àíãëèéñêîì ÿçûêå è áûë ïåðâûì,

êòî ðàçðàáîòàë òåîðèþ ãðóïï ñ
ñîâðåìåííîé àáñòðàêòíîé òî÷êè çðåíèÿ¿.

Ïðèìåð 2.1. Äåéñòâèå ãðóïïû V4 íà ìíîæåñòâå
T = { t1, . . . , t6 }
◦ e a b ab
e e a b ab
a a e ab b
b b ab e a
ab ab b a e

g ∗ t t1 t2 t3 t4 t5 t6
e t1 t2 t3 t4 t5 t6
a t2 t1 t4 t3 t6 t5
b t3 t4 t1 t2 t5 t6
ab t4 t3 t2 t1 t6 t5
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Type(e) = 〈6, 0, 0, 0, 0, 0〉, T ype(a) = 〈0, 3, 0, 0, 0, 0〉,
T ype(b) = 〈2, 2, 0, 0, 0, 0〉, T ype(ab) = 〈0, 3, 0, 0, 0, 0〉.

C(e) = 6, C(a) = C(ab) = 3, C(b) = 4.

Stab (t1) = Stab (t2) = Stab (t3) = Stab (t4) = e 6 V4,

Stab (t5) = Stab (t6) = 〈e, b〉 6 V4.

Fix (a) = Fix (ab) = ∅, Fix (b) = {t5, t6}, Fix (e) = T.∣∣Orb (t1)
∣∣ =

4

1
= 4,

∣∣Orb (t5)
∣∣ =

4

2
= 2.

1

4

∑
g∈G

∣∣Fix (g)
∣∣ =

6 + 2

4
= 2,

1

4

∑
t∈Ω

∣∣ Stab (t)
∣∣ =

4 · 1 + 2 · 2
4

= 2.

Êàê ïðèìåíÿòü ëåììó ¾íå-Á¼ðíñàéäà?¿

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè íà-
äî ïðåäñòàâèòü ýêâèâàëåíòíûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà
T êàê êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè äåéñòâèÿ G :

α
T íåêî-

òîðîé ãðóïïû G íà T è ïî ëåììå îïðåäåëèòü C(G).
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Çàäà÷à 2.1 (ïðî ñëîâà; ðåøåíèå ïðÿìûì èñïîëüçîâàíèåì
ëåììû Á¼ðíñàéäà). Ñîñòàâëÿþòñÿ ñëîâà äëèíû l > 2
èç àëôàâèòà A = { a1, . . . , aq }.

Ñëîâà ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ïîëó-
÷àþòñÿ îäíî èç äðóãîãî ïåðåñòàíîâêîé êðàéíèõ áóêâ.

Îïðåäåëèòü ÷èñëî S íåýêâèâàëåíòíûõ ñëîâ.

Ðåøåíèå. T � ìíîæåñòâî ñëîâ äëèíû l â àëôàâèòå A,
|T | = N = ql.

Íàäî ïðåäñòàâèòü ýêâèâàëåíòíîñòè êàê îðáèòû
íåêîòîðîãî äåéñòâèÿ ïîäõîäÿùåé ãðóïïû G íà T .

Î÷åâèäíî, äâóêðàòíàÿ ïåðåñòàíîâêà íå ìåíÿåò íè-
÷åãî, è ïîýòîìó ïîäõîäèò G ∼= Z2 = { e, f }. Äåéñòâèå
f : ïåðåñòàâëÿåò â ñëîâå êðàéíèå áóêâû.

×èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ ñëîâ = ÷èñëî êëàññîâ ýêâè-
âàëåíòíîñòè äåéñòâèÿ Z2 :

α
T �∣∣Fix (e)

∣∣ =
∣∣T ∣∣ = ql ,

∣∣Fix (f)
∣∣ = ql−2 · q = ql−1.

S = C(Z2) =
1

2

∑
g∈G

∣∣Fix (g)
∣∣ =

ql + ql−1

2
=
ql−1(q + 1)

2
.

Äëÿ l = 3, q = 2 èìååì |T | = 8 è S = 4·3
2 = 6.

Ïóñòü A = {a, b}, òîãäà ñëîâà è êëàññû �

aaa (1)
aab baa (2)

aba (3)
abb bba (4)

bab (5)
bbb (6)
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Ïëàòîíîâû òåëà � ïðàâèëüíûå 3-ìåðíûå ìíîãîãðàí-
íèêè. Ðàññìàòðèâàåì èõ ãðóïïû âðàùåíèé (ñàìîñîâìå-
ùåíèé).

Ïëàòîíîâû òåëà Ãðóïïà Ïîðÿäîê
âðàùåíèÿ ãðóïïû

òåòðàýäð T (òåòðàýäðà) 4 · 3 = 12
êóá è îêòàýäð O (îêòàýäðà) 8 · 3 = 24

èêîñàýäð è äîäåêàýäð Y (èêîñàýäðà) 12 · 5 = 60

Èêîñàýäð èìååò 20 ãðàíåé, 30 ð¼áåð è 12 âåðøèí.

Îêòàýäð Èêîñàýäð Äîäåêàýäð

T � ãðóïïà âðàùåíèÿ òåòðàýäðà

T = 〈 t, f 〉, t3 = f 2 = e, ãäå:

t � âðàùåíèå íà 120◦ âîêðóã îñè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó è öåíòð
òåòðàýäðà (M�M); òàêèõ îñåé 4.

f � âðàùåíèå íà 180◦ âîêðóã îñè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòðû äâóõ ïðî-
òèâîïîëîæíûõ ð¼áåð (���); òàêèõ
îñåé 3.

|T | = (3− 1) · 4 + (2− 1) · 3 + 1 = 12.
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Äåéñòâèå T íà ãðàíè (èëè âåðøèíû) òåòðàýäðà: òè-
ïû ïåðåñòàíîâîê

2 : Type(t) = Type(t2) = 〈1, 0, 1, 0〉;
M: Type(f) = 〈0, 2, 0, 0〉.

Òåòðàýäð äâîéñòâåíåí ñàìîìó ñåáå ⇒ äåéñòâèå íà ãðà-
íè = äåéñòâèå íà âåðøèíû.

O � ãðóïïà âðàùåíèÿ îêòàýäðà (= êóáà)

O = 〈t, f, r〉, t4 = f 2 = r3 = e, ãäå:
t � âðàùåíèå íà 90◦ âîêðóã îñè, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíû äâóõ ïðî-
òèâîïîëîæíûõ ãðàíåé (2�2), òàêèõ
îñåé 3;

f � âðàùåíèå íà 180◦ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ñåðåäèíû äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ð¼áåð (◦�◦), òàêèõ
îñåé 6;
r � âðàùåíèå íà 120◦ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
äâå ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû (M�M) òàêèõ îñåé 4.

|O| = 3 · 3 + 1 · 6 + 2 · 4 + 1 = 24.

Äåéñòâèå O íà âåðøèíû êóáà: òèïû ïåðåñòàíîâîê
2 : Type(t) = Type(t3) = 〈0, 0, 0, 2, 0, . . .〉;

Type(t2) = 〈 0, 4, 0, . . . 〉;
◦ : Type(f) = 〈 0, 4, 0, . . . 〉;
M: Type(r) = Type(r2) = 〈 2, 0, 2, 0, . . . 〉.

Ïîñêîëüêó |G| = |Gx| · [G : Gx], òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ
â ãðóïïå âðàùåíèÿ ïðàâèëüíîãî ìíîãîãðàííèêà åñòü∣∣E0

∣∣ · ∣∣V ∣∣, ãäå ∣∣E0

∣∣ � ÷èñëî ð¼áåð, âûõîäÿùèõ èç îä-
íîé âåðøèíû è

∣∣V ∣∣ � ÷èñëî âåðøèí ìíîãîãðàííèêà.
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Öèêëîâîé èíäåêñ. Ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíûé ñïî-
ñîá âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà C(G) � êîëè÷åñòâà êëàññîâ ýê-
âèâàëåíòíîñòè (= îðáèò).

Ñîïîñòàâèì êàæäîé ïåðåñòàíîâêå g ∈ G âåñ w(g)
ïî ïðàâèëó:

Type(g) = 〈ν1, . . . , νN〉 ⇒ w(g) = xν11 · . . . · x
νN
N︸ ︷︷ ︸

ìîíîì

.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ñðåäíèé âåñ ïîäñòàíîâîê â ãðóïïå íà-
çûâàåòñÿ öèêëîâûì èíäåêñîì äåéñòâèÿ G :

α
T :

P (G :
α
T, x1, . . . , xN) =

1

|G|
∑
g∈G

w(g) =

=
1

|G|
∑
g∈G

xν11 · . . . · x
νN
N .

(Ýòî ïðîèçâîäÿùèé ïîëèíîì ìíîãèõ ïåðåìåííûõ)
Áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ

PG(x1, . . . , xN) è PG, P (G).

Ïðèìåð 2.2. Âû÷èñëèì öèêëîâîé èíäåêñ äåéñòâèÿ ãðóï-
ïû âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà â
ñåáÿ (ò.å. îñòàâëÿþùèõ åãî íåïîäâèæíûì), íà åãî ñòî-
ðîíû.

Ðåøåíèå. T � ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, N = 3.
G ∼= S3 � âñå ïåðåñòàíîâêè ñòîðîí, n = 3! = 6.
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G :
α
T � ñàìîäåéñòâèå ãðóïïû S3

Òðåóãîëüíèê �
ñàìîäâîéñòâåííàÿ ôèãóðà ⇒
⇒ äåéñòâèå íà ñòîðîíû =
= äåéñòâèå íà âåðøèíû

G :
α
T ∼=

∼=
{
e, (abc)︸ ︷︷ ︸

t

, (acb)︸ ︷︷ ︸
t2

, ((a)(bc))︸ ︷︷ ︸
f

, ((b)(ac))︸ ︷︷ ︸
tf

, ((c)(ab))︸ ︷︷ ︸
t2f

}
=

= 〈 t, f 〉

g ∈ S3 Type(g) w(g) # ìîíîìîâ

e = (a)(b)(c) 〈 3, 0, 0 〉 x3
1 1

t, t2 〈 0, 0, 1 〉 x1
3 2

f, tf, t2f 〈 1, 1, 0 〉 x1
1x

1
2 3

Âñåãî 6

P (S3) =
1

6

[
x3

1 + 2x1
3 + 3x1

1x
1
2

]
,

� öèêëîâîé èíäåêñ ñàìîäåéñòâèÿ ãðóïïû S3, èëè, ÷òî
òî æå, ãðóïïû ñèììåòðèè òðåóãîëüíèêà.

Çà÷åì íóæåí öèêëîâîé èíäåêñ?
Ïóñòü çàäàíû ìíîæåñòâî T , ãðóïïà G è äåéñòâèå G :

α
T .

1. Ïðèïèøåì êàæäîìó ýëåìåíòó T îäíî èç r çíà÷å-
íèé (íåôîðìàëüíî: ïîêðàñèì â îäèí èç r öâåòîâ).
Âñåãî, î÷åâèäíî, èìååòñÿ rN ðàñêðàñîê.
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2. Íå áóäåì ðàçëè÷àòü ðàñêðàñêè, åñëè ïðè ïðåîáðà-
çîâàíèè g : t → t′ t′ ðàñêðàøåí òàêæå êàê è t.
Íàïðèìåð, ïîâîðîò íà 90◦ � íå äà¼ò íîâîãî ðàñ-
êðàøèâàíèÿ âåðøèí êâàäðàòà:

¬ ­ ¯ ¬

¯ ® ® ­

Âîïðîñ: Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íåýêâèâàëåíòíûõ ðàñêðà-
ñîê = êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè?
Îòâåò: Ýòî çíà÷åíèå âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç öèêëîâîé èí-
äåêñ. Èìååì �

1. Êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ýòî g-öèêë; èõ
C(g) = ν1 + . . .+ νN øòóê.

2. Êàæäàÿ ïåðåñòàíîâêà g ∈ G ñ òèïîì
〈 ν1, . . . , νN 〉 áóäåò èìåòü |Fix (g)| = rC(g)

íåïîäâèæíûõ òî÷åê: êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíò-
íîñòè ýòî g-öèêë, èõ C(g) è∣∣Fix (g)

∣∣ = xν11 · . . . · x
νN
N

∣∣∣
x1=...=xN=r

= rC(g).

Îòñþäà, ïî ëåììå Á¼ðñàéäà, ÷èñëî ïîëó÷åííûõ êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè = íåýêâèâàëåíòíûõ ðàñêðàñîê:

::::::::::
Òåîðåìà 2.1.

C(G :
α
T ) = P (G :

α
T, x1, . . . , xN)

∣∣∣
x1=...=xN=r

.
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Íàïðèìåð, PG(1, . . . , 1) = 1: åñëè âñå ýëåìåíòû ïîêðà-
ñèòü â îäèí öâåò, òî òàêèõ ðàñêðàñîê îäíà.

Çàäà÷è íà ïðèìåíåíèå öèêëîâîãî èíäåêñà

Çàäà÷à 2.1 (ïðî ñëîâà; ðåøåíèå, èñïîëüçóþùåå öèêëî-
âîé èíäåêñ). Îïðåäåëèòü ÷èñëî S íåýêâèâàëåíòíûõ
ñëîâ äëèíû l > 2 â q-áóêâåííîì àëôàâèòå, åñëè ýê-
âèâàëåíòíûìè ñ÷èòàþòñÿ ñëîâà, ïîëó÷àþùèåñÿ äðóã
èç äðóãà ïåðåñòàíîâêîé êðàéíèõ áóêâ.

Áûëî ðåøåíèå: S =
ql + ql−1

2
.

Íîâîå ðåøåíèå: G = { e, g } ∼= Z2; T : ©
l−2︷ ︸︸ ︷

© . . .©©︸ ︷︷ ︸
l

.

g ∈ G Type(g) w(g) # ìîíîìîâ

e 〈 l, 0, . . . , 0 〉 xl1 1

g 〈 l − 2, 1, 0, . . . , 0 〉 xl−2
1 x1

2 1

Öèêëîâîé èíäåêñ: P (x1, . . . , xl) =
1

2

[
xl1 + xl−2

1 x1
2

]
.

S = P (q, . . . , q) =
ql + ql−1

2
.

Êëàññè÷åñêàÿ êîìáèíàòîðíàÿ çàäà÷à îá îæåðåëüÿõ

� Îæåðåëüå � îêðóæíîñòü, íà êîòîðîé íà ðàâíûõ
ðàññòîÿíèÿõ ïî äóãå (â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî
ìíîãîóãîëüíèêà) ðàñïîëàãàþòñÿ ¾áóñèíû¿.
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� Çàäà÷à îá îæåðåëüÿõ: ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ îæåðå-
ëèé ìîæíî ñîñòàâèòü èç N áóñèí r öâåòîâ?

� Êàêèå îæåðåëüÿ ñ÷èòàòü íåðàçëè÷èìûìè?

Âàðèàíòû: åñëè îäíî ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîãî ñàìî-
ñîâìåùåíèåì �

1) òîëüêî ïîâîðîòîì â ïëîñêîñòè (áóñèíû ïëîñ-
êèå, îêðàøåíû ñ îäíîé ñòîðîíû = êàðó-
ñåëü) � ñàìîäåéñòâèå ãðóïïû ZN ;

2) ïîâîðîòîì è ïåðåâîðîòîì â ïðîñòðàíñòâå (áó-
ñèíû êðóãëûå) � ñàìîäåéñòâèå ãðóïïû äèýä-
ðà (äâîéíîé ïèðàìèäû) DN .

Çàäà÷à 2.2 (îá îæåðåëüÿõ N = 5, r = 3; 1-é âàðèàíò).
Ñêîëüêî ðàçíûõ îæåðåëèé ìîæíî ñîñòàâèòü èç 5 áó-
ñèí 3 öâåòîâ?

1. Îæåðåëüÿ îäèíàêîâû, åñëè îäíî ïîëó÷àåòñÿ èç äðó-
ãîãî ïîâîðîòîì.

Ðåøåíèå. G ∼= Z5 = 〈t〉, t5 = e, n = 5.

Ýëåìåíò Z5 Type(g) w(g) # ìîíîìîâ

e 〈 5, 0, 0, 0, 0 〉 x5
1 1

t, t2, t3, t4 〈 0, 0, 0, 0, 1 〉 x5 4

Öèêëîâîé èíäåêñ: P (x1, . . . , x5) =
1

5

[
x5

1 + 4x5

]
.

#Col(3) = P (3, . . . , 3) =
35 + 4 · 3

5
= 51.
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Çàäà÷à 2.3 (Îëèìïèàäû ¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû �
2009¿). Äëÿ 50 äåòåé äåòñêîãî ñàäà çàêóïëåíû 50
îäèíàêîâûõ òàðåëîê. Ïî êðàþ êàæäîé òàðåëêè ðàâíî-
ìåðíî ðàñïîëîæåíî 5 áåëûõ êðóæî÷êîâ. Âîñïèòàòå-
ëè õîòÿò ïåðåêðàñèòü êàêèå-ëèáî èç ýòèõ êðóæî÷êîâ
â äðóãîé öâåò òàê, ÷òîáû âñå òàðåëêè ñòàëè ðàçëè÷-
íûìè.

Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî äîïîëíèòåëüíûõ öâåòîâ
ïîòðåáóåòñÿ èì äëÿ ýòîãî?

Êàê äîëæíû áûëè ðåøàòü øêîëüíèêè.
Ïóñòü òðåáóåòñÿ r öâåòîâ. Îòáðîñèì r âàðèàíòîâ

ðàñêðàñêè â îäèí öâåò. ×èñëî îñòàëüíûõ âàðèàíòîâ �
áåç ó÷¼òà âîçìîæíîñòè ïîâîðîòà òàðåëêè: r5 − r;

ñ ó÷¼òîì ïîâîðîòà:
r5 − r

5
(êàæäûé âàðèàíò ïîâòîðÿ-

åòñÿ 5 ðàç).

Èòîãî: #Col(r) =
r5 − r

5
+ r =

r5 + 4r

5
è ïðè 2 äî-

ïîëíèòåëüíûõ öâåòàõ #Col(3) = 51.

Çàäà÷à 2.2 (îá îæåðåëüÿõ N = 5, r = 3; 2-é âàðèàíò).

2. Îæåðåëüÿ îäèíàêîâû, åñëè îäíî ïîëó÷àåòñÿ èç äðó-
ãîãî ïîâîðîòîì è/èëè ïåðåâîðîòîì.
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Ðåøåíèå. G � ãðóïïà äèýäðà D5 = 〈t, f〉, t5 = f 2 = e,
n = |D5| = 10.

Ýëåìåíò D5 Type(g) w(g) # ìîíîìîâ

e 〈 5, 0, 0, 0, 0 〉 x5
1 1

t, t2, t3, t4 〈 0, 0, 0, 0, 1 〉 x5 4

f, tf, . . . , t4f 〈 1, 2, 0, 0, 0 〉 x1x
2
2 5

Âñåãî 10

Öèêëîâîé èíäåêñ: P =
1

10

[
x5

1 + 4x5 + 5x1x
2
2

]
.

#Col(3) = P (x1, . . . , x5)
∣∣∣
x1 = ...=x5 = 3

=

=
35 + 4 · 3 + 5 · 33

10
= 39.

Çàäà÷à 2.4 (î ðàñêðàñêå ñòîðîí êâàäðàòà). Ñòîðîíû ñó-
ùåñòâóåò ðàçëè÷íî îêðàøåííûõ êâàäðàòîâ, åñëè èõ
ñòîðîíû ðàñêðàøèâàþò â r öâåòîâ?

Ðåøåíèå. Ãðóïïà ñàìîñîâìåùåíèÿ êâàäðàòà â ïðîñòðí-
ñòâå � ãðóïïà äèýäðà D4 = 〈 t, f, s 〉, |D4| = 8, êîòî-
ðàÿ ïîðîæäàåòñÿ òðåìÿ îáðàçóþùèìè:

t : âðàùåíèå íà 90◦ âîêðóã öåíòðà â âûáðàííîì íà-
ïðàâëåíèè;

f : ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñå-
ðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí � 2 îñè;

s : ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñå-
ðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ âåðøèí � 2 îñè.
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Ïðè ñàìîäåéñòâèè ãðóïïû D4 (N = 4) å¼ ýëåìåíòû
áóäóò èìåòü ñëåäóþùèå âåñà:
e : åäèíè÷íàÿ ïåðåñòàíîâêà îñòàâèò âñå ñòîðîíû íà ìå-

ñòå, ò.å. èìåþòñÿ 4 öèêëà äëèíû 1, âåñ x4
1 (1

ïåðåñòàíîâêà);

t, t3 : ñòîðîíû öèêëè÷åñêè ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ïî
è ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêå, äëèíà öèêëà 4, âåñ x1

4

(2 ïåðåñòàíîâêè);

t2 : ñòîðîíû ïåðåõîäÿò â ïðîòèâîïîëîæíûå, ÷òî äà¼ò
äâà öèêëà äëèíû 2, âåñ � x2

2 (1 ïåðåñòàíîâêà);

f : äâå ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû íà ìåñòå, îñòàëüíûå
äâå ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, ò.å. èìåþòñÿ äâà åäèíè÷-
íûõ öèêëà è îäèí äëèíû 2, âåñ � x2

1x
1
2 (1 ïåðå-

ñòàíîâêà, 2 îñè);

s : â äâóõ ïàðàõ ñìåæíûõ ñòîðîí ýëåìåíòû ìåíÿþòñÿ
ìåñòàìè, ÷òî äà¼ò äâà öèêëà äëèíû 2, âåñ � x2

2

(1 ïåðåñòàíîâêà, 2 îñè).

Öèêëîâîé èíäåêñ ñàìîäåéñòâèÿ D4:

PD4
(x1, . . . , x4) =

1

8

[
x4

1 + 2x4 + 3x2
2 + 2x2

1x2

]
.

×èñëî ðàñêðàñîê êâàäðàòà â r öâåòîâ:

PD4
(r, . . . , r) =

1

8

[
r4 + 2r + 3r2 + 2r3

]
.

Â ÷àñòíîñòè, â äâà è òðè öâåòà:

#Col(2) =
24 + 4 · 22 + 24

23
= 2 + 2 + 2 = 6,

#Col(3) =
34 + 2 · 3 + 34

8
= 21.
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Çàäà÷à 2.5 (ðàñêðàñêà ãðàíåé êóáà â äâà öâåòà). Ãðàíè
êóáà ðàñêðàøèâàþò â 2 è 3 öâåòà.
Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íî îêðàøåííûõ êóáîâ?

Ðåøåíèå. Íàïîìèíàíèå: G = O = 〈 t, f, r 〉, |O| = 24.

O = 〈t, f, r〉, t4 = f 2 = r3 = e, ãäå:
t � âðàùåíèå íà 90◦ âîêðóã îñè, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíû äâóõ ïðî-
òèâîïîëîæíûõ ãðàíåé (2�2), òàêèõ
îñåé 3;

f � âðàùåíèå íà 180◦ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ñåðåäèíû äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ð¼áåð (◦�◦), òàêèõ
îñåé 6;
r � âðàùåíèå íà 120◦ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
äâå ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû (M�M) òàêèõ îñåé 4.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ìíîæåñòâî ãðàíåé êóáà;
|F | = N = 6. Âûáåðåì íåêîòîðóþ ãðàíü êóáà (êâàä-
ðàò) è îáîçíà÷èì å¼ ¬, à ïàðàëëåëüíóþ åé � ­.
Ïåðåíóìåðóåì ïîñëåäîâàòåëüíî âåðøèíû ãðàíè ¬ ÷èñ-
ëàìè 1, . . . , 4, à âåðøèíû ãðàíè ­ � ÷èñëàìè 5, . . . , 8
òàê, ÷òî âåðøèíà ñ íîìåðîì i ñìåæíà ñ âåðøèíîé ñ íî-
ìåðîì i+ 4, i = 1, 2, 3, 4.

Ïåðåñòàíîâêè äàëåå óêàçàíû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îñü
âðàùåíèÿ

〈t〉 ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíû ãðàíåé ¬ è ­,
〈f〉 ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíû ð¼áåð ( 3-7 ) è ( 1-5 ),
〈s〉 ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû (1) è (7),

à ãðàíè îáîçíà÷åíû: (1-2-6-5) ÷åðåç ®, ïàðàëëåëüíàÿ åé
ãðàíü � °, ãðàíü (2-3-7-6) � ÷åðåç ¯, ïàðàëëåëüíàÿ åé
ãðàíü � ±.
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g ∈ O ïåðåñòàíîâêà Type(g) w(g) #

e (¬). . . (±) 〈 6, 0, . . . 〉 x6
1 1

t, t3 (¬)(­)(®¯°±) 〈 2, 0, 0, 1, 0, 〉 x2
1x4 6

t2 (¬)(­)(®°)(¯±) 〈 2, 2, 0, . . . 〉 x2
1x

2
2 3

f (¬­)(®±)(¯°) 〈 0, 3, 0, . . . 〉 x3
2 6

r, r2 (¬®±)(­¯°) 〈 0, 0, 2, 0, . . . 〉 x2
3 8

Âñåãî 24

P (x1, . . . , x6) =
1

24

[
x6

1 + 6x2
1x4 + 3x2

1x
2
2 + 6x3

2 + 8x2
3

]
.
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#Col(2) =
1

24

[
26 + 12 · 23 + 3 · 24 + 8 · 22

]
= 10,

#Col(3) =
1

24

[
36 + 12 · 33 + 3 · 34 + 8 · 32

]
= 48.

Öèêëîâîé èíäåêñ äåéñòâèÿ ãðóïïû îêòàýäðà íà ìíîæå-
ñòâå R ð¼áåð êóáà ( |R| = N = 12):

g ∈ O Type(g) w(g) #

e 〈 12, 0, . . . 〉 x12
1 1

t, t3 〈 0, 0, 0, 3, 0, 0 〉 x3
4 3 · 2 = 6

t2 〈 0, 6, 0, . . . 〉 x6
2 3

f 〈 2, 5, 0, . . . 〉 x2
1x

5
2 6

r, r2 〈 0, 0, 4, 0, . . . 〉 x4
3 4 · 2 = 8

Âñåãî 24

P (O :
α
R) =

1

24

[
x12

1 + 6x3
4 + 3x6

2 + 6x2
1x

5
2 + 8x4

3

]
.

Öèêëîâîé èíäåêñ äåéñòâèÿ ãðóïïû îêòàýäðà íà ìíîæå-
ñòâå V âåðøèí êóáà ( |V | = N = 8):

g ∈ O Type(g) w(g) #

e 〈 8, 0, . . . 〉 x8
1 1

t, t3 〈 0, 0, 0, 2, 0, 0 〉 x2
4 3 · 2 = 6

t2 〈 0, 4, 0, . . . 〉 x4
2 3

f 〈 0, 4, 0, . . . 〉 x4
2 6

r, r2 〈 2, 0, 2, 0, . . . 〉 x2
1x

2
3 4 · 2 = 8

Âñåãî 24
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P (O :
α
V ) =

1

24

[
x8

1 + 6x2
4 + 9x4

2 + 8x2
1x

2
3

]
.

Çàäà÷à 2.6 (Ïåðå÷èñëåíèå ãðàôîâ). Ñêîëüêî èìååòñÿ
íåîðèåíòèðîâàííûõ íåïîìå÷åííûõ ãðàôîâ (áåç ïåòåëü
è êðàòíûõ ð¼áåð) ñ òðåìÿ âåðøèíàìè?

Ðåøåíèå. T � ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, N = 3.
G ∼= S3 � âñå ïåðåñòàíîâêè ñòîðîí, n = 3! = 6.

Ðàíåå áûë íàéäåí öèêëîâîé èíäåêñ ñàìîäåéñòâèÿ
ãðóïïû S3, èëè, ÷òî òî æå, ãðóïïû ñèììåòðèè òðåóãîëü-
íèêà:

P (S3) =
1

6

[
x3

1 + 2x1
3 + 3x1

1x
1
2

]
Ãðàôû íåîðèåíòèðîâàííûå � r = 2 � ïîìåòêè

¾åñòü ðåáðî/íåò ðåáðà¿, P (2, 2, 2) = 4: ïóñòîé, ñ 1,
2 è 3 ð¼áðàìè.

Öèêëîâûå èíäåêñû ñàìîäåéñòâèÿ Sn, Zn, Dn è

äåéñòâèÿ O íà ýëåìåíòû êóáà (F � ãðàíè, R �
ð¼áðà, V � âåðøèíû).

P (Sn) =
∑

(j1,...,jn)∈Nn0
1j1+2j2+...+njn =n

xj11 x
j2
2 . . . x

jn
n

(1j1j1!)(2j2j2!) . . . (njnjn!)
,

P (Zn) =
1

n

∑
d|n

ϕ(d)x
n/d
d , ϕ � ôóíêöèÿ Ýéëåðà,

P (Dn) =
1

2
P (Zn) +

{
1
2x1x

(n−1)/2
2 , n íå÷¼òíî,

1
4

[
x
n/2
2 + x2

1x
n/2−1
2

]
, n ÷¼òíî,

P (O :
α
V ) =

1

24

[
x8

1 + 9x4
2 + 6x2

4 + 8x2
1x

2
3

]
,
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P (O :
α
E) =

1

24

[
x12

1 + 3x6
2 + 8x4

3 + 6x2
1x

5
2 + 6x3

4

]
,

P (O :
α
F ) =

1

24

[
x6

1 + 3x2
1x

2
2 + 6x2

1x4 + 6x3
2 + 8x2

3

]
.

2.2 Ïðèìåíåíèå òåîðåìû Ïîéà äëÿ ðå-

øåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷

Ê ìíîæåñòâó T , |T | = N , ãðóïïå G, |G| = n è
äåéñòâèþ G :

α
T äîáàâèì ìíîæåñòâî R = {c1, . . . , cr},

ìåòîê (¾êðàñîê¿), è ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé F = RT �
ïðèïèñûâàíèÿ ìåòîê (ðàñêðàøèâàíèé) ýëåìåíòàì T .
G, äåéñòâóÿ íà T , äåéñòâóåò è íà RT � îïåðàöèÿ

◦ : RT ×G ◦
= RT .

Ïðèäàäèì âåñ ýëåìåíòàì R : w(ci) = yi, i = 1, r.

::::::::::
Òåîðåìà 2.2 (Ðåäôèëäà-Ïîéà; 1927, 1937). Öèêëîâîé èí-
äåêñ äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà RT åñòü

P (G :
α
RT , y1, . . . , yr) =

= P (G :
α
T, x1, . . . , xN)

∣∣∣∣
xk=yk1+...+ykr , k=1,N

.

:::::::::::::
Ñëåäñòâèå. Åñëè âñå âåñà âûáðàíû îäèíàêîâûìè
(y1 = . . . = yr = 1), òî x1 = . . . = xN = r è
W (F ) � ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè

C(G :
α
RT ) = C(G :

α
T ) = P (G :

α
T, r, . . . , r)

� ëåììà Á¼ðíñàéäà.
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×òî ìîæíî îïðåäåëèòü (ïîäñ÷èòàòü) ñ ïîìîùüþ:

ëåììû Á¼ðíñàéäà � îáùåå ÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ
ðàçìåòîê (ðàñêðàñîê);

òåîðåìà Ðåäôèëäà-Ïîéà � ÷èñëî ðàçìåòîê äàííîãî
òèïà, ò.å. ñîäåðæàùèõ äàííîå êîëè÷åñòâî ýëåìåí-
òîâ êîíêðåòíîãî öâåòà.

Äü¼ðäü Ïîéà

(P�olya Gy�orgy, 1887�1985)
� âåíãåðñêî-øâåéöàðñêî-àìåðèêàíñêèé

ìàòåìàòèê.
Ïîñëå îêîí÷àíèÿ Áóäàïåøòñêîãî

óíèâåðñèòåòà ðàáîòàë â
Âûñøåé òåõíè÷åñêîé øêîëå â Öþðèõå,

à ñ 1940 ã. � â Ñòýíôîðäñêîì óíèâåðñèòåòå (ÑØÀ).

Óñëîæíèì çàäà÷ó îá îæåðåëüÿõ:

Çàäà÷à 2.2 (îá îæåðåëüÿõ N = 5, r = 3, ïðîäîëæåíèå,
áîëåå ñëîæíûé âàðèàíò). Öâåòà � êðàñíûé, ñèíèé, çå-
ë¼íûé. Îæåðåëüÿ îäèíàêîâû, åñëè îäíî ïîëó÷àåòñÿ èç
äðóãîãî ïîâîðîòîì è ïåðåâîðîòîì.

Ñêîëüêî èìååòñÿ îæåðåëèé, èìåþùèõ ðîâíî 2
êðàñíûå áóñèíû?

Ðåøåíèå. Áûëî: G = D5, öèêëîâîé èíäåêñ

P (x1, . . . , x5) =
1

10

[
x5

1 + 4x5 + 5x1x
2
2

]
,

âñåãî îæåðåëèé P (3, . . . , 3) = 39 (òîëüêî ïîâîðîò �
51).
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x1 = y1+y2+y3, x2 = y2
1+y2

2+y2
3, . . . , x5 = y5

1+y5
2+y5

3. w(êðàñíûé) = y1,
w(ñèíèé) = y2,
w(çåë¼íûé) = y3,

⇒
{
y1 = y,
y2 = y3 = 1,

⇒

⇒


x1 = y + 2,
x2 = y2 + 2,
. . .
x5 = y5 + 2.

xk 7→ yk + 2, k = 1, 5;

P (y) =
5∑
i=1

uiy
i;

u2 =?

P (y) =
1

10

[
u0 + u1y + u2y

2 + . . .+ u5y
5
]

=

=
1

10

[
(y + 2)5 + 4(y5 + 2) + 5(y + 2)(y2 + 2)2

]
=

=
1

10

[
. . .+ C2

523y2 + . . .+ 5(y + 2)(y4 + 4y2 + 4)
]

=

=
1

10

[
. . .+ (10 · 8 + 5 · 2 · 4)y2 + . . .

]
.

u2 = 8 + 10 = 12.

Çàäà÷à 2.7 (î ðàñêðàñêå êóáà). Âåðøèíû êóáà ïîìå÷àþò
êðàñíûìè è ñèíèì öâåòàìè. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò

1) ðàçíîïîìå÷åííûõ êóáîâ (#Col(3));

2) êóáîâ, ó êîòîðûõ ïîëîâèíà âåðøèíû êðàñíûå
(#Col(4, 4));

3) êóáîâ, ó êîòîðûõ íå áîëåå 2 êðàñíûõ âåðøèí?

Ðåøåíèå.
Öèêëîâîé èíäåêñ äåéñòâèÿ O íà âåðøèíû êóáà �
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P (O :
α
V ; x1, . . . x8) =

1

24

[
x8

1 + 6x2
4 + 9x4

2 + 8x2
1x

2
3

]
.

1) #Col(2) = P (x1, . . . , x8)
∣∣∣
x1=...=x8=2

=

=
28 + 6 · 22 + 9 · 24 + 8 · 4 · 4

3 · 23
=

32 + 3 + 18 + 16

3
= 23.

2) w(êðàñíûé) = y, w(ñèíèé) = 1,
xk = yk + 1, k = 1, 8:

#Col(4, 4) =
1

24

[
(y+ 1)8 + 9 · (y2 + 1)4 + 6 · (y4 + 1)2+

+ 8 · (y + 1)2(y3 + 1)2
]

=

=
1

24

[
. . .+ C4

8y
4 + . . .+ 9(. . . 4y2 + 6y4 + . . .)+

. . .+ 6 · 2y4 . . .+ 8(. . .+ 2y + y2 + . . .)(. . .+ 2y3 + . . .)
]
.

u4 =
1

24

[
70 + 9 · 6 + 6 · 2 + 8 · 2 · 2

]
=

168

24
= 7.

3) #Col(6 2, ∗) = u0 +u1 +u2, î÷åâèäíî u0 = u1 = 1.

u2 =
1

24

[
. . .+28y2 +9(. . .+4y2 . . .)+8(. . .+y2 + . . .)

]
=

=
28 + 36 + 8

24
= 3.

#Col(6 2, ∗) = 1 + 1 + 3 = 5.

Çàäà÷à 2.8 (î ÷èñëå ìîëåêóë). Ðàññìîòðèì ìîëåêóëû
4-âàëåíòíîãî óãëåðîäà C: ãäå íà íà ìåñòå × ìîãóò
íàõîäèòñÿ CH3 (ìåòèë), C2H5 (ýòèë), H (âîäîðîä)
èëè Cl (õëîð). Íàïðèìåð � äèõëîðáóòàí.

Íàéòè
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1) îáùåå ÷èñëî M âñåõ ìîëåêóë;

2) ÷èñëî ìîëåêóë ñ H = 0, 1, 2, 3, 4 àòîìàìè âî-
äîðîäà.

× CH3

× C × Cl C CH3

× Cl

Ðåøåíèå. Êàêàÿ ãðóïïà äåéñòâóåò è íà êàêîì ìíîæå-
ñòâå?
T íà ìíîæåñòâå âåðøèí òåòðàýäðà �

Öèêëîâîé èíäåêñ �

g ∈ T Type(g) w(g) #

e 〈 4, 0, 0, 0 〉 x4
1 1

t, t2 〈 1, 0, 1, 0 〉 x1x3 4 · 2 = 8

f 〈 0, 2, 0, 0 〉 x2
2 3

P (T :
α
V ) =

1

12

[
x4

1 + 8x1x3 + 3x2
2

]
1. Âñåãî M ìîëåêóë (4 ðàäèêàëà, x1 = . . . = x4 = 4) �
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M = P (x1, . . . , x4) =
44 + 8 · 4 · 4 + 3 · 42

3 · 4
= 36.

2. Âåñà: y1 = H, y2 = y3 = y4 = 1.
Ïîäñòàíîâêà â P : xk = Hk + 3, k = 1, 4.

P (H) =

=
1

12

[
(H + 3)4 + 8 (H + 3)

(
H3 + 3

)
+ 3

(
H2 + 3

)2 ]
=

=
1

12

[ (
H4 + 4 · H3 · 3 + 6 · H2 · 9 + 4 · H · 27 + 81

)
+

+8
(
H4 + 3H3 + 3H + 9

)
+ 3

(
H4 + 6H2 + 9

) ]
=

= 1 · H4 + 3 · H3 + 6 · H2 + 11 · H + 15.

Èòîãî èìååòñÿ ìîëåêóë ñ ÷èñëîì àòîìà âîäîðîäà:
ñ 4-ìÿ � 1 øò., ñ 3-ìÿ � 3 øò., ñ 2-ìÿ � 6 øò., ñ
1-ì � 11 øò., áåç àòîìîâ âîäîðîäà � 15 øò., âñåãî �
1 + 3 + 6 + 11 + 15 = 36.

Çàäà÷à 2.9 (îá îæåðåëüÿõ ñî ñòîèìîñòüþ). Ñòîèìîñòè
êàìåíåé äëÿ îæåðåëèé ðàâíû: êðàñíîãî � 1 åä., ñèíå-
ãî � 2 åä., çåë¼íîãî � 3 åä. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò îæå-
ðåëèé èç 15 òàêèõ êàìíåé, ñòîèìîñòü êîòîðûõ ðàâíà
30 åä.?

Ðåøåíèå. Öèêëîâîé èíäåêñ ñàìîäåéñòâèÿ ãðóïïû äè-
ýäðà (áûëî ðàíåå):

P (Dn) =
1

2n

∑
d|n

ϕ(d)x
n/d
d +


1
2x1x

(n−1)/2
2 , n íå÷¼òíî,

1
4

[
x
n/2
2 + x2

1x
n/2−1
2

]
, n ÷¼òíî,
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Äëÿ n = 15: D(15) = { 1, 3, 5, 15 }
ϕ(1) = 1, ϕ(3) = 2, ϕ(5) = 4, ϕ(15) = 8.

PD15
=

1

30

[
x15

1 + 2x5
3 + 4x3

5 + 8x1
15 + 15x1x

7
2

]
.

Ñ ó÷¼òîì ñòîèìîñòè êàìíåé íåîáõîäèìàÿ ïîäñòàíîâ-
êà â öèêëîâîé èíäåêñ: êðàñíûé � y1 = y,

ñèíèé � y2 = y2,
çåë¼íûé � y3 = y3,

îòêóäà xk = yk + y2k + y3k.

W =
1

30

[ (
y + y2 + y3

)15
+ 2

(
y3 + y6 + y9

)5
+

+ 4
(
y5 + y10 + y15

)3
+ 8

(
y3 + y30 + y45

)1
+

+15
(
y + y2 + y3

) (
y2 + y4 + y6

)7 ]
= . . .+u30y

30+. . . .

u30 =
1

30

[ 7∑
i=0

C i,15−i,i
15 + 2

2∑
i=0

C i,5−i,i
5 + 4

1∑
i=0

C i,3−i,i
3 +

+ 8 + 15
3∑
i=0

C i,7−i,i
7

]
= 59 788.

2.3 Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à 2.10. Íàéäèòå ïîðÿäîê ñòàáèëèçàòîðîâ ïðî-
èçâîëüíîé (a) âåðøèíû, (á) ðåáðà, (â) ãðàíè êóáà
ïðè äåéñòâèè ãðóïïû îêòàýäðà O íà ñîîòâåòñòâó-
þùèå ýëåìåíòû.
Êàêèå ïåðåñòàíîâêè â íèõ ñîäåðæàòñÿ?
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Ðåøåíèå.

(a) Ïóñòü O äåéñòâóåò íà âåðøèíû êóáà è v � íåêî-
òîðàÿ âåðøèíà.
Òîãäà Stab (v) = { e, s, s2 } 6 O � ãðóïïà âðàùå-
íèé íà 120◦ (â âûáðàííîì íàïðàâëåíèè) âîêðóã
äèàãîíàëè êóáà, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàííóþ âåðøè-
íó, Stab (v) ∼= Z3.

(á) Ïóñòü O äåéñòâóåò íà ð¼áðà êóáà è r � íåêîòî-
ðîå ðåáðî.
Òîãäà Stab (r) = { e, f } 6 O � ãðóïïà âðàùå-
íèé íà 180◦ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäè-
íû ð¼áåð (äàííîãî è åìó ïðîòèâîïîëîæíîãî) êóáà,
Stab (r) ∼= Z2.

(â) Ïóñòü O äåéñòâóåò íà ãðàíè êóáà è f � íåêîòî-
ðàÿ ãðàíü.
Òîãäà Stab (f) = { e, t, t2, t3 } 6 O � ãðóï-
ïà âðàùåíèé íà 90◦ (â âûáðàííîì íàïðàâëå-
íèè) âîêðóã âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäè-
íû ãðàíåé (äàííîé è åé ïðîòèâîïîëîæíîé) êóáà,
Stab (f) ∼= Z4.

Çàäà÷à 2.11. Íàéòè öèêëîâîé èíäåêñ äëÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì îïðåäåë¼ííîãî ñàìîäåéñòâèÿ ÷åòâåðíîé ãðóï-
ïû Êëåéíà
V4 =

{
e, a, b, ab | a2 = b2 = (ab)2 = e2 = e, ab = ba

}
:

1.
e :

(
e a b ab
e a b ab

)
, a :

(
e a b ab
a e ab b

)
,
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b :

(
e a b ab
b ab e a

)
, ab :

(
e a b ab
ab b a e

)
;

2.
e :

(
e a b ab
e a b ab

)
, a :

(
e a b ab
a e b ab

)
,

b :

(
e a b ab
e a ab b

)
, ab :

(
e a b ab
a e ab b

)
.

Ðåøåíèå. Âåçäå ãðóïïà Êëåéíà V4 äåéñòâóåò íà ñâîè
æå ýëåìåíòû.

1)

g Type(g) w(g) #

e 〈 4, 0, 0, 0 〉 x4
1 1

a, b, ab 〈 0, 2, 0, 0 〉 x2
2 3

PV4 =
1

4

[
x4

1 + 3x2
2

]
.

2)

g Type(g) w(g) #

e 〈 4, 0, 0, 0 〉 x4
1 1

a, b 〈 2, 1, 0, 0 〉 x2
1x2 2

ab 〈 0, 1, 0, 0 〉 x2 1

P ′V4 =
1

4

[
x4

1 + 2x2
1x2 + x2

]
.

Ïåðâàÿ ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê åñòü íîðìàëüíàÿ ïîäãðóï-
ïà S4, à âòîðàÿ � íåò.

Çàäà÷à 2.12. Íàéòè öèêëîâîé èíäåêñ òðàíçèòèâíîãî
ñàìîäåéñòâèÿ ãðóïïû Z6.
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Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíî âåðøèíû ïðà-
âèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà áóêâàìè A, . . . , F , Z6 = 〈t〉,
t � ïîâîðîò íà 60◦.

g ∈ Z6 Type(g) w(g)

e = (A) . . . (F ) 〈 6, 0, 0, 0, 0, 0 〉 x6
1

g = (ABCDEF ) 〈 0, 0, 0, 0, 0, 1 〉 x6

g2 = (ACE)(BDF ) 〈 0, 0, 2, 0, 0, 0 〉 x2
3

g3 = (AD)(BE)(CF ) 〈 0, 3, 0, 0, 0, 0 〉 x3
2

g4 = (AEC)(BFD) 〈 0, 0, 2, 0, 0, 0 〉 x2
3

g5 = (AFEDCB) 〈 0, 0, 0, 0, 0, 1 〉 x6

PZ6
=

1

6

[
x6

1 + x3
2 + 2x2

3 + 2x6

]
=

1

6

∑
d|6

ϕ(d)x
6/d
d ;

D(6) = { 1, 2, 3, 6 }, ϕ(1) = ϕ(2) = 1, ϕ(3) = ϕ(6) = 2

Çàäà÷à 2.13. Íà ñòåêëÿííûõ ïëàñòèíàõ ðèñóþò îäèíà-
êîâûå ïðÿìîóãîëüíèêè (íå êâàäðàòû) è ðàñêðàøèâàþò
èõ ñòîðîíû â r öâåòîâ.

Ñêîëüêî ìîæíî íàðèñîâàòü òàêèõ ðàçëè÷íûõ ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ? Êîíêðåòíî, ïðè r = 2?

Ðåøåíèå. Íàéä¼ì öèêëîâîé èíäåêñ R :
α
S äåéñòâèÿ

ãðóïïû R ñàìîñîâìåùåíèé ïðÿìîóãîëüíèêà â ïðî-
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ñòðàíñòâå íà åãî ñòîðîíû. Ãðóïïà R = 〈 t, f 〉 ïîðîæ-
äàåòñÿ îáðàçóþùèìè: t � âðàùåíèå âîêðóã öåíòðà ñèì-
ìåòðèè íà 180◦, f � îòðàæåíèå âîêðóã îñè, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí, 2 îñè.

g ∈ R Type(g) w(g) #

e 〈 4, 0, 0, 0 〉 x4
1 1

t 〈 0, 2, 0, 0 〉 x2
2 1

f 〈 2, 1, 0, 0 〉 x2
1x2 2

P (R :
α
S; x1, x2, x3, x4) =

1

4

[
x4

1 + x2
2 + 2x2

1x2

]
.

×èñëî 2-öâåòíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ �

#Col(2) = P (R :
α
S; 2, . . . , 2) =

16 + 4 + 16

4
= 9

Çàäà÷à 2.14. Íà ñòåêëÿííûõ ïëàñòèíàõ ðèñóþò îäèíà-
êîâûå ïðÿìîóãîëüíèêè (íå êâàäðàòû) è ðàñêðàøèâàþò
èõ âåðøèíû â 3 öâåòà.

Ñêîëüêî ìîæíî íàðèñîâàòü òàêèõ ðàçëè÷íûõ ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ?
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Ðåøåíèå. Íàéä¼ì öèêëîâîé èíäåêñ P (R :
α
V ) äåéñòâèÿ

ãðóïïû R ñàìîñîâìåùåíèé ïðÿìîóãîëüíèêà â ïðî-
ñòðàíñòâå íà åãî âåðøèíû.

g ∈ R Type(g) w(g) #

e 〈 4, 0, 0, 0 〉 x4
1 1

t 〈 0, 2, 0, 0 〉 x2
2 1

f 〈 0, 2, 0, 0 〉 x2
2 2

P (R :
α
V ; x1, x2, x3, x4) =

1

4

[
x4

1 + 3x2
2

]
×èñëî ïðÿìîóãîëüíèêîâ:

#Col(3) = P (R :
α
V ; 3, . . . , 3) =

81 + 27

4
= 27

Çàäà÷à 2.15. Êâàäðàòíàÿ ñòåêëÿííàÿ ïëàñòèíà ðàçäå-
ëåíà íà 9 ðàâíûõ êâàäðàòîâ, êîòîðûå ðàñêðàøèâàþò-
ñÿ â îäèí èç 2 öâåòîâ.
Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò
ðàçíîîêðàøåííûõ ïëàñòèí?

Ðåøåíèå. Íà ìíîæåñòâî T èç N = 9 êâàäðàòîâ ñòåê-
ëÿííîé ïëàñòèêè äåéñòâóåò ãðóïïà D4 = 〈 t, f, s 〉,
t4 = f 2 = s2 = e, ãäå

t � âðàùåíèå íà 90◦ âîêðóã öåíòðà êâàäðàòà;
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f � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíîå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí;

s � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíîå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèí.

Îïðåäåëÿåì öèêëîâîé èíäåêñ äåéñòâèÿ D4 íà T .

g ∈ D4 ïåðåñòàíîâêà Type(g) w(g) #

e (1) . . . (9) 〈 9, 0, . . . 〉 x9
1 1

t, t3 (5)(1397)(2684) 〈 1, 0, 0, 2, . . . 〉 x1x
2
4 2

t2 (5)(19)(37)(28)(79) 〈 1, 4, 0, . . . 〉 x1x
4
2 1

s, f, . . . (2)(5)(8)(13)(48)(79) 〈 3, 3, 0, . . . 〉 x3
1x

3
2 4

8

Öèêëîâîé èíäåêñ: P =
1

8

[
x9

1 + 2x1x
2
4 + x1x

4
2 + 4x3

1x
3
2

]
.

#Col(2) =
29 + 2 · 23 + 25 + 4 · 23 · 23

23
= 102.

Çàäà÷à 2.16 (î êîìïîñòåðå). Êîìïîñòåðîì íàçîâ¼ì
êâàäðàòíóþ òàáëèöó 4×4, â êîòîðîé êàæäàÿ êëåòêà
ìîæåò áûòü ëèáî ïóñòîé, ëèáî ñîäåðæàòü â öåíòðå
ñèìâîë •.
Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ
êîìïîñòåðîâ, åñëè íå ðàçëè÷àòü òå,
êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû îäèí
èç äðóãîãî ñàìîñîâìåùåíèÿìè
â ïðîñòðàíñòâå?

Ðåøåíèå. Íàéä¼ì öèêëîâîé èíäåêñ äåéñòâèÿ ãðóïïû
äèýäðà D4 íà 16 êëåòîê êîìïîñòåðà.
D4 = 〈 t, f, s 〉, t4 = f 2 = s2 = e, |D4| = 8,
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Öèêëîâîé èíäåêñ äåéñòâèÿ ãðóïïû D4 íà ýëåìåíòû
êîìïîñòåðà:

P (x1, . . . , x4) =
1

8

[
x16

1 + 2x4
4 + 3x8

2 + 2x4
1x

6
2

]
.

Íàëè÷èå/îòñóòñòâèå â êëåòêå ñèìâîëà • îïèñûâàåò-
ñÿ èõ îòîáðàæåíèåì â äâóõýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî (ðàñ-
êðàñêå â äâà öâåòà), ïîýòîìó ÷èñëî C ðàçëè÷íûõ êîì-
ïîñòåðîâ åñòü

C = P (2, 2, . . .) =
216 + 25 + 3 · 28 + 211

23
=

= 8192 + 4 + 3 · 32 + 256 = 8196 + 96 + 256 = 8548.

Ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å ñâîäèòñÿ çàäà÷à î ÷èñëå ôîòî-
øàáëîíîâ ðèñóíêîâ ñîåäèíåíèé äëÿ èíòåãðàëüíûõ ñõåì.

Çàäà÷à 2.17. Íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðàñ-
êðàñêè ãðàíåé êóáà â 2 è 3 öâåòà.

Ðåøåíèå. Öèêëîâîé èíäåêñ:

P (O :
α
F ) =

1

24

[
x6

1 + 6x2
1x4 + 3x2

1x
2
2 + 6x3

2 + 8x2
3

]
.

#Col(2) =
26 + 12 · 23 + 3 · 24 + 25

3 · 23
=

8 + 12 + 6 + 4

3
= 10.
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#Col(3) =
36 + 12 · 33 + ·35 + 8 · 32

3 · 8
= 57.

Çàäà÷à 2.18. Îïðåäåëèòü ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ðàñêðàñîê
âñåõ ãðàíåé ïðàâèëüíîé 4-óãîëüíîé ïèðàìèäû Ï â 3
öâåòà.

Ðåøåíèå. Çàíóìåðóåì ïîñëåäîâàòåëüíî áîêîâûå ãðàíè
Ï ÷èñëàìè 1, . . . 4, à îñíîâàíèå � 5.
G ∼= Z4 = 〈 t 〉, t � âðàùåíèå íà 90◦.

g ∈ Z4 Type(g) w(g) #

e = (1)(2)(3)(4)(5) 〈 5, 0, 0, 0, 0 〉 x5
1 1

t, t3 = (1234)(5) 〈 1, 0, 0, 1, 0 〉 x1x4 2

t2 = (12)(34)(5) 〈 1, 2, 0, 0, 0 〉 x1x
2
2 1

P (x1, . . . , x5) =
1

4

[
x5

1 + 2x1x4 + x1x
2
2

]
,

P (3, . . . , 3) =
35 + 2 · 32 + 33

4
=

9 · 32

4
= 72.

Çàäà÷à 2.19. Íàéòè ÷èñëî ðàñêðàñîê âñåõ ãðàíåé óñå÷¼í-
íîé ïðàâèëüíîé 4-óãîëüíîé ïèðàìèäû â 3 öâåòà.

Ðåøåíèå. Ïðîíóìåðóåì ãðàíè Ï: áîêîâûå � ñ 1 ïî 4
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, îñíîâàíèÿ � 5 è 6. Ãðóïïà, äåé-
ñòâóþùàÿ íà Ï � Z4 = 〈 t 〉, t � ïîâîðîò íà 90◦ ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå.
g ∈ Z4 ïåðåñòàíîâêà Type(g) w(g) #

e (1) . . . (6) 〈 6, 0, . . . 〉 x6
1 1

t, t3 (1234)(5)(6) 〈 2, 0, 0, 1, 0, 0 〉 x2
1x4 2

t2 (12)(34)(5)(6) 〈 2, 2, 0, . . . 〉 x2
1x

2
2 1



2.3. Òåîðèÿ Ïîéà 67

Öèêëîâîé èíäåêñ P =
1

4

[
x6

1 + 2x2
1x4 + x2

1x
2
2

]
.

#Col(3) =
36 + 2 · 32 + 34

4
=

33(27 + 2 + 3)

4
= 216.

Çàäà÷à 2.20. Íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðàñ-
êðàñêè ãðàíåé òåòðàýäðà â 2 è 3 öâåòà.

Ðåøåíèå. P (T :
α
F, x1, . . . , x4) =

1

12

[
x4

1 + 8x1x3 + 3x2
2

]
.

#Col(2) =
24 + 11 · 22

3 · 22
=

4 + 11

3
= 5 .

#Col(3) =
34 + 11 · 32

3 · 4
=

27 + 33

4
=

60

4
= 15.

Çàäà÷à 2.21. Íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðàñ-
êðàñêè ð¼áåð òåòðàýäðà â 2 è 3 öâåòà.

Ðåøåíèå. Ãðóïïà T = 〈t, f〉, t3 = f 2 = e, |T | = 12, ãäå

t � âðàùåíèå íà 120◦ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
âåðøèíó è öåíòð ñèììåòðèè, 4 îñè;

f � âðàùåíèå íà 180◦ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ð¼áåð, 3 îñè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ìíîæåñòâî ð¼áåð òåòðàýäðà �
|E| = 6 � è îáîçíà÷èì èõ öèôðàìè îò 1 äî 6, ñ÷è-
òàÿ, ÷òî ð¼áðà 1, 2 è 3 èíèöèäåíòíû îäíîé âåðøèíå, à
îñü âðàùåíèÿ, çàäàâàåìîãî ýëåìåíòîì f , ïðîõîäèò ÷å-
ðåç ñåðåäèíû ð¼áåð 1 è 6.
Íàéä¼ì öèêëîâîé èíäåêñ.
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g ∈ T Type(g) w(g) #

e = (1) . . . (6) 〈 6, 0, . . . 〉 x6
1 1

t, t2 = (123)(456) 〈 0, 0, 2, 0, . . . 〉 x2
3 8

f = (1)(23)(45)(6) 〈 2, 2, 0, . . . 〉 x2
1x

2
2 3

12

P (T :
α
E, x1, . . . , x6) =

1

12

[
x6

1 + 8x2
3 + 3x2

1x
2
2

]
.

#Col(2) =
26 + 8 · 22 + 3 · 24

3 · 22
=

15 + 9 + 12

3
= 12,

#Col(3) =
36 + 8 · 32 + 3 · 34

3 · 4
= 87.

Çàäà÷à 2.22. Íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðàñ-
êðàñêè ð¼áåð êóáà â 2 öâåòà.

Ðåøåíèå. Öèêëîâîé èíäåêñ:

P (O :
α
R) =

1

24

[
x12

1 + 6x3
4 + 3x6

2 + 6x2
1x

5
2 + 8x4

3

]
.

#Col(2) =
212 + 6 · 23 + 3 · 26 + 7 · 27

3 · 23
= 218.

Çàäà÷à 2.23. Íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðàñ-
êðàñêè âåðøèí êóáà â 2 è 3 öâåòà.

Ðåøåíèå. Öèêëîâîé èíäåêñ:

P (O :
α
V ) =

1

24

[
x8

1 + 6x2
4 + 9x4

2 + 8x2
1x

2
3

]
.
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#Col(2) =
28 + 6 · 22 + 9 · 24 + 27

3 · 23
= 23,

#Col(3) =
38 + 6 · 32 + 9 · 34 + 8 · 34

3 · 8
= 333.

Çàäà÷à 2.24. Ñêîëüêèìè ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûìè
ñïîñîáàìè òðè àáñîëþòíî îäèíàêîâûå ìóõè ìîãóò
óñåñòüñÿ â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî ñåìèóãîëüíèêà, íà-
ðèñîâàííîãî íà ëèñòå áóìàãè?

Ðåøåíèå. Ìíîæåñòâî T � âåðøèíû ñåìèóãîëüíèêà, íà
êîòîðûå äåéñòâóåò ãðóïïà Z7 = 〈 t 〉, t7 = e.

g ∈ Z7 Type(g) w(g) #

e 〈 7, 0, . . . 〉 x7
1 1

t, t2, . . . , t6 〈 0, . . . , 0, 1 〉 x7 6

Öèêëîâîé èíäåêñ ñàìîäåéñòâèÿ Z7:

PZ7
(x1, . . . , x7) =

1

7

[
x7

1 + 6x7

]
=

1

7

∑
d|7

ϕ(d)x
7/d
d .

×èñëî ðàçëè÷íûõ ðàñêðàñîê â 2 öâåòà (ìóõà åñòü/íåò),
ïðè óñëîâèè îêðàñêè ðîâíî 3 âåðøèí èç 7 åñòü êîýô-
ôèöèåíò u3 ïðè y3 ïîñëå ïîäñòàíîâêè
x1 7→ y + 1, x7 7→ y7 + 1 â PZ7

:

P (y) =
1

7

[
(y + 1)7 + 6(y + 1)

]
=

1

7

[
. . .+ C3

7y
3 + . . .

]
.

u3 =
7!

7 · 3! · 4!
=

5 · 6
2 · 3

= 5.
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Çàäà÷à 2.25. Áîêîâûå ãðàíè ïðàâèëüíîé 6-óãîëüíîé ïè-
ðàìèäû îêðàøèâàþòñÿ â êðàñíûé, ñèíèé è çåë¼íûé
öâåòà. Îïðåäåëèòü

(à) ÷èñëî ðàçëè÷íûõ 2- è 3-öâåòíûõ ïèðàìèä;

(á) ÷èñëî ïèðàìèä ñ îäíîé êðàñíîé ãðàíüþ;

(â) ÷èñëî ïèðàìèä, ó êîòîðûõ íå ìåíåå òð¼õ êðàñíûõ
ãðàíåé.

Ðåøåíèå. Èìååì òðàíçèòèâíîå ñàìîäåéñòâèå Z6.

(à) Îáùåå ÷èñëî ïèðàìèä.

P (Z6) =
1

6

∑
d|6

ϕ(d)x
6/d
d =

1

6

[
x6

1 + x3
2 + 2x2

3 + 2x6

]
.

#Col(2) =
1

2 · 3
[
26 + 23 + 2 · 22 + 2 · 2

]
=

4 · 21

3
= 14.

#Col(3) =
1

6

[
36 + 33 + 2 · 32 + 2 · 3

]
=

780

6
= 130.

(á, â) ×èñëî ïèðàìèä ñ 1 è 3 6 êðàñíûìè ãðàíÿìè.
Ïîëàãàåì y1 = y, y2 = y3 = 1 (ñëåäèì òîëüêî çà êðàñ-
íûìè ãðàíÿìè), x1 = y + 2, x2 = y2 + 2, x3 = y3 + 2.

P (y) =
1

6

[
(y+2)6+(y2+2)3+2(y3+2)2+2(y6+2)

]
=

=
1

6

[
u0 + u1y + u2y

2 + . . .+ u6y
6
]

=

=
1

6

[ (
26 + 23 + 23 + 4

)
+6·25y+

(
16 · 15 + 2 · 3 · 22

)
y2+. . .

]
.

u0 = 84/6 = 14, u1 = 25 = 32, u2 = (240+24)/6 = 44.
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×èñëî ïèðàìèä ñ:
(á) îäíîé êðàñíîé ãðàíüþ � u1 = 32,
(â) íå ìåíåå, ÷åì 3 êðàñíûìè ãðàíÿìè � #Col(3)−

(u0 + u1 + u2) = 130− (14 + 32 + 44) = 130− 90 = 40.

Çàäà÷à 2.26. Èìåþòñÿ ïëîñêèå áóñèíû, îêðàøåííûå ñ
îäíîé ñòîðîíû â êðàñíûé, ñèíèé è çåë¼íûé öâåòà. Èç
íèõ ñîñòàâëÿþò îæåðåëüÿ, ñîäåðæàùèå ïî 8 â ðàâ-
íîîòñòîÿùèõ òî÷êàõ îêðóæíîñòè. Îïðåäåëèòü

à) ÷èñëî ðàçëè÷íûõ 3-öâåòíûõ îæåðåëèé;

á) ÷èñëî îæåðåëèé, ó êîòîðûõ íå ìåíåå òð¼õ êðàñ-
íûõ áóñèí?

Ðåøåíèå. Çäåñü âåçäå � òðàíçèòèâíîå ñàìîäåéñòâèå
öèêëè÷åñêîé ãðóïïû Z8.

D(8) = { 1, 2, 4, 8 }, ϕ(1) = ϕ(2) = 1, ϕ(4) = 2, ϕ(8) = 4,

P (Z8) =
1

8

∑
d|8

ϕ(d)x
8/d
d =

1

8

[
x8

1 + x4
2 + 2x2

4 + 4x8

]
.

à) Îáùåå ÷èñëî îæåðåëèé:

#Col(3) =
38 + 34 + 2 · 9 + 4 · 3

8
= 834.

á) Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî X îæåðåëèé, â êîòîðûõ ÷èñëî
êðàñíûõ áóñèí íå áîëåå 3 (ò.å. 0, 1 è 2) è âû÷òåì ïî-
ëó÷åííîå êîëè÷åñòâî èç 834.
Ïîëàãàåì y1 = y, y2 = y3 = 1 (ñëåäèì òîëüêî çà áóñè-
íàìè êðàñíîãî öâåòà).
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Íàéä¼ì êîýôôèöèåíòû u0, u1, u2 ïðè y0, y1, y2

â ïðîèçâîäÿùåì ìíîãî÷ëåíå W ïðè ïîäñòàíîâêå
xk = yk + 2, k = 1, . . . , 8.

P (Z8) =
1

8

[
x8

1 + x4
2 + 2x2

4 + 4x8

]
W =

1

8

[
(y+2)8 +(y2 +2)4 +2(y4 +2)2 +4(y8 +2)

]
=

= u0 + u1y + u2y
2 + . . .+ u8y

8 =

=
1

23

[
(28+24+2·22+8)+8·27y+(C2

8 ·26+4·23)y2+. . .
]
.

u0 = 25 + 2 + 1 + 1 = 36, u1 = 128,

u2 = 28 · 8 + 4 = 224 + 4 = 228.

Îòñþäà #Col(3 6) = 834−(36+128+228) = 834−
392 = 442.

Çàäà÷à 2.27. Ãðàíè êóáà ðàñêðàøèâàþò â äâà öâåòà �
êðàñíûé è ñèíèé. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò êóáîâ

1) ðàçëè÷íî îêðàøåííûõ?

2) ó êîòîðûõ íå ìåíåå 4 ãðàíåé êðàñíûå
(#Col(> 4))?

Ðåøåíèå. Öèêëîâîé èíäåêñ:

P (O :
α
F ) =

1

3 · 23

[
x6

1 + 6x2
1x4 + 3x2

1x
2
2 + 6x3

2 + 8x2
3

]
.

1) #Col(2) =
26 + 12 · 23 + 3 · 24 + 25

3 · 23
=

30

3
= 10.

2) Ïîëàãàåì w(1) = y, w(2) = 1, xk = yk +
1, k = 1, 6.
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W =
1

24

[
(y+1)6+6(y+1)2(y4+1)+3(y+1)2(y2+1)2+

+ 6(y2 + 1)3 + 8(y3 + 1)2
]
.

#Col(> 4) = u4+u5+u6 � ÷èñëî êóáîâ ñ 4, 5 è 6 êðàñ-
íûìè ãðàíÿìè ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî u5 = u6 = 1.

Ðàñêðûâàÿ W , íàõîäèì:

W =
1

24

[
. . .+ C4

6y
4 + . . .+ 6(y2 + 2y + 1)(y4 + 1) +

+3(y2 + 2y + 1)(y4 + 2y2 + 1)+

+ 6(y6 + 3y4 + 3y2 + 1) + 8(y6 + 2y3 + 1)
]
.

u4 =
15 + 6 + 9 + 18

3 · 8
=

5 + 2 + 3 + 6

8
=

16

8
= 2.

Èòîãî #Col(> 4) = 1 + 1 + 2 = 4.

Çàäà÷à 2.28. Äëÿ ðàñêðàñêè ñòîðîí êâàäðàòà íà ñòåê-
ëÿííîé ïëàñòèíêå èñïîëüçóþò 3 öâåòà � êðàñíûé,
ñèíèé è çåë¼íûé. Ñêîëüêî ìîæíî ïîëó÷èòü

1) ðàçíîðàñêðàøåííûõ êâàäðàòîâ?

2) êâàäðàòîâ ñ 1 êðàñíûì ðåáðîì è íå áîëåå 2 ñè-
íèõ?

Ðåøåíèå. Öèêëîâîé èíäåêñ:

P (D4) =
1

8

[
x4

1 + 2x4 + 3x2
2 + 2x2

1x2

]
1) #Col(3) =

1

8
[ 34 + 2 · 3 + 3 · 32 + 2 · 32 · 3 ] =

81 + 6 + 27 + 54

8
=

168

8
=

87 + 81

8
= 21.
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2) Ïðè ðàñêðàñêå â 3 öâåòà: xk = yk1 +yk2 +yk3 , k = 1, 4.
Ñëåäèì òîëüêî çà êðàñíûì (y1) è ñèíèì (y2) öâåòàìè:
xk = yk1 + yk2 + 1 , k = 1, 4. Íàõîäèì u10 + u11 + u12.

W =
1

8
[ (y1 + (y2 + 1))4 + 2(y4

1 + y4
2 + 1)+

+ 3(y2
1 + (y2

2 + 1))2 + 2(y1 + (y2 + 1))2(y2
1 + y2

2 + 1) ] =

íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ÷ëåíû ñ y1
1 (êðàñíîå ðåáðî �

îäíî)

1

8
[ y4

1+4y3
1(y2+1)+6y2

1(y2+1)2+4y1(y2 + 1)3+(y2+1)+. . .

. . .+ 2(y2
1 + 2y1(y2 + 1) + (y2 + 1)2)(y2

1 + y2
2 + 1) ] =

=
1

8
[. . .+ 4y1(y2 + 1)3 + 4y1(y2 + 1)(y2

2 + 1))] =

=
1

8
[ . . .+4y1(y

3
2+3y2

2 + 3y1
2 + 1)+4y1(y

3
2+y2 + y2

2 + 1) ] =

íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ÷ëåíû ñ y0
2, y

1
2 è y2

2 ïðè y1

(ñèíèõ ð¼áåð � 0, 1, 2)

=
1

8
[ 4 · 7 + 4 · 3 ] =

4 · 10

8
= 5.

Çàäà÷à 2.29. Ïðèñîåäèíÿÿ ê ñâîáîäíûì
ñâÿçÿì óãëåðîäà áåíçîëüíîãî êîëüöà
àòîìû âîäîðîäà H èëè ìåòèë CH3,
ìîæíî ïîëó÷èòü ìîëåêóëû ðàçíûõ
âåùåñòâ (êñèëîë, áåíçîë è äð.).

1) Ñêîëüêî õèìè÷åñêè ðàçíûõ ìîëåêóë ìîæíî ïîëó-
÷èòü òàêèì ïóò¼ì?
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2) Ñêîëüêî èç íèõ ìîëåêóë ñ ïðèñîåäèí¼ííûìè
0, . . . , 6 àòîìàìè âîäîðîäà?

Ðåøåíèå. Ñàìîäåéñòâèå ãðóïïû äèýäðà D6.
1) Èìååì D6 = 〈 t, f, s 〉, t4 = f 2 = s2 = e, |D6| = 12 �
ãðóïïà äèýäðà ïîðÿäêà 6, ãäå

t � âðàùåíèå íà 60◦ âîêðóã öåíòðà êâàäðàòà;

f � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíîå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí (3 îñè);

s � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíîå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèí (3 îñè).

Ïðîíóìåðóåì ïîñëåäîâàòåëüíî âåðøèíû ïðàâèëüíî-
ãî 6-óãîëüíèêà 1, . . . , 6.

Ïåðåñòàíîâêè íèæå óêàçàíû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îñü
f ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí (2-3) è (5-6), à îñü
s � ÷åðåç âåðøèíû 1 è 4.

g ∈ D6 ïåðåñòàíîâêà Type(g) w(g) #

e (1) . . . (6) 〈 6, 0, . . . 0 〉 x6
1 1

t, t5 (123456) 〈 0, . . . , 0, 1 〉 x1
6 2

t2, t4 (135)(246) 〈 0, 0, 2, . . . 0 〉 x2
3 2

t3 (14)(25)(36) 〈 0, 3, 0, . . . 0 〉 x3
2 1

f (14)(23)(56) 〈 0, 3, 0, . . . 0 〉 x2
3 3

s (1)(4)(26)(35) 〈 2, 2, 0, . . . 〉 x2
1x

2
2 3

12

P (D6) =
1

12

[
x6

1 + 2x6 + 2x2
3 + 4x3

2 + 3x2
1x

2
2

]
.

Âñåãî ìîëåêóë � ïîäñòàíîâêà x1 = . . . = x6 = 2
(H è ìåòèë CH3):
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M =
64 + 4 + 8 + 32 + 3 · 16

3 · 4
=

39

3
= 13.

2) ×èñëî ìîëåêóë ñ 0, . . . , 6 àòîìàìè âîäîðîäà � îáî-
çíà÷åíèå y1 = H, y2 = 1 è ïîäñòàíîâêà xk = Hk + 1,
k = 1, 6 â P .

W =
1

12

[
(H + 1)6 + 3(H + 1)2(H2 + 1)2 + 4(H2 + 1)3 +

+ 2(H3 + 1)2 + 2(H6 + 1)
]

=

= H6 + H5 + 3 · H4 + 3 · H3 + 3 · H2 + H + 1 .

Èòîãî: ìîëåêóë ñ ÷èñëîì àòîìîâ âîäîðîäà (êàê ðàäèêà-
ëà) � H = 0, 1, 5 è 6 � ïî 1 øò., H = 2, 3 è 4 � ïî
3 øò., âñåãî � 13.

Çàäà÷à 2.30. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò îæåðåëèé èç 6 êðàñ-
íûõ è 12 ñèíèõ áóñèí?

Ðåøåíèå. Öèêëîâîé èíäåêñ ñàìîäåéñòâèÿ ãðóïïû äè-
ýäðà (áûëî ðàíåå)

P (Dn) =
1

2n

∑
d|n

ϕ(d)x
n/d
d +


1
2x1x

(n−1)/2
2 , n íå÷¼òíî,

1
4

[
x
n/2
2 + x2

1x
n/2−1
2

]
, n ÷¼òíî,

n = 6 + 12 = 18, D(18) = { 1, 2, 3, 6, 9, 18 },

ϕ(1) = 1, ϕ(3) = 2, ϕ(9) = 6,

ϕ(2) = 1, ϕ(6) = 2, ϕ(18) = 6.

Ïî ôîðìóëå: P (D18) =
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=
1

36

[
x18

1 +x9
2+2x6

3+2x3
6+6x2

9+6x1
18

]
+

1

4

[
x9

2+x
2
1x

8
2

]
=

=
1

36

[
x18

1 + 10x9
2 + 2x6

3 + 2x3
6 + 6x2

9 + 6x1
18 + 9x2

1x
8
2

]
.

xk = yk + 1, W =

=
1

36

[
(y+ 1)18 + 10(y2 + 1)9 + 2(y3 + 1)6 + 2(y6 + 1)3+

+ 6(y9 + 1)2 + 6(y18 + 1) + 9(y + 1)2(y8 + 1)8
]

=

=
1

36

[
. . .+

(
C6

18 + 10C3
9 + 2C1

3 + 2C2
6 + 0 + 0+

+ 9(C2
8 + C3

8)
)
y6
]

=

=
1

36

[
. . .+ (18654 + 840 + 6 + 30 + 756)y6

]
=

= 561y6 Îòâåò. 561.

Çàäà÷à 2.31. Íàéòè ÷èñëî ðàñêðàñîê êóáà â êðàñíûé è
ñèíèé öâåòà ñ 5 êðàñíûìè ð¼áðàìè.

Ðåøåíèå. Ðàíåå áûë íàéäåí öèêëîâîé èíäåêñ äåéñòâèÿ
ãðóïïû O íà ð¼áðà êóáà:

P (O :
α
R) =

1

24

[
x12

1 + 6x3
4 + 3x6

2 + 6x2
1x

5
2 + 8x4

3

]
.

yk = xk + 1,

W =
1

24

[
(y + 1)12 + 6(y4 + 1)3 + 3(y2 + 1)6 +

+ 6(y + 1)2(y2 + 1)5 + 8(y3 + 1)4
]

=
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=
1

24

[
. . .+

(
C5

12 + 6C1
2C

2
5

)
y5
]

=

=
1

24

[
. . .+ (792 + 6 · 2 · 10) y5

]
= . . .+

792 + 120

24
=

= . . .+ (33 + 5)y5 = . . .+ 38y5.

Îòâåò: 38.
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Ãëàâà 3

Ñòðóêòóðíûé ïîäõîä â

ðàñïîçíàâàíèè îáðàçîâ

3.1 Ââåäåíèå â ñèíòàêñè÷åñêèé ïîäõîä

ê ðàñïîçíàâàíèþ îáðàçîâ

Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ îá-

ðàçîâ

1. Äèñêðèìèíàíòíûé (ïðèçíàêîâûé) ïîäõîä
Îáúåêòû õàðàêòåðèçóþòñÿ íàáîðîì ïðèçíàêîâ è ðàñïî-
çíàâàíèå ïðîâîäÿò ðàçáèåíèåì ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ
íà îáëàñòè.

Ìåòîäû:

� ìåòðè÷åñêèå (kNN, ...);
� ðàçäåëÿþùèå ïîâåðõíîñòè (SVM, ÈÍÑ, ...);
� ïîòåíöèàëüíûå ôóíêöèè;
� ëîãè÷åñêèå;
� èíôîðìàöèîííûå;
� êîëëåêòèâíûå ðåøàþùèå ïðàâèëà (îáëàñòè êîì-
ïåòåíöèè, ãîëîñîâàíèå, àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä );

� ...

Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò � ìåòðè÷åñêèå òåîðèè, ëîãè-
÷åñêèå ôóíêöèè, òåîðèÿ èíôîðìàöèè, àëãåáðà àëãîðèò-
ìîâ, ...
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¾Ëåíèâûå¿ è ¾íå-ëåíèâûå¿
àëãîðèòìû ðàñïîçíàâàíèÿ

Ïðè ýòîì èãíîðèðóåòñÿ èíôîðìàöèÿ: (1) ñòðóêòóðíàÿ;
(2) îáúåêò-ïðèçíàê.

2. Ðåëÿöèîííûé ïîäõîä � àíàëèç ôîðìàëüíûõ ïîíÿ-
òèé (ÀÔÏ): ôîðìàëèçàöèÿ ïîíÿòèÿ â âèäå ïàðû îáú¼ì-
ñîäåðæàíèå.

Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò � òåîðèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ
ðåø¼òîê
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3. Ñèíòàêñè÷åñêèé (ñòðóêòóðíûé, ëèíãâèñòè÷åñêèé)
ïîäõîä � ïðèìåíÿåòñÿ ê çàäà÷àì, â êîòîðûõ âàæíà èí-
ôîðìàöèÿ îá îáúåêòå, êàê ñîñòîÿùåãî èç ýëåìåíòàðíûõ
÷àñòåé, ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé îïðåäåë¼ííûì îáðàçîì.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðèíàäëåæíîñòü îáúåêòà íåêîòîðî-
ìó êëàññó åñòü ñëåäñòâèå åãî ¾âíóòðåííåãî ñòðîåíèÿ¿
âíå ñâÿçè ñî ñâîéñòâàìè äðóãèõ îáúåêòîâ.

Ïðèìåðû � ðàñïîçíàâàíèå

� èçîáðàæåíèé è àíàëèç ñöåí: îáúåêòû îáû÷íî
ñëîæíû, ÷èñëî òðåáóåìûõ ïðèçíàêîâ ÷àñòî âåëè-
êî ⇒ óäîáñòâî îïèñàíèÿ èõ ÷åðåç ïîäîáðàçû;

� ñèãíàëîâ: àêóñòè÷åñêèõ (ðå÷ü), ýëåêòðè÷åñêèõ
(ÝÊÃ, ÝÝÃ, ...), ýëåêòðîìàãíèòíûõ (îòðàæ¼ííûå
ðàäèîëîêàöèîííûå), îïòè÷åñêèõ (èçîáðàæåíèÿ),
...

Ðàçíûå ïðàâèëà ïîðîæäàþò ðàçíûå êëàññû îáúåê-
òîâ. Àíàëîãèÿ ìåæäó ñòðóêòóðîé îáúåêòà è ñèíòàêñè-
ñîì ÿçûêà äà¼ò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü àïïàðàò ìà-
òåìàòè÷åñêîé ëèíãâèñòèêè.

Ïðè äèñêðèìèíàíòíîì ïîäõîäå íàäî

1) ñôîðìèðîâàòü ïðèçíàêîâîå ïðîñòðàíñòâî;
2) äëÿ êàæäîãî êëàññà èìåòü äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ïðå-

öåäåíòîâ.
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Ïðè ñèíòàêñè÷åñêîì ïîäõîäå íàäî çàäàòü ïðàâèëî
ïîñòðîåíèÿ êëàññîâ èç ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ. Ïîíÿò-
íî, ÷òî ïîäõîä ýôôåêòèâåí, êîãäà:

1) èìååòñÿ íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðèìèòèâîâ, êîòî-
ðûå ëåãêî âû÷ëåíÿþòñÿ;

2) ïîñòðîåíèå îáðàçîâ èç ïðèìèòèâîâ îïèñûâàåòñÿ
ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûìè ïðàâèëàìè.

Ñèíòàêñè÷åñêîå ðàñïîçíàâàíèå: ñîñòàâëÿþùèå

ïîäõîäà � íà ïðèìåðå ðàñïîçíàâàíèÿ/îáðàáîòêè
èçîáðàæåíèé.

1. Ïðåäîáðàáîòêà:

1.1 Êîäèðîâàíèå è àïïðîêñèìàöèÿ � ïðåäñòàâëåíèå â
âèäå, óäîáíîì äëÿ äàëüíåéøåé îáðàáîòêè.

Ïðèìåðû:
� áèíàðèçàöèÿ ÷åðíî-áåëûõ èçîáðàæåíèé,
� äèñêðåäèòàöèÿ íåïðåðûâíîãî ñèãíàëà,
� ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè êîíå÷íûì íàáîðîì
êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïî íåêîòîðîé
ñèñòåìå ôóíêöèé (Ôóðüå, Óîëøà, Õààðà, ...).

1.2 Ôèëüòðàöèÿ, âîññòàíîâëåíèå è óëó÷øåíèÿ îáúåê-
òà � ïîíèæåíèå óðîâíÿ øóìà, âîññòàíîâëåíèÿ èñ-
êàæåíèé, óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà.

2. Ïîñòðîåíèå îïèñàíèÿ îáúåêòà íà îñíîâå çàðàíåå çà-
äàííûõ ñèíòàêñè÷åñêèõ îïåðàöèé:

� âûäåëåíèå ïðèìèòèâîâ � ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòåé
îáúåêòîâ;
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� ïðåäñòàâëåíèå îáúåêòà â âèäå êîìïîçèöèè ïðèìè-
òèâîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ òîé èëè èíîé ñòðóêòóðîé.

3. Ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèç (ãðàììàòè÷åñêèé ðàçáîð) �
ïîëó÷åíèå ñèíòàêñè÷åñêîãî îïèñàíèÿ îáúåêòà ÷åðåç
ïðèìèòèâû � ïîñòðîåíèå äåðåâà ãðàììàòè÷åñêîãî ðàç-
áîðà.

Còðóêòóðíûé ïîäõîä îáåñïå÷èâàåò âûñîêîå áûñò-
ðîäåéñòâèå: ðàñïîçíàâàíèå ñâîäèòñÿ ê ñðàâíåíèþ ñèì-
âîëüíûõ îïèñàíèé ñòðóêòóð, à íå èñõîäíûõ èçîáðàæå-
íèé ⇒ ïðåèìóùåñòâî ïðè ïîèñêå â áîëüøèõ êîëëåêöè-
ÿõ ãðàôè÷åñêèõ äîêóìåíòîâ.

3.2 Ìåòîäû ïðåäîáðàáîòêè îáúåêòîâ

Êîäèðîâàíèå è àïïðîêñèìàöèÿ

1. Äèñêðåòèçàöèÿ àíàëîãîâûõ äàííûõ � âçÿòèå èçìå-
ðåíèé (îòñ÷åòîâ) ñèãíàëà â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðå-
ìåíè.
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::::::::::
Òåîðåìà 3.1 (Êîòåëüíèêîâà-Íàéêâèñòà-Øåííîíà). Åñëè
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F (jω) ôóíêöèè f(t)

F (jω) =
1√
2π

∞∫
−∞

f(t)e−jωtdt

ðàâíî íóëþ âíå èíòåðâàëà −ωmax 6 ω 6 +ωmax, òî
ôóíêöèÿ f(t) ìîæåò áûòü òî÷íî âîññòàíîâëåíà ïî
ðàâíîîòñòîÿùèì å¼ çíà÷åíèÿì ñ èíòåðâàëîì äèñêðå-
òèçàöèè M t 6M tmax = 1/(2fmax), ω = 2πf äðóã îò
äðóãà â âèäå sinc -ðÿäà Êîòåëüíèêîâà:

f(t) =
+∞∑

n=−∞
f(n·M t) sinc

(
t

M t
− n

)
, sinc x =

sin πx

πx
.

M t 6 π
ωmax

Çàìå÷àíèÿ.

1. Òåîðåìà Êîòåëüíèêîâà ïðèìåíèìà ëèøü äëÿ ñèã-
íàëîâ ñ îãðàíè÷åííûì ñïåêòðîì, ò.å. ïðèíöèïè-
àëüíî äëÿ ñèãíàëîâ áåñêîíå÷íûõ âî âðåìåíè.

2. Íà ïðàêòèêå ïîëàãàþò F (jω) = 0, êîãäà
|F (jω)| ≈ 0; òîãäà ïðè âîññòàíîâëåíèè ôóíêöèè
áóäåò ïîëó÷åíà ëèøü àïïðîêñèìàöèÿ f(t).
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3. Ëîêàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ (ïî îãðàíè÷åííîìó ÷èñ-
ëó òî÷åê) è íåäîñòàòî÷íàÿ ÷àñòîòà äèñêðåòèçàöèè
âíîñèò âûñîêî÷àñòîòíûå èñêàæåíèÿ â âèäå ïåðè-
îäè÷åñêèõ êîïèé ïîëåçíîé ïîëîñû ÷àñòîò (àëèà-
ñèíã, aliasing).

4. Ñèãíàë íåâîçìîæíî âîññòàíàâëèâàòü ïî ìåðå åãî
ïîëó÷åíèÿ è ñëåäîâàòåëüíî

� âûñîêîêà÷åñòâåííàÿ äèñêðåäèòàöèÿ sinc -ðÿ-
äîì âîçìîæíà òîëüêî ïðè o�ine-îáðàáîòêå;

� ïðè online-îáðàáîòêå ïðèõîäèòñÿ çàïîìèíàòü
íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî îòñ÷åòîâ è ïðîèçâî-
äèòü èíòåðïîëÿöèþ ñ íåêîòîðîé çàäåðæêîé.

5. Èìååòñÿ àíàëîã òåîðåìû Êîòåëüíèêîâà äëÿ äâó-
ìåðíîãî ñëó÷àÿ � ôóíêöèè f(x, y).

Ïðàêòè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè:

� ÷àñòîòà äèñêðåòèçàöèè äîëæíà íå ìåíåå ÷åì â 2-
3 ðàçà ïðåâûøàòü âåðõíþþ ÷àñòîòó èíôîðìàòèâ-
íûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñèãíàëà (oversampling);

� ïðåäâàðèòåëüíî ñèãíàë ñëåäóåò îòôèëüòðîâàòü
ôèëüòðîì íèæíèõ ÷àñòîò ñ ÷àñòîòîé ñðåçà íà-
ìíîãî ìåíüøåé, ÷åì ïîëîâèíà âûáðàííîé ÷àñòîòû
äèñêðåòèçàöèè.

2. Êâàíòîâàíèå � ïðèñâàèâàíèå öèôðîâîìó îòñ÷åòó
çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî íåêîòîðîìó ôèêñèðîâàí-
íîìó óðîâíþ ñèãíàëà.
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Óðîâåíü êâàíòîâàíèÿ � óðîâåíü, ïðåâûøå-
íèå êîòîðîãî ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ïðèâî-
äèò ê ïåðåõîäó íà ñëåäóþùèé øàã êâàíòîâàíèÿ:
f(t) ≈ f̂(t) ∈ {óðîâíè êâàíòîâàíèÿ}, êîòîðûå ìîãóò
ðàñïîëàãàòüñÿ

� ðàâíîìåðíî � ïðîñòîòà ïðåäñòàâëåíèÿ; ïðè øàãå
êâàíòîâàíèÿ a çíà÷åíèÿ îøèáêè êâàíòîâàíèÿ:
ìàêñèìàëüíàÿ � ±a/2; ñ.ê.î. � a√

12
≈ 0,29a.

� íåðàâíîìåðíî � âûèãðûø â òî÷íîñòè ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ: åñëè, íàïðèìåð, óðîâíè ÿðêîñòè èçîáðàæå-
íèÿ â îïðåäåëåííîì äèàïàçîíå âñòðå÷àþòñÿ ÷àùå,
÷åì â äðóãèõ äèàïàçîíàõ, òî â í¼ì ðàñïîëàãàþò
áîëüøå óðîâíåé êâàíòîâàíèÿ.

Ïîñëå äèñêðåòèçàöèè è êâàíòîâàíèÿ îáúåêòà óðî-
âåíü êâàíòîâàíèÿ â êàæäîé òî÷êå îòñ÷åòà êîäèðóþò.

Ôèëüòðàöèÿ, âîññòàíîâëåíèå è óëó÷øåíèå ñèã-

íàëà � èçìåíåíèå åãî ÷àñòîòíîãî ñîñòàâà (ñïåêòðà).
Ðåçóëüòàò � ïîâûøåíèå êà÷åñòâà äàííûõ ⇒ îáëåã-

÷åíèå îáíàðóæåíèÿ çàäàííûõ ýëåìåíòîâ ñèãíàëà, èçîá-
ðàæåíèÿ.

1. Äëÿ ôèëüòðàöèè èçîáðàæåíèé èñïîëüçóþò îïåðàöèè,
èíâàðèàíòíûå êî âðåìåíè è ê èçìåíåíèþ ïîëîæåíèÿ:
ñãëàæèâàíèå, ïîâûøåíèå êîíòðàñòà, ...
Îñíîâíîé ïðè¼ì � ñâ¼ðòêà ñ îêíîì g(x, y), ïðåäåë¼í-
íîì íà ïðÿìîóãîëüíèêå (u, v) è ðàâíîì 0 âíå åãî:

f(x, y) 7→ fg(x, y) = (f ∗ g)(x, y) =
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=

∫
(u,v)∈D

g(x− u, y − v)f(u, v) du dv

1). Ñãëàæèâàíèå � ïîäàâëåíèå øóìà, óñðåäíåíèå
çíà÷åíèé ïî íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè � èíòåãðèðîâàíèå
ñ âåñîì.

Ïðèìåð:

g(x, y) =
1

|D|
, g(x, y) =

1

div
·

1/2 3/4 1/2
3/4 1 3/4
1/2 3/4 1/2

, div = 6

div � êîýôôèöèåíò íîðìèðîâàíèÿ, äëÿ òîãî ÷òîáû
ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü îñòàâàëàñü íå èçìåíîé.

2). Ïîâûøåíèå êîíòðàñòà � äèôôåðåíöèðîâàíèå:
∇f = ∂2f

∂x2 + ∂2f
∂y2 .

g(x, y)1 =
−1 −2 −1
−2 +12 −2
−1 −2 −1

, g(x, y)2 =
0 −1 0
−1 +5 −1
0 −1 0

2. Äëÿ îáðàáîòêè äèñêðåòíûõ ëèíåéíûõ ñèãíàëîâ ïðè-
ìåíÿþò ëèíåéíóþ öèôðîâóþ ôèëüòðàöèþ, çàäàâàåìóþ
îáîáùåííûì ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì öèôðîâîãî ôèëü-
òðà:

y(n) =
∑
i∈I

bix(n− i) +
∑
j∈J

ajy(n− j),

ãäå x(n) è y(n) � ñîîòâåòñòâåííî âõîäíîé è âûõîäíîé
ñèãíàëû,

bi, aj � êîýôôèöèåíòû ôèëüòðà,
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I, J � ïàðàìåòðû ôèëüòðà: èíòåðâàëû Z,
ñîäåðæàùèå 0.

×àñòíûå ñëó÷àè:
� aj = 0 äëÿ âñåõ j ∈ J � íåðåêóðñèâíûé ôèëüòð,
èíà÷å � ðåêóðñèâíûé;

� âñå êîýôôèöèåíòû ôèëüòðà ñóòü êîíñòàíòû �
ôèëüòð ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, èíà-
÷å � àäàïòèâíûé.

Ïðèìåðû 3.1 (öèôðîâûõ ôèëüòðîâ).

1. Ñãëàæèâàíèå ïÿò¼ðêàìè �

y(n) =
1

5

[
x(n−2)+x(n−1)+x(n)+x(n+1)+x(n+2)

]
.

2. Ôèëüòð íèæíèõ ÷àñòîò (ôèëüòð Õåììèíãà) �

y(n) =
1

8
x(n) +

1

4
x(n− 1) +

1

4
x(n− 2)+

+
1

4
x(n− 3) +

1

8
x(n− 4).

3. Ñãëàæèâàþùèé äèôôåðåíöèàòîð �

y(n) =
1

8

[
x(n− 8) +x(n− 7) +x(n− 6) +x(n− 5)−

− x(n− 3)− x(n− 2)− x(n− 1)− x(n)
]
.

4. ×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ìåòîäó òðàïå-
öèé �

y(n) = y(n− 1) +
1

2
x(n) +

1

2
x(n− 1).

Äëÿ ïîâûøåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ê øóìó, ïåðåä ïðèìå-
íåíèåì ôèëüòðàöèè èçîáðàæåíèå îáû÷íî ðàçìûâàþò.
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Ñåãìåíòàöèÿ � ðàçáèåíèå èçîáðàæåíèÿ íà ôðàã-
ìåíòû, íå ïîõîæèå ïî êàêîìó-òî ïðèçíàêó.

Ñåãìåíòàöèÿ ðàçäåëÿåò èçîáðàæåíèå íà ñîñòàâëÿþ-
ùèå ÷àñòè èëè îáúåêòû, çàâèñÿùèå îò ðåøàåìîé çàäà÷è
⇒ óíèâåðñàëüíîãî ìåòîäà ñåãìåíòàöèè íå ñóùåñòâóåò.
Ìåòîäû ñåãìåíòàöèè èçîáðàæåíèé � áàçèðóþòñÿ íà
ðàñïðåäåëåíèè ÿðêîñòåé òî÷åê èçîáðàæåíèÿ.

I. Ïîðîãîâûå ìåòîäû � èñïîëüçóþò ïîðîãîâóþ îïå-
ðàöèþ: ôðàãìåíò åñòü ñîâîêóïíîñòü òî÷åê, ÿðêîñòü êî-
òîðûõ áîëüøå/ìåíüøå ïîðîãà/ëåæèò ìåæäó ïîðîãîâû-
ìè çíà÷åíèÿìè).

Íàïðèìåð, â çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ çíàêîâ íà áóìà-
ãå, ñàìè çíàêè ïðåäñòàâëåíû ñîâîêóïíîñòüþ ÷åðíûõ, à
áóìàãà (ôîí) � ñîâîêóïíîñòüþ áåëûõ òî÷åê ⇒ îòäå-
ëèòü çíàê îò ôîíà ìîæíî ïðè ïîìîùè ïîðîãîâîé îïå-
ðàöèè.

Ñóùåñòâåííàÿ òðóäíîñòü � âûáîð çíà÷åíèÿ ïîðîãà.

� Ìåòîä ïðîöåíò�èëåé.
Åñëè îïðåäåëåíà ïðèáëèçèòåëüíàÿ ïëîùàäü S
ôðàãìåíòà, òî âûáèðàþò ïîðîãè òàê, ÷òîáû ïëî-
ùàäü âûäåëÿåìîãî ñåãìåíòà ñ ÿðêîñòüþ ìåíü-
øå/áîëüøå ïîðîãà áûëà ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà S.

� Ìåòîä ìîäû.
Åñëè îïðåäåëåí èíòåðâàë ÿðêîñòè I ôðàãìåíòà,
òî âûáèðàþò ïîðîãè òàê, ÷òîáû â ñåãìåíò ïîïàëè
òî÷êè ñ ÿðêîñòüþ èç I .
Íàïðèìåð, åñëè ÿðêîñòè ôðàãìåíòà èìååò ïèê, òî
ãðàíèöàìè I ìîãóò áûòü ëîêàëüíûå ìèíèìóìû
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ðàñïðåäåëåíèÿ, ðàñïîëîæåííûì ïî îáå ñòîðîíû îò
ýòîãî ïèêà.

� Ìåòîä Îöó (Otsu) âû÷èñëåíèÿ ïîðîãà áèíàðèçà-
öèè ïîëóòîíîâîãî èçîáðàæåíèÿ: èùåòñÿ ïîðîã h,
ìèíèìèçèðóþùèé äèñïåðñèþ âíóòðè êëàññîâ:

h = arg min
t

{
ω1(t)σ

2
1(t) + ω2(t)σ

2
2(t)
}
,

ãäå âåñà ωi � âåðîÿòíîñòè (äîëè) äâóõ êëàññîâ,
ðàçäåëåííûõ ïîðîãîì t, σ2

i � äèñïåðñèè êëàññîâ,
i = 1, 2.

Ìèíèìèçàöèÿ äèñïåðñèè âíóòðè êëàññà = ìàêñè-
ìèçàöèÿ äèñïåðñèè ìåæäó êëàññàìè.

� Ïðîñëåæèâàíèå ãðàíèö (êîíòóðîâ, êðà¼â, ...).
Íàïðèìåð:

� ïðîñòîé ñïîñîá îòñëåæèâàíèÿ ãðàíèö íà
äâóõãðàäàöèîííîì èçîáðàæåíèè: ïðîñìîòð
èçîáðàæåíèÿ, ïîêà íå âñòðåòèòñÿ ïàðà òî÷åê
ðàñòðà ðàçíîé ÿðêîñòè,

� óïðàâëÿåìûå (steerable) ôèëüòðû, îñóùåñòâ-
ëÿùèå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî íàïðàâëåíèþ.

Ïðèìåð 3.1 (ïîðîãîâîãî ìåòîäà ñåãìåíòàöèè). Èñïîëü-
çîâàíèå îïåðàòîðîâ ïðîñòðàíñòâåííîãî äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ êîíòóðíûõ èçîáðàæåíèé.
Îïåðàòîð Ñ�îáåëà-Ôåëüäìàíà, èìåþùèé íàèìåíüøèé
êîýôôèöèåíò óòîëùåíèÿ êîíòóðíîé ëèíèè:
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f(x, y) → g(x, y) = ‖∇f(x, y)‖ =

=
√
d2

1 + d2
2 � ìîäóëü ãðàäèåíòà

ãäå d1, d2 � ñóììû ýëåìåíòîâ ñâ¼ðòêè f ñîîòâåòñòâåí-
íî ñ îêíàìè H1 è H2:

H1 =

 1 0 −1
2 0 −2
1 0 −1

 , H2 =

 1 2 1
0 0 0
−1 −2 −1

 .
II. ¾Íå-ïîðîãîâûå¿ ìåòîäû ñåãìåíòàöèè
� Âûðàùèâàíèå ðåãèîíîâ, äðîáëåíèå-ñëèÿíèå
� ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ïðîâåðêà òî÷åê íà èõ ïðè-
íàäëåæíîñòü ê ôðàãìåíòó.
Ìåòîäû ýòîé ãðóïïû ó÷èòûâàþò ïðîñòðàíñòâåí-
íîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê íàïðÿìóþ è ïîçâîëÿþò:

� âûäåëÿòü ôðàãìåíòû;
� ïðîñëåæèâàòü ãðàíèöû èëè êîíòóðû ôðàã-
ìåíòîâ;

� ïîëó÷àòü õàðàêòåðèñòèêè ôðàãìåíòîâ (ïëî-
ùàäü, ïàðàìåòðû ôîðìû, ...).

Ìåòîäû ïîçâîëÿåò âàðüèðîâàòü çíà÷åíèå ïîðîãà
â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà óæå ïðîâåðåííûõ òî-
÷åêè ðåçóëüòàò òàêîé ïðîöåäóðû çàâèñèò îò òîãî,
êàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò âûáðàíà.

� Ìîäåëèðîâàíèå èçîáðàæåíèÿ ñëó÷àéíûì ïîëåì
� â îñíîâå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè
êàæäîé òî÷êè èçîáðàæåíèÿ çàâèñèò îò õàðàêòå-
ðèñòèê íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ñîñåäíèõ òî÷åê.
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Êàê ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàþò ìàðêîâñêîå ñëó÷àé-
íîå ïîëå.

� Ìåòîäû, îñíîâàííûå íà òåîðèè ãðàôîâ.
Îáùàÿ èäåÿ:

� èçîáðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå âçâåøåí-
íîãî ãðàôà, ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ èçîáðàæå-
íèÿ,

� âåñ ðåáðà ãðàôà îòðàæàåò ñõîäñòâî òî÷åê â
íåêîòîðîì ñìûñëå (ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êà-
ìè ïî íåêîòîðîé ìåòðèêå),

� ðàçáèåíèå èçîáðàæåíèÿ ìîäåëèðóåòñÿ ðàçðå-
çàìè ãðàôà.

� Îïòèìèçàöèîííûé ïîäõîä
� çàäà÷ó ðàçáèåíèÿ èçîáðàæåíèÿ íà îäíîðîäíûå
îáëàñòè ñâîäÿò ê çàäà÷å îïòèìèçàöèè íåêîòîðîãî
ôóíêöèîíàëà îò ðàçáèåíèÿ.

Íàïðèìåð, â ãðàôîâûõ ìåòîäàõ îïòèìèçèðóåòñÿ
ôóíêöèîíàë ñòîèìîñòè ðàçðåçà.

� Íàñòðîéêà ïàðàìåòðîâ
� îäíî èç íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûõ íà äàííûé ìî-
ìåíò íàïðàâëåíèé.

Ïî÷òè ó âñåõ âûøåîïèñàííûõ ìåòîäîâ åñòü ìàññà ïàðà-
ìåòðîâ, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé çà-
äà÷è ïðèõîäèòñÿ ïîäáèðàòü ýâðèñòè÷åñêè.
Îäíèí èç ïîäõîäîâ � ìàøèííîå îáó÷åíèå.
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3.3 ßçûêè îïèñàíèÿ îáðàçîâ

Âûáîð òåðìèíàëüíûõ ýëåìåíòîâ � ïåðâûé ýòàï
ïîñòðîåíèÿ ñèíòàêñè÷åñêîé ìîäåëè îáðàçîâ.
Òðåáîâàíèÿ ê òåðìèíàëüíûì ýëåìåíòàì (ïðèìèòèâàì):

� îíè äîëæíû ñëóæèòü îñíîâíûìè ýëåìåíòàìè îá-
ðàçîâ è îáåñïå÷èâàòü àäåêâàòíîå îïèñàíèå îáúåê-
òà â òåðìèíàõ çàäàííûõ ñòðóêòóðíûõ îòíîøåíèé;

� èõ âûäåëåíèå è ðàñïîçíàâàíèå äîëæíû ëåãêî îñó-
ùåñòâëÿòüñÿ.

Ýòè òðåáîâàíèÿ ÷àñòî ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó.
Ïðèìåðû íåïðîèçâîäíûõ ýëåìåíòîâ:

� äëÿ ðå÷åâûõ îáðàçîâ � ñîâîêóïíîñòü ôîíåì (çâó-
êîâ, ìèíèìàëüíûõ ðàçëè÷èìûõ åäèíèö ÿçûêà).

� äëÿ ðóêîïèñíîãî òåêñòà � øòðèõè.

ßçûêè è ïîðîæäàþùèå ãðàììàòèêè

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïîðîæäàþùàÿ ãðàììàòèêà G åñòü
÷åòâåðêà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà

G = 〈V, W, I, R 〉,
ãäå

V � ìíîæåñòâî òåðìèíàëüíûõ ñèìâîëîâ;
W � ìíîæåñòâî íåòåðìèíàëüíûõ (âñïîìîãàòåëü-

íûõ) ñèìâîëîâ, V ∩W = ∅;
I ∈ W � íà÷àëüíûé ñèìâîë;

R � ñîâîêóïíîñòü ïðàâèë âûâîäà (ïîäñòàíîâîê ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé ñèìâîëîâ).
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ßçûê L(G), ïîðîæäàåìûé ãðàììàòèêîé G �

L(G) = {x ∈ V ∗ | ∃ âûâîä I ⇒ x } .

V ∗ � òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå àëôàâèòà V ∗, âñå
ñëîâà êîíå÷íîé äëèíû, âêëþ÷àÿ ïóñòîå ñëîâî λ.

Ïîðîæäàþùèå ãðàììàòèêè ïî ôîðìå ïðàâèë ïîä-
ñòàíîâêè ðàçäåëåíû íà 4 òèïà (Í.Õîìñêèé, 1957).

Ãðàììàòèêè òèïà 0 � íåîãðàíè÷åííûå
Ñàìûé øèðîêèé êëàññ: íå èìååò êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷å-
íèé íà âèä ïðàâèë ïîäñòàíîâêè.

Ïðèìåð 3.2. V = { a, b, c }, W = { I, A,B }
R : I → aAbc Ab → bA

Ac → Bbcc bB → Bb

aB → aaA aB → λ

Ãðàììàòèêà ïîðîæäàåò ñëîâà âèäà
x = anbn+2cn+2, n > 0.

Âûâîä ñëîâà bbcc:

I ⇒ aAbc⇒ abAc⇒ abBbcc⇒ aBbbcc⇒ bbcc.

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ýòîò êëàññ ñëèøêîì øèðîê.

Ãðàììàòèêè òèïà 1 � íåïîñðåäñòâåííî ñîñòàâëÿþùèõ
èëè êîíòåêñòíî-çàâèñèìûå, ÊÇ.

Ïðàâèëà ïîäñòàíîâêè � âèäà α1Aα2 → α1βα2,
ãäå A ∈ W , β ∈ T+, α1, α2 ∈ T ∗, T = V ∪W .

Ïðèìåð 3.3. V = { a, b, c }, W = { I, A,B }
R : I → abc I → aAbc
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Ab → bA Ac → Bbcc

bB → Bb aB → aaA

aB → aa

Ãðàììàòèêà ïîðîæäàåò ñëîâà âèäà

x = anbncn, n > 1.

Ãðàììàòèêè òèïà 2 � áåñêîíòåêñòíûå èëè êîíòåêñò-
íî-ñâîáîäíûå, ÊÑ.

Ïðàâèëà ïîäñòàíîâêè � âèäà A→ β, ãäå
A ∈ W, β ∈ T+, ò.å. çàìåíÿþò âñïîìîãàòåëüíûé

ñèìâîë A íà íåïóñòóþ öåïî÷êó ïðîèçâîëüíûõ ñèìâî-
ëîâ âíå çàâèñèìîñòè îò êîíòåêñòà (îêðóæåíèÿ A).

Ïðèìåð 3.4. V = { a, b }, W = { I }

R : I → ab I → aIb

Ãðàììàòèêà ïîðîæäàåò ñëîâà âèäà x = anbn, n > 1.

Äðóãèì ìåòîäîì îïèñàíèÿ âûâîäà â áåñêîíòåêñòíîé
ãðàììàòèêå ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå äåðåâüåâ âûâîäà.

Ïîñòðîåíèå äåðåâà âûâîäà:
� êàæäàÿ âåðøèíà äåðåâà èìååò ìåòêó � ñèìâîë èç
àëôàâèòà T , êîðåíü äåðåâà èìååò ìåòêó I.

� åñëè âåðøèíà ñ ìåòêîé A � íå ëèñò äåðåâà, òî
A ∈ W .

� åñëè âåðøèíå n ñ ìåòêîé A ïðÿìî ïîä÷èíåíû
âåðøèíû n1, . . . , nk, ïîìå÷åííûå (ñëåâà íàïðà-
âî) A1, . . . , Ak, òî â R äîëæíî áûòü ïðàâèëî
A→ A1, . . . , Ak.
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Âûâîä ñëîâà aabb:

I

a I b

a b

�
�
�
�

[
[
[
[

�
�
�
�

[
[
[
[

Ãðàììàòèêè òèïà 3 � àâòîìàòíûå èëè ðåãóëÿðíûå
Èìåþò ïðàâèëà ïîäñòàíîâîê âèäà A→ aB èëè A→ a,
ãäå A,B ∈ W .

Ýòî ñàìûå ïðîñòûå èç ôîðìàëüíûõ ãðàììàòèê: îíè
êîíòåêñòíî-ñâîáîäíû, íî ñ îãðàíè÷åííûìè âîçìîæíî-
ñòÿìè.

Ïðèìåð 3.5 (Ðåãóëÿðíîé ãðàììàòèêè G3). V = { a, b },
W = { I, A }

R : I → aA A → aA A → b

Ýòà ãðàììàòèêà ïîðîæäàåò ñëîâà âèäà
x = anb, n > 1.

ßñíî, ÷òî G3 ⊂ G2 ⊂ G1 ⊂ G0.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïðîãðàììíàÿ ãðàììàòèêà Gp åñòü
ïÿò¼ðêà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ

Gp = 〈V, W, I, P, J 〉,
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ãäå V, W, I � êàê â ãðàììàòèêàõ Õîìñêîãî;
P � ìíîæåñòâî ïðàâèë âûâîäà ñïåöèàëüíîãî âèäà;
J � ìíîæåñòâî ìåòîê ïðàâèë; óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî
J = { 1, . . . , m } � íîìåðà ïðàâèëà.

Ïðàâèëà âûâîäà èç P èìåþò âèä

(r) α→ β S F,

ãäå r ∈ J � ìåòêà,
S, F ⊆ J � äâà ñïèñêà ìåòîê ïåðåõîäîâ ïðè

óñïåõå è íåóäà÷å ñîîòâåòñòâåííî,
α→ β � ïðàâèëî ïîäñòàíîâêè (ÿäðî),

α ∈ T ∗WT ∗, β ∈ T ∗, T = V ∪W .

Ïðîãðàììíàÿ ãðàììàòèêà äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

� ñíà÷àëà ïðèìåíÿåòñÿ ïðàâèëî ñ ìåòêîé (1);

� åñëè äåëàåòñÿ ïîïûòêà ïðèìåíèòü ïðàâèëî (r),
òî ïðè íåâîçìîæíîñòè åãî ïðèìåíåíèÿ ñëåäóþùåå
âûáèðàåòñÿ èç ñïèñêà F , à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå åãî
âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåå âûáèðàåòñÿ èç ñïèñêà S.

Ïðîãðàììíûå ãðàììàòèêè îãðàíè÷èâàþò âûáîð
ñëåäóþùåãî ïðàâèëà ïîäñòàíîâêè.

Âûäåëåíèå òåðìèíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ìåòîäû
âûäåëåíèå òåðìèíàëüíûõ ýëåìåíòîâ íà èçîáðàæåíèè:
óïîð íà 1) ãðàíèöû; 2) îáëàñòè.

1. Íà îñíîâå ãðàíèö � ñõåìà öåïíîãî êîäèðîâàíèÿ:
� íà èçîáðàæåíèå íàêëàäûâàþò ñåòêó è óçëû ñåòêè,
íàèáîëåå áëèçêèå ê òî÷êàì èçîáðàæåíèÿ ñîåäèíÿ-
þò îòðåçêàìè ïðÿìûõ;
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� êàæäîìó ïîëó÷åííîìó îòðåçêó ïðèñâàèâàþò âîñü-
ìåðè÷íîå ÷èñëî.

Â ðåçóëüòàòå èçîáðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîëåäîâà-
òåëüíîñòüþ/ÿìè âîñüìåðè÷íûõ ÷èñåë (7600212212).

Ñâîéñòâà öåïíîãî êîäèðîâàíèÿ:

� ëåãêî âûïîëíèìû ðàñòÿæåíèå, îïðåäåëíèå äëèíû
êðèâîé, ñàìîïðåñå÷åíèé...

� ïðèìåíèìî äëÿ ãðàíèö ïðîèçâîëüíîé ñâÿçíîñòè.

Ìåòîä ïðèìåíÿëñÿ äëÿ �

� ðàñïîçíàâàíèÿ ðóêîïå÷àòíîãî òåêñòà;

� êëàññèôèêàöèè ôîòîãðàôèé òðåêîâ ÷àñòèö â ïó-
çûðüêîâîé è èñêðîâîé êàìåðàõ;

� àíàëèçå õðîìîñîì;

� èäåíòèôèêàöèè îòïå÷àòêîâ ïàëüöåâ

� ...

2. Íà îñíîâå îáëàñòåé. Òåðìèíàëüíûå ýëåìåíòû �
ïîëóïëîñêîñòè: âûïóêëûå ìíîãîóãîëüíèêè ïðåäñòàâëÿ-
þòñÿ ïåðåñå÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëóïëîñêîñòåé.

Ïîëóïëîñêîñòè → áóêâû,
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Ñëîâà → âûïóêëûå ìíîãîóãîëüíèêè,
Ïðåäëîæåíèÿ → ôèãóðû.

• H1, . . . , Hk � ïîëóïëîñêîñòè ñ çàäàííûìè çàðà-
íåå íàïðàâëåíèÿìè ϕ1, . . . , ϕk;
• G � ãðóïïà ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ;
• ïåðâè÷íîå ìíîæåñòâî

Rj =
2k⋂
i=1

gjiHi, g
j
i ∈ G;

• ìíîãîóãîëüíèê

A =
l⋃

j=1

Rj.

Ïðèìåð 3.6. Ïîñòðîèì ãðàììàòèêè ðàçëè÷íîãî òèïà
äëÿ ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà L = { an, bn, cn | 1 6 n 6 3 },
îïèñûâàþùèé ðàâíîñòîðîííèå òðåóãîëüíèêè ñ äëèíîé
ñòîðîíû 1, 2, 3.

1. Àâòîìàòíàÿ ãðàììàòèêà G3 = 〈V,W, I, R 〉, ãäå
W = { I, A1, A2, B10, B20, B30, B21, B31, B32, C1, C2, C3 },

V = { },
R:

I → aA1 B10 → bC1 B32 → bC3

I → aB10 B20 → bB21 C1 → c
A1 → aA2 B21 → bC2 C2 → cC1

A1 → aB20 B30 → bB31 C3 → cC2

A2 → aB30 B31 → bB32
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2. Áåñêîíòåêñòíàÿ ãðàììàòèêà G2 = 〈V,W, I, R 〉,
ãäå W = { I, A1, A2, B1, B2, B3, C }, V = { a, b, c },
R:

I → aA1C A1 → aA2C B2 → bB1

A1 → b A2 → aB3C B1 → b
A1 → aB2C B3 → bB2 C → c

Áåêîíòåêñòíàÿ ãðàììàòèêà G2 ãîðàçäî êîìïàêòíåå
àâòîìàòíîé G3. Ãðàììàòèêà íåïîñðåäñòâåííî îñòàâëÿ-
þùèõ äëÿ äàííîãî ÿçûêà íå ïðèâåäåíà, ò.ê. ìàëî îòëè-
÷àåòñÿ îò áåêîíòåêñòíîé G2.

3. Ïðîãðàììíàÿ ãðàììàòèêà Gp = 〈V, W, I, P, J 〉,
ãäå W = { I, B,C }, V = { a, b, c }, J = { 1, . . . , 5 },
P :

Ìåòêà ßäðî I F
1 I → aB {2, 3} ∅
2 B → aBB {2, 3} ∅
3 B → C {4} {5}
4 C → bC {3} ∅
5 C → c {5} ∅

Âñå ïðàâèëà èìåþò âèä A → β, A ∈ W, β ∈ T ∗,
òàêàÿ ïðîãðàììíàÿ ãðàììàòèêà íàçûâàåòñÿ áåñêîí-
òåêñòíîé.

Áåêîíòåêñòíàÿ ïðîãðàììíàÿ ãðàììàòèêà Gp îïèñû-
âàåò ÿçûê L = { an, bn, cn | n = 1, 2, . . . } è åù¼ áîëåå
êîìïàêòíà, ÷åì, áåêîíòåêñòíàÿ G2.
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3.4 Àâòîìàòíûå ÿçûêè, êîíå÷íûå àâòî-

ìàòû, ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ

Àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá çàäàíèÿ àâòîìàòíîé ãðàì-
ìàòèêè � êîíå÷íûì íåäåòåðìèíèðîâàííûì àâòîìàòîì,
ãåíåðèðóþùèì ðåãóëÿðíûé ÿçûê.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Êîíå÷íûé íåäåòåðìèíèðîâàííûé àâ-

òîìàò åñòü ïÿò¼ðêà Ã = 〈X, K, ϕ, P, ψ 〉, ãäå (âñå
ìíîæåñòâà êîíå÷íû):

X � âûõîäíîé àëôàâèò (ñèìâîëû X ãåíåðèðóþòñÿ

àâòîìàòîì Ã),
K � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé àâòîìàòà,
ϕ � ïðåäèêàò íà K, îïðåäåëÿþùèé íà÷àëüíûå ñî-

ñòîÿíèÿ,
ψ � ïðåäèêàò íà K, îïðåäåëÿþùèé ôèíàëüíûå ñî-

ñòîÿíèÿ,
P � ïðåäèêàò íà K ×X ×K, îïðåäåëÿþùèé ìíî-

ãîçíà÷íóþ ôóíêöèþ ïåðåõîäîâ: åñëè â (i − 1)-é
ìîìåíò âðåìåíè àâòîìàò íàõîäèëñÿ â ñîñòîÿíèè
k′ è P (k′, x, k) = 1, òî â i-é ìîìåíò àâòîìàò ìî-
æåò âûäàòü ñèìâîë x è ïåðåéòè â ñîñòîÿíèå k.

ßçûê L(Ã) ⊂ X∗ àâòîìàòà Ã � ìíîæåñò-
âî ñëîâ, êîòîðûå ìîãóò ïîÿâèòñÿ íà åãî âûõîäå:
x = x1, x2, . . . xn ∈ L(Ã), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü k0, k1, . . . , kn ñîñòîÿíèé Ã, ÷òî
1) ϕ(k0) = 1 (k0 � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå);

2) P (ki−1, xi, ki) = 1, i = 1, n (ïåðåõîä ki−1 → ki);
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3) ψ(kn) = 1 (kn � ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå).

Ýòî ýêâèâàëåíòíî èñòèííîñòè ïðåäèêàòà

F (x) =
∨
k0∈K

. . .
∨
kn∈K

ϕ(k0) N
n

&
i=1

P (ki−1, xi, ki) Nψ(kn),

ãäå F (x) � óòâåðæäåíèå ¾ñëîâî x = x1, . . . , xn ïðè-

íàäëåæèò ÿçûêó L(Ã)¿.
Êîìïàêòíàÿ çàïèñü ïðåäèêàòà F (x) � â âèäå ìàò-

ðè÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Îáîçíà÷èì:

ϕ = (ϕ1, . . . , ϕ|K|) � âåêòîð-ñòðîêà, ϕk = ϕ(k),

ψ = (ψ1, . . . , ψ|K|) � âåêòîð-ñòîëáåö, ψk = ψ(k),

Pi =
∥∥P (k′, xi, k)

∥∥ � êâàäðàòíàÿ ïîðÿäêà |K| ìàò-
ðèöà ïåðåõîäîâ, îòâå÷àþùàÿ âûõîäíîìó ñèìâîëó
xi, i = 1, n (ñóùåñòâóåò âñåãî |X| ðàçëè÷íûõ ìàò-
ðèö Pi),

⊗ � ìàòðè÷íîå ïðîèçâåäåíèå ñ îïåðàöèÿìè ñëîæå-
íèÿ ∨ è óìíîæåíèÿ N,

òîãäà

F (x) = ϕ ⊗
n⊗
i=1

Pi ⊗ ψ.

Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ýòîãî ïðåäèêàòà � O(|K|2n).

Öåëü ðàñïîçíàâàíèÿ � îïðåäåëèòü

x = x1, x2, . . . , xn
?
∈ L(Ã).

Ýòó çàäà÷ó ðåøàåò ðàñïîçíàþùèé äåòåðìèíèðîâàí-
íûé àâòîìàò.
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Îïðåäåëåíèå 3.4. Êîíå÷íûé äåòåðìèíèðîâàííûé àâòî-
ìàò åñòü ïÿò¼ðêà A = 〈X, K, k0, q, K

′ 〉, ãäå (âñå
ìíîæåñòâà êîíå÷íû)

X � âõîäíîé àëôàâèò (ñèìâîëû X ïîäàþòñÿ íà
âõîä àâòîìàòà A),

K � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé àâòîìàòà,
k0 ∈ K � îäíî èç íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé,
q : K ×X → K � ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ,
K ′ ⊂ K � ìíîæåñòâî ôèíàëüíûõ ñîñòîÿíèé.

Åñëè â (i − 1)-é ìîìåíò âðåìåíè A íàõîäèëñÿ â
ñîñòîÿíèè k, à â i-é ìîìåíò íà åãî âõîä ïîäàí ñèì-
âîë x, òî A îêàæåòñÿ â ñîñòîÿíèè q(x, k) ⇒ ñëî-
âî x = (x1, x2, . . . , xn), ïîäàííîå íà âõîä A îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ñîñòîÿíèé
k0, k1 = q(k0, x1), . . . , kn = q(ki−1, xn).

Àâòîìàò A ðàñïîçíà¼ò ïðèíàäëåæíîñòü ñëîâà x
ÿçûêó L(A), åñëè kn ∈ K ′.

Ãåíåðèðóþùèé àâòîìàò êàê ãðàììàòèêà. Ïóñòü
Ã = 〈X, K, ϕ, P, ψ 〉 � ãåíåðèðóþùèé àâòîìàò.

� Íàçîâ¼ì X è K � òåðìèíàëüíûì è íåòåðìè-
íàëüíûì àëôàâèòàìè ñîîòâåòñòâåííî.

� Ôóíêöèþ ϕ ïðåäñòàâèì â âèäå ïîäìíî-
æåñòâà íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé (àêñèîì)
K0 = { k ∈ K | ϕ(k) = 1 }.

� Ôóíêöèè P è ψ âûðàçèì â âèäå ïîäìíîæåñòâ
òðîåê (k′, x, k′′) è ïàð (k, x), k, k′, k′′ ∈ K,
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x ∈ X ñîîòâåòñòâåííî è áóäåì íàçûâàòü èõ ïðà-
âèëàìè âûâîäà, ìíîæåñòâî êîòîðûõ îáîçíà÷èì R.

Ïðè ýòîì åñëè ñïðàâåäëèâî P (k′, x, k′′) = 1, òî
òðîéêó (k′, x, k′′)

� çàïèøåì â âèäå ïðàâèëà k′ → xk′′,
� à åñëè ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî åù¼ è
ψ(k′′) = 1, òî ââîäèì åù¼ è ïðàâèëî k′ → x.

Â ðåçóëüòàòå àâòîìàò Ã ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðå-
ãóëÿðíîé ãðàììàòèêè êàê ÷åòâ¼ðêà

G(Ã) = 〈X, K, K0, R 〉,

êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò òîò æå ÿçûê L ⊂ X∗,÷òî è èñõîä-
íûé àâòîìàò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) ñëîâî, ñîñòîÿùàÿ èç åäèíñòâåííîãî ñèìâîëà, êî-
òîðûé ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç àêñèîì, ñ÷èòàåòñÿ âûâå-
äåííûì â äàííîé ãðàììàòèêå;

2) åñëè ñëîâî xk′, x ∈ X∗, k′ ∈ K âûâåäåíî è R
ñîäåðæèò ïðàâèëî k′ → x′k′′, òî ñëîâî xx′k′′ òîæå
ñ÷èòàåòñÿ âûâåäåííûì;

3) åñëè ñëîâî xk′, x ∈ X∗, k′ ∈ K âûâåäåíî è R
ñîäåðæèò ïðàâèëî k′ → x′, òî ñëîâî xx′ òîæå
ñ÷èòàåòñÿ âûâåäåííûì.

ßñíî, ÷òî âîçìîæåí è îáðàòíûé ïåðåõîä � îò ðåãó-
ëÿðíîé ãðàììàòèêè ê àâòîìàòó.

Íåäåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò è ðåãó-
ëÿðíàÿ ãðàììàòèêà � äâà ýêâèâàëåíòíûõ ñïîñîáà
çàäàíèÿ ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ.
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Ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ

Ââåäåì ñëåäóþùèå òðè îïåðàöèè íà ìíîæåñòâå ÿçû-
êîâ.

1. Èòåðàöèÿ ÿçûêà L åñòü ÿçûê, îáîçíà÷àåìûé L∗

è îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîì.

� ïóñòîå ñëîâî (ñëîâî íóëåâîé äëèíû), ïðèíàä-
ëåæèò L∗.

� åñëè ñëîâî x ïðèíàäëåæèò L∗, ñëîâî y ïðè-
íàäëåæèò L, òî ñëîâî x y òàêæå ïðèíàäëå-
æèò L∗.

2. Êîíêàòåíàöèÿ ÿçûêîâ L1 è L2 åñòü ÿçûê, îáî-
çíà÷àåìûé L1L2 è ñîäåðæàùèé âñå ñëîâà âèäà
x y, x ∈ L1, y ∈ L2 è òîëüêî èõ.

3. Îáúåäèíåíèå ÿçûêîâ L1 è L2 åñòü ÿçûê L1 ∪ L2.

Ðåãóëÿðíûå ÿçûêè ìîæíî òàêæå çàäàòü ñ ïîìîùüþ
ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì.

1. ∅ � ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, îáîçíà÷àþùåå ïóñòîå
ìíîæåñòâî ñëîâ.

2. # � ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèÿ, îáîçíà÷àþùåå ÿçûê,
ñîñòîÿùèé èç åäèíñòâåííîãî ïóñòîãî ñëîâà (íóëå-
âîé äëèíû).

3. Äëÿ êàæäîãî ñèìâîëà x ∈ X çàïèñü x � ðåãó-
ëÿðíîå âûðàæåíèå, îáîçíà÷àþùåå ÿçûê, ñîñòîÿ-
ùèé èç åäèíñòâåííîãî îäíîáóêâåííîãî ñëîâà x.

4. Åñëè α � ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå ÿçûêà L, òî
(α)∗ � ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå äëÿ èòåðàöèè ÿçû-
êà L∗.
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5. Åñëè α1 è α2 � ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèå ÿçûêîâ
L1 è L2 ñîîòâåòñòâåííî, òî

α1α2 � ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå äëÿ êîíêàòåíà-
öèè L1L2, à

α1, α2 � ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå äëÿ îáúåäèíå-
íèÿ L1 ∪ L2.

Íàïðèìåð, a(b, c)∗ � ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, çàäà-
þùåå ìíîæåñòâî ñëîâ ñèìâîëîì a, âñëåä çà êîòîðûì
èä¼ò ëþáàÿ (âîçìîæíî ïóñòàÿ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñî-
ñòàâëåííàÿ èç ñèìâîëîâ b è c.

Ïðèìåð 3.7 (çàïèñè ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà). Çàäàäèì ðàç-
ëè÷íûìè ýêâèâàëåíòíûìè ñïîñîáàìè ÿçûê L, ñîñòîÿ-
ùèé èç ìíîæåñòâà ñëîâ âèäà

〈èäåíòèôèêàòîð〉 =

= 〈¾ñóììà ïðîèçâåäåíèé èäåíòèôèêàòîâ¿〉,

â àëôàâèòå X = { a, b, c, +, ×, = }.
Çäåñü èäåíòèôèêàòîð � ñëîâî äëèíû > 0, ñîñòî-

ÿùåå áóêâ a, b, c � ïðîñòåéøèå îïåðàòîðû ïðèñâàèâà-
íèÿ. Íàïðèìåð x = (a = ab+c×a+aba) ∈ L, à (bc =),
(a = a+×b) 6∈ L.

1. Ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå:

(a, b, c)(a, b, c)∗ = ((a, b, c)(a, b, c)∗(+,×))∗ (a, b, c)(a, b, c)∗.

2. Íåäåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò.
Âûõîäíîé àëôàâèò � X = { a, b, c, +, ×, = }.
Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé K = {0, 1, 2, 3, 4}= ìíîæåñòâî
âåðøèí ãðàôà; íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå � 0, êîíå÷íîå � 4.
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Åñëè ñòðåëêå k′ → k′′ ïðèïèñàí ñèìâîë x, òî
P (k′, x, k′′) = 1 (äëÿ âñåõ äðóãèõ òðîåê ôóíêöèÿ
P = 0), ò.å. P ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 íà ñëåäóþùèõ
òðîéêàõ:

(0, a, 1), (0, b, 1), (0, c, 1), (3, a, 3), (3, b, 3), (3, c, 3),

(1, a, 1), (1, b, 1), (1, c, 1), (3,+, 2), (3,×, 2),

(1,=, 2), (2, a, 4), (2, b, 4), (2, c, 4),

(2, a, 3), (2, b, 3), (2, c, 3), (4, a, 4), (4, b, 4), (4, c, 4).

3. Ðåãóëÿðíàÿ ãðàììàòèêà.
V = { a, b, c, =, +, ×}, W = { 0, 1, 2, 3, 4 }, íà÷àëü-
íûé ñèìâîë I = 0, ïðàâèëà R:

0→ a1, 0→ b1, 0→ c1, 3→ +2, 3→ ×2,

1→ a1, ι→ b1, ι→ c1, 2→ a4, 2→ b4, 2→ c4,

1→= 2, 4→ a4, 4→ b4, 4→ c4,

2→ a3, 2→ b3, 2→ c3, 4→ a, 4→ b, 4→ c,

3→ a3, 3→ b3, 3→ c3.
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4. Äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò, ðàñïîçíàþùèé
ÿçûê L: Âõîäíîé àëôàâèò X = { a, b, c, =, +, ×},
ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé K = { 0, . . . , 5 }, íà÷àëüíîå
ñîñòîÿíèå � 0, êîíå÷íîå � 3.

Ñòðåëêè çàäàþò ôóíêöèþ ïåðåõîäîâ: åñëè ñòðåë-
êà íà÷èíàåòñÿ â âåðøèíå k′, çàêàí÷èâàåòñÿ â âåðøèíå
k′′ è íà íåé çàïèñàí ñèìâîë x, ýòî îáîçíà÷àåò, ÷òî
q(k′, x) = k′′.

Ëþáîå ïðàâèëüíîå ñëîâî àâòîìàò ïåðåâîäèò â ñîñòî-
ÿíèå 3, à ëþáîå íåïðàâèëüíîå � â êàêîå-òî äðóãîå.

Â ðàìêàõ ñòðóêòóðíîãî ïîäõîäà çàäà÷à ðàñïîçíàâà-
íèÿ ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà, êîòîðûé äëÿ
ëþáîãî ñëîâà x äàííîãî ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà îïðåäå-
ëÿåò, ïðèíàäëåæèò ëè îíî ÿçûêó L.

Ýòà çàäà÷à îêàçûâàåòñÿ íå î÷åíü òðóäíîé, åñëè ðåãó-
ëÿðíûé ÿçûê âûðàæåí ñ ïîìîùüþ ãåíåðèðóþùåãî àâòî-
ìàòà: ðàñïîçíàþùèé àâòîìàò îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ìíî-
æåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, äëÿ êîòîðûõ ìàòðè÷íîå
ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 1.
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Øòðàôíûå àâòîìàòû è ÿçûêè. Äëÿ ôîðìàëèçà-
öèè ñëîæíûõ, íå÷¼òêî îïðåäåë¼ííûõ ïîíÿòèé (êëàñ-
ñîâ) íåîáõîäèìî çàäàíèå ôóíêöèè, âûðàæàþùåé ñòå-
ïåíü óâåðåííîñòè ïðèíàäëåæíîñòè îáúåêòà êëàññó, äëÿ
÷åãî ââåä¼ì ïîíÿòèå øòðàôíûõ àâòîìàòîâ è ÿçûêîâ.

Ïóñòü X è K � äâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà, à òðè
ôóíêöèè

ϕ : K → R>0, P : K ×X ×K → R>0, ψ : K → R>0

îïðåäåëÿþò ïîâåäåíèå ãåíåðèðóþùåãî øòðàôíîãî àâ-
òîìàòà F :

� àâòîìàò ìîæåò íà÷àòü ñâîþ ðàáîòó â ëþáîì ñî-
ñòîÿíèè k ∈ K, çàïëàòèâ ïðè ýòîì øòðàô ϕ(k);

� åñëè àâòîìàò â (i−1)-é ìîìåíò íàõîäèëñÿ â ñîñòî-
ÿíèè k′, òî â i-é ìîìåíò îí ìîæåò ñãåíåðèðîâàòü
ñèìâîë x ∈ X è ïåðåéòè â ñîñòîÿíèå k, çàïëàòèâ
øòðàô P (k′, x, k);

� àâòîìàò ìîæåò çàâåðøèòü ðàáîòó â ëþáîé ìîìåíò
i, çàïëàòèâ çà ýòî øòðàô ψ(ki).

Øòðàôíîé ÿçûê îïðåäåëÿåòñÿ àâòîìàòîì
F = 〈X, K, ϕ, P, ψ 〉 è ÷èñëîì ε: â íåãî âõîäÿò
òå è òîëüêî ñëîâà, øòðàô çà ãåíåðèðîâàíèå êîòîðûõ íå
ïðåâîñõîäèò ε.

Ðåãóëÿðíûå ÿçûêè � ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî
øòðàôíûõ.

Ðàñïîçíàâàíèå ïðèíàäëåæíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè x = (x1, x2, . . . , xn) çàäàííîìó øòðàôíîìó ÿçûêó
ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ïðåäèêàòà
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min
k0

min
k1

. . .min
kn

{
ϕ(k0) +

+
n∑
i=1

P (ki−1, xi, ki) + ψ(kn)
} ?
6 ε

Ïîëóêîëüöî � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, îòëè÷àþ-
ùàÿñÿ îò êîëüöà îòñóòñòâèåì òðåáîâàíèÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ ïðîòèâîïîëîæíîãî ïî ñëîæåíèþ ýëåìåíòà.

Ðàññìîòðèì àññîöèàòèâíî-êîììóòàòèâíîå ïîëó-
êîëüöî ñ îïåðàöèÿìè: ñëîæåíèÿ � min è óìíîæåíèÿ �
+. Îáîçíà÷èì â íåì îïåðàöèþ ìàòðè÷íîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ �. Òîãäà òà æå ôîðìóëà çàïèøåòñÿ êàê:

ϕ �
n⊙
i=1

Pi � ψ
?
6 ε.

Çàäà÷à îñòàåòñÿ ïðîñòîé: å¼ ôîðìóëèðîâêà óêàçû-
âàåò àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ
O(|K|2n).

3.5 Ëåâåíøòåéíîâñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

ïðîèçâîëüíîãî ñëîâà ñëîâîì èç ðå-

ãóëÿðíîãî ÿçûêà

Ââåäåíèå â ïðîáëåìó. Ïóñòü çàäàíû

� L � ðåãóëÿðíûé ÿçûê, çàäàâàåìûé ãåíåðèðóþ-
ùèì àâòîìàòîì Ã = 〈X, K, ϕ, P, ψ 〉;

� d : X∗ × X∗ → R � ôóíêöèÿ îòëè÷èÿ ñëîâà
x2 ∈ X∗ îò ñëîâà x1 ∈ X∗.
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Îòëè÷èå íå îáÿçàòåëüíî îáðàçóåò ìåòðèêó íà
ìíîæåñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: íàïðèìåð, ìî-
æåò áûòü äàæå íåñèììåòðè÷íîé ôóíêöèåé.

Çàäà÷à: ïîñòðîèòü àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ êàæäîãî
ñëîâà x ∈ X∗ è êàæäîãî ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà L ⊂ X∗

âû÷èñëÿåò îòëè÷èå ñëîâà x îò ÿçûêà L � ÷èñëî

D(x) = min
y ∈L
{ d(y, x) }.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ d
ïðèíàäëåæèò êëàññó ò.í. ëåâåíøòåéíîâñêèõ ôóíêöèé.

Âëàäèìèð Èîñèôîâè÷ Ëåâåíøòåéí

(20.05.1935) � ðîññèéñêèé ìàòåìàòèê,
ä.ô.-ì.í, âåä.í.ñîòðóäíèê
ÈÏÌ èì. Ì. Â. Êåëäûøà.

Â 1965 ã. ââ¼ë ïîíÿòèå ðàññòîÿíèÿ
ðåäàêòèðîâàíèÿ äëÿ

0-1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Â 2006 ãîäó ïîëó÷èë ïðåñòèæíóþ íàãðàäó ÑØÀ �

Ìåäàëü Ðè÷àðäà Õýììèíãà.

Îïåðàöèè ðåäàêòèðîâàíèÿ ñëîâ. Îïðåäåëèì òðè
îïåðàöèè ïîñèìâîëüíîãî ðåäàêòèðîâàíèÿ ñëîâ è äåé-
ñòâèòåëüíûå íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè èõ ñòîèìîñòè
(âñå ñèìâîëû x, x′ ∈ X, âñå ñëîâà x ∈ X∗):
INsert (âñòàâêà) ïðåîáðàçóåò ñëîâî x1x2 â ñëîâî x1xx2,

ñòîèìîñòü � in(x);

CHange (çàìåíà) ïðåîáðàçóåò ñëîâî x1xx2 â ñëîâî
x1x

′x2, ñòîèìîñòü � ch(x, x′);
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DElete (èñêëþ÷åíèå) ïðåîáðàçóåò ñëîâî x1xx2 â ñëîâî
x1x2, ñòîèìîñòü � de(x).

Ñòîèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàöèé = ñóììà
ñòîèìîñòåé îïåðàöèé, âõîäÿùèõ â ýòó ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü; ñòîèìîñòü ïóñòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè = 0.

Îïðåäåëåíèå 3.5. Ñòîèìîñòü d(x1, x2) ñàìîé äåø¼âîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåäàêòîðñêèõ îïåðàöèé, ïðåîáðà-
çóþùåé x1 → x2 íàçûâàþò ëåâåíøòåéíîâûì îòëè-
÷èåì ñëîâà x2 îò ñëîâà x1.

Ïðèìåð: ÷òîáû ïåðåâåñòè ñëîâî ÊÎÍÜ â ñëîâî ÊÎÒ
íóæíî ñîâåðøèòü îäíî óäàëåíèå è îäíó çàìåíó, ñîîò-
âåòñòâåííî ðàññòîÿíèå Ëåâåíøòåéíà ñîñòàâëÿåò 2:

ÊÎÍÜ
çàìåíÿåì Í íà Ò−−−−−−−−−−→ ÊÎÒÜ

óäàëÿåì Ü−−−−−−→ ÊÎÒ
Íàõîæäåíèå ñòîèìîñòè d(x1, x2) â îáùåì ñëó÷àå �

íåïðîñòàÿ çàäà÷à: ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðåäàêòîðñêèõ îïåðàöèé ïðåîáðà-
çîâàíèÿ x1 → x2.

Íàèâíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ d(y, x). Ïðèâå-
ä¼ì èçâåñòíûé è ÷àñòî ïðèìåíÿåìûé àëãîðèòì âû÷èñ-
ëåíèÿ ôóíêöèé Ëåâåíøòåéíà ÿâëÿþùèéñÿ ïðèìåðîì
ïñåâäîðåøåíèÿ: îïòèìàëüíîñòü åãî íå ãàðàíòèðóåòñÿ.

Ïóñòü x = (x1, . . . , . . . , xm) è y = (y1, . . . , yn) � ñëî-
âà èç X∗.

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ñòîèìîñòè d(y, x) ïðåîáðà-
çîâàíèÿ y → x çàäàäèì íà ãðàôå Γ0(y, x), â êîòîðîì
ð¼áðà (ñòðåëêè) çàäàþò ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïóòåé
èç ëåâîãî âåðõíåãî óãëà ãðàôà â ïðàâûé íèæíèé.
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Êàæäîìó ïóòè ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ðåäàêòîðñêèõ îïåðàöèé ïðåîáðàçîâàíèÿ y → x ñëîâ:
ïðîõîæäåíèþ ïóòè ïî

� âåðòèêàëüíîé ñòðåëêå â i-é ñòðîêå ñîîòâåòñòâóåò
âñòàâêà ñèìâîëà xi;

� ãîðèçîíòàëüíîé ñòðåëêå j-ì ñòîëáöå ñîîòâåòñòâó-
åò èñêëþ÷åíèå ñèìâîëà yj;

� äèàãîíàëüíîé ñòðåëêå â i-é è j-ì ñòîëáöå ñîîò-
âåòñòâóåò çàìåíà yj 7→ xi ñèìâîëîâ.

yj

xi

i-îé ñòðîêå ïðèïèñàí i-é ñèìâîë
ñëîâà x.
j-ìó ñòîëáöó ïðèïèñàí j-é ñèìâîë
ñëîâà y.
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Ïðèìåð 3.8. Ïóñòü X = { a, b, c }.
Ïðåîáðàçóåì ïî äàííîìó àëãîðèòìó ñëîâî y = acbb â
ñëîâî x = abc ïî óêàçàííîìó ïóòè:

a c b b
a c b b
a b b
a b b b
a b c b
a b c

Ïðèñâîèì ñòðåëêàì íåîòðèöàòåëüíûå äëèíû, ðàâ-
íûå ñòîèìîñòè ðåäàêòîðñêèõ îïåðàöèé.

Äëèíà êàæäîé ñòðåëêè ðàâíà
âåðòèêàëüíîé â i-é ñòðîêå � ñòîèìîñòè in(xi);

ãîðèçîíòàëüíîé â j-ì ñòîëáöå � ñòîèìîñòè de(yj);

íàêëîííîé â i-îé ñòðîêå è j-îì ñòîëáöå � ñòîèìîñòè
ch(yj, xi).

Äëèíà êàæäîãî ïóòè = ñòîèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
îïåðàöèé, êîòîðûå ýòîò ïóòü ïðåäñòàâëÿåò.

Âðîäå áû: ïîèñê ñàìîé äåøåâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ðåäàêòîðñêèõ îïåðàöèé ïðåîáðàçîâàíèÿ y → x ñâîäèò-
ñÿ ê ïîèñêó êðàò÷àéøåãî ïóòè íà ãðàôå îò âåðõíåãî
ëåâîãî óãëà ê ïðàâîìó íèæíåìó.

Ïîêàæåì îøèáî÷íîñòü äàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ.

Ïóñòü â àëôàâèòå X = { a, b, c, d } äàíû ñëîâà
x = (b), y = (b); íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü d(y, x).
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Ðåøåíèå. Ïî ãðàôó Γ0(y, x) : d(y, x) =

= min
{
ch(a, b), de(a) + in(b), in(b) + de(a)

}
.

Íî èìååòñÿ è ìíîãî äðóãèõ âàðèàíòîâ, íàïðèìåð:

a
ch(a,c)

−−−→ c
de(c)

−−−→ λ
in(d)

−−−→ d
ch(d,b)

−−−→ b

Ãðàô Γ0 ïðåäñòàâëÿåò ëèøü î÷åíü ìàëóþ ÷àñòü
âñåõ âîçìîæíûõ ðåäàêòîðñêèõ îïåðàöèé ïðåîáðàçîâà-
íèÿ a → b, è íàèâíûé àëãîðèòì ðåøàåò çàäà÷ó ïðà-
âèëüíî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà Γ0 ñîäåðæèò ñàìóþ äå-
øåâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Âûâîä: çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ëåâåíøòåéíîâîãî îòëè-
÷èÿ ñëîâà îò çàäàííîãî ÿçûêà äîëæíà áûòü ñòðîãî ôîð-
ìàëèçîâàíà.

Ãðàô ïðåîáðàçîâàíèé ñëîâ. Ëåâåíøòåéíîâî îò-

ëè÷èå. Îïðåäåëèì áåñêîíå÷íûé íàïðàâëåííûé ìóëü-
òèãðàô Γ:

� V (Γ) = X∗;

� E(Γ) ñîñòàâëÿþò äóãè 3 òèïîâ: in, de è ch, ïðè
ýòîì äâå âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñëîâàì âèäà

1) x1x2 è x1xx2 ñîåäèíÿþò äóãè òèïà
� in äëèíû in(x) îò ïåðâîé âåðøèíû êî
âòîðîé è òèïà
� de äëèíû de(x) îò âòîðîé âåðøèíû ê ïåð-
âîé;
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2) x1yx2 è x1xx2 ñîåäèíÿþò äóãè òèïà
� ch äëèíû ch(y, x) îò ïåðâîé âåðøèíû êî
âòîðîé è äëèíû ch(x, y) îò âòîðîé âåðøèíû
ê ïåðâîé.

Ëåâåíøòåéíîâî îòëè÷èå � ôóíêöèÿ

d : X∗ ×X∗ → R>0,

çíà÷åíèå êîòîðîé d(y, x) äëÿ ïàðû y, x åñòü äëèíà
êðàò÷àéøåãî ïóòè â Γ îò âåðøèíû y äî âåðøèíû x.

::::::::
Ëåììà 3.1 (î ïîðÿäêå ðåäàêòîðñêèõ îïåðàöèé). Äëÿ ëþ-
áûõ äâóõ ñëîâ y è x èç X∗ ñóùåñòâóåò êðàò÷àéøèé
ïóòü

1) íà÷èíàþùèéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñòðåëîê
òèïà in,

2) çà êîòîðîé ñëåäóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðåëîê
òèïà ch,

3) è çàâåðøàþùèéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñòðåëîê
òèïà de,

ïðè÷¼ì ëþáàÿ èç ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìîæåò
áûòü ïóñòîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y, x1, x2, . . . , xn, x � êðàò÷àé-
øèé ïóòü îò âåðøèíû y ê âåðøèíå x, êîòîðûé íå îá-
ëàäàåò óêàçàííûì ñâîéñòâîì, ÷òî îáíàðóæèâàåòñÿ ïðè
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåõîäàõ îò xi−1 ê xi è îò xi ê
xi+1: xi−1 −→ xi −→ xi+1.

Ýòî ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî â 3 ñëåäóþùèõ ñèòóà-
öèÿõ.
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1. Äóãà (xi−1, xi) èìååò òèï ch, à äóãà (xi, xi+1) �
òèï in.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñëîâà xi−1, xi, xi+1 èìåþò îäèí èç
äâóõ ñëåäóþùèõ âèäîâ: xi−1 = x′yx′′x′′′,

xi = x′xx′′x′′′,
xi+1 = x′xx′′zx′′′,

èëè

 xi−1 = x′x′′yx′′′,
xi = x′x′′xx′′′,
xi+1 = x′zx′′xx′′′.

Â ïåðâîì ñëó÷àå çàìåíÿåì âåðøèíó xi íà x′yx′′zx′′′,
à âî âòîðîì � íà x′zx′′yx′′′.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èì íîâûé ïóòü èç âåðøèíû
y â âåðøèíó x ñ òîé æå äëèíîé, íî â ýòîì ïóòè ïåðâàÿ
ðàññìàòðèâàåìàÿ ñòðåëêà áóäåò èìåòü òèï in, à âòî-
ðàÿ � òèï ch.

2. Äóãà (xi−1, xi) èìååò òèï de, à äóãà (xi, xi+1) �
òèï in.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñëîâà xi−1, xi, xi+1 èìåþò îäèí èç
äâóõ ñëåäóþùèõ âèäîâ (x′, x′′, x′′′ ∈ X∗, x, y ∈ X): xi−1 = x′yx′′x′′′,

xi = x′x′′x′′′,
xi+1 = x′x′′xx′′′,

èëè

 xi−1 = x′x′′yx′′′,
xi = x′x′′x′′′,
xi+1 = x′xx′′x′′′.

Â ïåðâîì ñëó÷àå âåðøèíó xi çàìåíÿåì íà x′yx′′xx′′′,
à âî âòîðîì � íà x′xx′′yx′′′.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èì íîâûé ïóòü ñ òîé æå äëè-
íîé, íî â ýòîì ïóòè ïåðâàÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ ñòðåëêà
áóäåò èìåòü òèï in, à âòîðàÿ � òèï de.

3. Äóãà (xi−1, xi) èìååò òèï de, à äóãà (xi, xi+1) �
òèï ch.
Ýòî âîçìîæíî â äâóõ ñëó÷àÿõ:
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 xi−1 = x′xx′′yx′′′,
xi = x′x′′yx′′′,
xi+1 = x′xx′′zx′′′,

èëè

 xi−1 = x′yx′′xx′′′,
xi = x′yx′′x′′′,
xi+1 = x′zx′′x′′′.

Çàìåíÿåì â ïåðâîì ñëó÷àå âåðøèíó xi íà x′xx′′zx′′′,
à âî âòîðîì � íà x′zx′′xx′′′.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èì íîâûé ïóòü ñ òîé æå äëè-
íîé, íî â ýòîì ïóòè ïåðâàÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ ñòðåëêà
áóäåò èìåòü òèï ch, à âòîðàÿ � òèï de.

Ïîñëåäîâàòåëüíî èçìåíÿÿ ïóòü îò y äî x ïî óêà-
çàííûì ïðàâèëàì, íàéäåì ïóòü, â êîòîðîì íè îäíà èç
óêàçàííûõ òðåõ ñèòóàöèé íå âñòðåòèòñÿ. �

Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ëåâåíøòåéíîâà îòëè-
÷èÿ � íà îñíîâå äîêàçàííîé ëåììû.

1. Îïðåäåëèì òðè ÷àñòíûõ îòëè÷èÿ din, dch è dde
ïî ïîñòðîåííîìó êðàò÷àéøåìó ïóòè: îíè ðàâíû äëèíàì
ïóòè ïî ñòðåëêàì ñîîòâåòñòâóþùåãî òèïà, ïðè ýòîì åñ-
ëè y = x, òî ïîëàãàåì âñå îòëè÷èÿ ðàâíûìè 0, à åñëè
ïóòè ïî ñòðåëêàì äàííîãî òèïà íåò, òî ïîëàãàåì ñîîò-
âåòñòâóþùåå îòëè÷èå ðàâíûì ∞.

2. Ââåä¼ì íîâûå ¾äëèííûå¿ ñòðåëêè â ãðàôå Γ (ðà-
íåå ââåä¼ííûå � ¾êîðîòêèå¿):

� åñëè x ïîëó÷åíà èç y âñòàâêîé íåêîòîðûõ ñèì-
âîëîâ, òî ââåä¼ì â ãðàô Γ äâå äëèííûå ñòðåëêè:
òèïà in îò y äî x äëèíû din(y, x) è òèïà de îò
x äî y äëèíû dde(x, y);

� åñëè x è y èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó, ââåä¼ì â
ãðàô Γ äëèííóþ ñòðåëêó òèïà ch îò y äî x
äëèíû dch(y, x).
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ßñíî, ÷òî

� äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè îò y äî x ïî êîðîòêèì
ñòðåëêàì = äëèíå êðàò÷àéøåãî ïóòè ïî äëèííûì
ñòðåëêàì,

� è îäèí èç ýòèõ êðàò÷àéøèõ ïóòåé ñîäåðæèò íå
áîëåå, ÷åì òðè äëèííûå ñòðåëêè òèïà in, ch è
de, èäóùèå äðóã çà äðóãîì â óêàçàííîì ïîðÿäêå.

Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ýòîãî âûñêàçûâàíèÿ �

d(y, x) = min
z1∈X∗

min
z2∈X∗

{
din(y, z1) +

+ dch(z1, z2) + dde(z2, x)
}

íè÷åãî íå äà¼ò äëÿ êîíñòðóêòèâíîãî âû÷èñëåíèÿ
d(y, x) (äâîéíîé ïåðåáîð ïî áåñêîíå÷íîìó ìíîæåñòâó),
íî ïîëåçíî, ò.ê. óêàçûâàåò, ÷òî âû÷èñëåíèå ëåâåíøòåé-
íîâà îòëè÷èÿ ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ äâóõ âñïîìîãàòåëü-
íûõ ñëîâ z1 è z2, ïðè÷¼ì |y| 6 |z1| = |z2| > |x|.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò. Ïóñòü äëÿ êîíå÷íîãî àëôàâè-
òà X çàäàíû:

� ðåãóëÿðíûé ÿçûê L êàê ïîäìíîæåñòâî
{(x1, . . . , xn)} ñëîâ X∗, ãåíåðèðóåìûõ àâòî-
ìàòîì Ã = 〈X,K,ϕ, P, ψ 〉, ò.å. äëÿ êîòîðûõ
ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå∨
k0∈K

. . .
∨
kn∈K

ϕ(k0) N
n

&
i=1

P (ki−1, xi, ki) N ψ(kn);
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� òðè ôóíêöèè in, ch è de íà X∗, (X∗)2 è X∗

ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëÿþùèå ëåâåíøòåéíîâî îò-
ëè÷èå ñëîâ d : (X∗)2 → R>0.

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ÐË: ñîçäàòü àëãîðèòì, êîòîðûé
äëÿ êàæäîãî ñëîâà x ∈ X∗ è êàæäîé øåñòåðêè ôóíê-
öèé (ϕ, P, ψ, in, ch, de) âû÷èñëÿåò ëåâåíøòåéíîâñêîå
îòëè÷èå

D(x) = min
y∈L

d(y, x).

Îñîáåííîñòè çàäà÷è ÐË
Îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò ìíîãîìåðíûå çàäà÷è íà-

õîæäåíèÿ supx f(x) � îïòèìèçàöèè ôóíêöèé öåëåâûõ
ôóíêöèé f(x), â êîòîðûõ

� êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ, ìîæåò áûòü áîëüøîå, çà-
ðàíåå çàäàíî, â òî âðåìÿ, êàê çàäà÷à ÐË òðåáóåòñÿ
íàéòè ñëîâî ñ íåèçâåñòíîé çàðàíåå äëèíîé èç áåñ-
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà;

� ôóíêöèÿ f(x), çàäàííûìè â âèäå ÿâíîé ôîðìóëû,
à çàäà÷å ÐË ôóíêöèÿ d(y, x), ïðåäñòàâëåíà â âèäå
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è å¼ ïîèñêà.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à � îïòèìèçàöèÿ íàéäåííîé â ðå-
çóëüòàòå ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ôóíêöèè
d(y, x).

::::::::::
Òåîðåìà 3.2 (îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïî çàäà÷å ÐË). Ïóñòü
X è K � äâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà, ϕ è ψ � ïðåäè-
êàòû íà K, P � ïðåäèêàò íà K ×X ×K, îïðåäåëÿ-
þùèå ðåãóëÿðíûé ÿçûê L ⊂ X∗ êàê ìíîæåñòâî ñëîâ
x1, x2, . . . , xn, äëÿ êîòîðûõ èñòèíåí ïðåäèêàò
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∨
k0∈K

. . .
∨
kn∈K

ϕ(k0) N
n

&
i=1

P (ki−1, xi, ki) N ψ(kn).

Ïóñòü òàêæå

in : X → R, ch : X ×X → R, de : X → R

� òðè íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèå ëå-
âåíøòåéíîâû îòëè÷èÿ d : X∗ ×X∗ → R è

D(x) = min
y∈L

d(y, x).

Òîãäà äëÿ êàæäîé øåñòåðêè ôóíêöèé
(ϕ, P, ψ, in, ch, de) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïàðà ôóíêöèé
P ′, ψ′, ÷òî ðàâåíñòâî

D(x) = min
k0∈K

. . . min
kn ∈K

{
ϕ(k0) +

+
n∑
i

P ′(ki−1, xi, ki) + ψ′(kn)
}
.

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî ñëîâà (x1, x2, . . . , xn) ∈ X∗.

Ñëåäñòâèÿ è âûâîäû

� Âû÷èñëåíèå ÷èñëà D(x) = miny∈L d(y, x), âîïðå-
êè âñåé ñëîæíîñòè åãî îïðåäåëåíèÿ, èìååò ñëîæ-
íîñòü O(|K|2n) ÷òî è ïðè ðàñïîçíàâàíèè ïðèíàä-
ëåæíîñòè ñëîâà x îáûêíîâåííîìó, íå øòðàôíî-
ìó, ðåãóëÿðíîìó ÿçûêó.

� Ñóììàðíàÿ ñëîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ y
?
∈ L

è âû÷èñëåíèÿ d(y, x) èìååò ïîðÿäîê
O(|K|2|y|+ |y||x|).
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Ò.å. âû÷èñëåíèå D(x) èìååò ñëîæíîñòü
O(|K|2|x|), êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò |y|, íà êîòî-
ðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì, è áîëåå òîãî, ìåíüøå,
÷åì ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà d(y, x) äëÿ
íåêîòîðûõ ñëîâ y ∈ L.
Ýòè âûòåêàþùèå èç òåîðåìû çàìå÷àòåëüíûå ñâîé-
ñòâà àïðèîðè íåïðàâäîïîäîáíû.

� Ðåäàêöèîííûì ïðåäïèñàíèåì íàçûâàåòñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ èç ïåðâîé ñòðîêè âòîðîé êðàò÷àéøèì îáðà-
çîì. Ê ðàññìîòðåííûì äåéñòâèÿì (âñòàâèòü, çàìå-
íèòü, óäàëèòü) äîáàâëÿþò MATch) � ñîâïàäåíèå.

Íàéòè òîëüêî ðàññòîÿíèå Ëåâåíøòåéíà � áîëåå
ïðîñòàÿ çàäà÷à, ÷åì íàéòè åù¼ è ðåäàêöèîííîå
ïðåäïèñàíèå.

� Åñëè ê ñïèñêó ðàçðåø¼ííûõ îïåðàöèé äîáàâèòü
òðàíñïîçèöèþ (äâà ñîñåäíèõ ñèìâîëà ìåíÿþòñÿ
ìåñòàìè), ïðèõîäèì ê ïîíÿòèþ ðàññòîÿíèÿ Äà-
ìåðàó � Ëåâåíøòåéíà.
Îíî èñïîëüçóåòñÿ

� ïðè àíàëèçå òåêñòîâ: Äàìåðàó ïîêàçàë, ÷òî
80% îøèáîê ïðè íàáîðå òåêñòà ÷åëîâåêîì ÿâ-
ëÿþòñÿ òðàíñïîçèöèÿìè;

� â áèîèíôîðìàòèêå.

Àëãîðèòì êîíñòðóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé P ′

è ψ′ ìîæåò áûòü íàéäåí â êíèãå Ì.È. Øëåçåíãåð,
Â. Ãëàâà÷. Äåñÿòü ëåêöèé ïî ñòàòèñòè÷åñêîìó è ñòðóê-
òóðíîìó ðàñïîçíàâàíèþ îáðàçîâ. Èçâåñòíû èçäàíèÿ
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Ê.: Íàóêîâà äóìêà è Kluwer Academic Publishers; êíèãà
äîñòóïíà â èíòåðíåòå.

Çàìå÷àíèÿ

1. Àëãîðèòì ðåàëèçóåò ìåòîä áëèæàéøåãî ñîñåäà â
ñëó÷àå, êîãäà L åñòü ðåãóëÿðíûé ÿçûê, à d� åñòü
ôóíêöèÿ Ëåâåíøòåéíà.

2. Àëãîðèòì òðåáóåò áîëüøîãî ïåðåáîðà (âîçìîæíî
ñîâìåñòíîãî) ïî ìíîæåñòâàì |K|3, |X|2, .

3. Èçâåñòíû ðåçóëüòàòû ïî ëåâåíøòåéíîâîé àïïðîê-
ñèìàöèè íå òîëüêî â ðàìêàõ ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ,
íî è â áîëåå îáùåì ñëó÷àå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ
ÿçûêîâ.
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Ãëàâà 4

Ìàòåìàòèêà êîëëåêòèâíûõ

ðåøåíèé

4.1 Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû

Ïðèìåð 4.1 (âûáîðû â L'Acad�emie royale des Sciences).
Îäíà âàêàíñèÿ, 3 êàíäèäàòà: A, B, C è 21 âûáîðùèê,
ïðåäïî÷òåíèÿ êîòîðûõ:

I II III èëè
8 A B C A � B � C
7 B C A B � C � A
6 C B A C � B � A

� �
ïðåäïî÷òèòåëüíåå
(àñèììåòðè÷íîå,

ïîëíîå è
òðàíçèòèâíîå

îäíîðîäíîå îòíîøåíèå)

Ïî ïðàâèëó îòíîñèòåëüíîãî áîëüøèíñòâà áóäåò âû-
áðàí A, õîòÿ îí âðÿä ëè ýòîãî äîñòîåí: 13 âûáîðùèêîâ
ñòàâÿò åãî íà ïîñëåäíåå ìåñòî.

Íà÷àëî ñèñòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ïî òåîðèè ãî-
ëîñîâàíèÿ � ðàáîòû Êîíäîðñå è Áîðäà (êîíåö XVIII â.)

Êîíäîðñå ïîñòðîèë ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî
ïðàâèëî îòíîñèòåëüíîãî áîëüøèíñòâà ìîæåò ïðèâîäèòü
ê íåðàçðåøèìûì ïàðàäîêñàì.
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Ìàæîðèòàðíàÿ ñèñòåìà. � ïîáåäèòåëåì (åäèí-
ñòâåííûì) ñ÷èòàåòñÿ òîò, êòî íàáðàë áîëüøèíñòâî ãî-
ëîñîâ.
Âèäû áîëüøèíñòâà. Êàæäûé âûáîðùèê óêàçûâàåò íà
îäíîãî íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîãî êàíäèäàòà, çàòåì
èäåò ïîäñ÷åò ãîëîñîâ è ïîáåæäàåò òîò êàíäèäàò, êîòî-
ðûé íàáðàë

êâàëèôèöèðîâàííîå � áîëüøèíñòâî â 2/3 (èëè 3/4)
ãîëîñîâ;

àáñîëþòíîå èëè ïðîñòîå � áîëüøèíñòâî, ñîñòàâëÿþ-
ùåå > 50% ãîëîñîâ (åãî íåâîçìîæíî ïðåâçîéòè
äàæå ïðè îáúåäèíåíèè îñòàëüíûõ ãîëîñóþùèõ);

îòíîñèòåëüíîå � áîëüøå ãîëîñîâ, ÷åì îñòàëüíûå êàí-
äèäàòû, êîãäà íè îäèí èç íèõ íå èìååò ïðîñòîãî
áîëüøèíñòâà.

Íåäîñòàòêè ìàæîðèòàðíîé ñèñòåìû

� Êâàëèôèöèðîâàííîå áîëüøèíñòâî íàáðàòü î÷åíü
òðóäíî.

� Ïîáåäèòåëÿ ïî ïðîñòîìó áîëüøèíñòâó òàêæå ìî-
æåò íå áûòü.
Ïîáåäèòåëåì ìîæåò îêàçàòüñÿ êàíäèäàò, ïðî-
òèâ êîòîðîãî âîçðàæàåò áîëüøèíñòâî èçáèðàòåëåé
(Ïðèìåð 4.1).

� Ïðåäñòàâèòåëüñòâî íàèáîëåå ìîùíîé ïàðòèè â
ïàðëàìåíòå âûøå, ÷åì äåéñòâèòåëüíûé ïðîöåíò
ïîääåðæèâàþùèõ å¼ èçáèðàòåëåé: ðàçáðîñàííûå
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ïî ñòðàíå ìåíüøèíñòâà íå ìîãóò äîáèòüñÿ áîëü-
øèíñòâà â êàæäîì îòäåëüíîì îêðóãå (÷òîáû ïðî-
âåñòè ñâîåãî êàíäèäàòà, òðåáóåòñÿ êîìïàêòíîå
ïðîæèâàíèå ⇒ îïàñíîñòü äæåððèìåíäåðèíãà).

� Èçáèðàòåëè, ÷òîáû èõ ãîëîñ íå ïðîïàë, ãîëîñóþò
íå çà òîãî, êòî èì íðàâèòñÿ, à çà íàèáîëåå ïðè-
åìëåìîãî èç äâóõ ëèäåðîâ ⇒ ìàæîðèòàðíàÿ èç-
áèðàòåëüíàÿ ñèñòåìà â êîíöå êîíöîâ ïðèâîäèò ê
äâóõïàðòèéíîé ñèñòåìå (çàêîí Äþâåðæå).

Îäèí èç âûõîäîâ � ïðîïîðöèîíàëüíàÿ èçáèðàòåëüíàÿ
ñèñòåìà.

Ïîáåäèòåëè ïî Êîíäîðñå è ïî Áîðäà

Ìàðè Æàí Àíòóàí Íèêîëà

äå Êàðèòà ìàðêèç äå Êîíäîðñå

(Marie Jean Antoine Nicolas de Caritat,
marquis de Condorcet, 1743�1794)

� ôðàíöóçñêèé ôèëîñîô-ïðîñâåòèòåëü,
ìàòåìàòèê, ïîëèòè÷åñêèé äåÿòåëü,

èíîñòðàííûé ïî÷åòíûé ÷ëåí
Ïåòåðáóðãñêîé àêàäåìèè íàóê

(1776�1792, èñêëþ÷åí ïî óêàçó Åêàòåðèíû II êàê ÷ëåí
Êîíâåíòà è ó÷àñòíèê ñóäà íàä Ëþäîâèêîì XVI), ÷ëåí

Ôðàíöóçñêîé àêàäåìèè íàóê (1769).

Ìàðêèç Êîíäîðñå � îäèí èç ñîçäàòåëåé ñîâðåìåííîãî
ïîíèìàíèÿ äåìîêðàòèè è, â ÷àñòíîñòè, òåîðèè ãîëîñî-
âàíèé.
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Ïðèìåð 4.1 (ïðîäîëæåíèå: âûáîðû â L'Acad�emie royale
des Sciences � ðåøåíèå Êîíäîðñå). Ïîäñ÷èòûâàåì êî-
ëè÷åñòâî ïðåäïî÷òåíèé �

8 A � B � C
7 B � C � A
6 C � B � A

#(A � B) = 8 #(B � A) = 13
#(A � C) = 8 #(C � A) = 13

#(B � C) = 15 #(C � B) = 6

� ñïèñêè ïðåäïî÷òåíèé
óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå ìàòðèöû ãîëîñîâàíèÿ

Â ðåçóëüòàòå ïðè ïàðíûõ ñðàâíåíèÿõ:
A ïðîèãðûâàåò âñåì;
B âûèãðûâàåò ó âñåõ;
C âûèãðûâàåò ó A ïðîèãðûâàåò B.

è B � ïîáåäèòåëü ïî Êîíäîðñå.

Æàí-Øàðëü øåâàëüå äå Áîðäà

(Jean-Charles de Borda, 1733�1799)
� ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê,
ôèçèê, ãåîäåçèñò, èíæåíåð,

ïîëèòîëîã è ìîðñêîé îôèöåð.
×ëåí Ôðàíöóçñêîé àêàäåìèè íàóê,

ó÷àñòíèê âîåííûõ ñðàæåíèé,
îäèí èç ñîçäàòåëåé òåîðèè ãîëîñîâàíèé

(ìåòîä îöåíêè Áîðäà).

Àâòîð äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû â ãèäðàâëèêå îá óäàðå
ñòðóè æèäêîñòè èëè ãàçà, íîñÿùåé åãî èìÿ.
Ïî ïîðó÷åíèþ Àêàäåìèè íàóê âìåñòå ñ àñòðîíîìàìè
Ï. Ìåøåíîì è Æ.-Á. Äåëàìáðîì ðàáîòàë íàä îïðåäå-
ëåíèåì äëèíû äóãè ìåðèäèàíà.
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Ïðèìåð 4.1 (ïðîäîëæåíèå: âûáîðû â L'Acad�emie royale
des Sciences � ðåøåíèå Áîðäà). Ïðèñóæäàåì êàíäèäà-
òàì áàëëû Áîðäà:
çà ïåðâîå ìåñòî � 2, çà âòîðîå � 1, çà òðåòüå � 0 è
ïîäñ÷èòûâàåì èõ êîëè÷åñòâî ó êàíäèäàòîâ.

I II III
8 A B C
7 B C A
6 C B A

21 2 1 0

êàíäèäàò
∑

áàëëîâ
A 16
B 28
C 19

Ïîáåæäàåò íàáðàâøèé
ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî áàëëîâ

Â ðåçóëüòàòå: ïîáåäèòåëü ïî Áîðäà � B.

Âûâîä: ïîáåäèòåëü ïî Êîíäîðñå 6= ïîáåäèòåëü ïî Áîðäà

Ïðèìåð 4.2. 3 êàíäèäàòà � A, B, C, 81 âûáîðùèê,
èõ ïðåäïî÷òåíèÿ è ìàòðèöà ãîëîñîâàíèÿ:

30 A � B � C
29 B � A � C
10 B � C � A
10 C � A � B
1 A � C � B
1 C � B � A

81 2 1 0

A
B
C

 101 41 60
40 109 69
21 12 33


ïî äèàãîíàëè � áàëëû Áîðäà,

ïîáåäèòåëü ïî íèì � B.

Ïî Êîíäîðñå A
41
� B, A

60
� C è ïîáåäèòåëü � A.

Ïðè÷èíà íåñîâïàäåíèÿ: ïîäõîä Áîðäà ó÷èòûâàåò îä-
íîâðåìåííî âçàèìîîòíîøåíèÿ âñåõ êàíäèäàòîâ, à
ïîäõîä Êîíäîðñå � òîëüêî èõ ïàðíûå ñðàâíåíèÿ.
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Ïàðàäîêñ Êîíäîðñå

Ïðèìåð 4.3 (Êîíäîðñå; ïàðàäîêñ ãîëîñîâàíèÿ).
×èñëî ãîëîñóþùèõ Ïðåäïî÷òåíèÿ

23 A � B � C
17 B � C � A
2 B � A � C
10 C � A � B
9 C � B � A
61

Ïîäñ÷èòûâàåì ïðåäïî÷òåíèÿ ïî Êîíäîðñåëó÷àåì

Ðåøåíèå: A
33
� B

42
� C

36
� A � îíè îáðàçóþò öèêë.

Ñòîëêíóâøèñü ñ ýòèì ïàðàäîêñîì, Êîíäîðñå âûáðàë
¾íàèìåíüøåå çëî¿ � ïîääåðæàë ìíåíèå îòíîñèòåëüíîãî
áîëüøèíñòâà, ÷òî èçáðàííûì ñëåäóåò ñ÷èòàòü A.

Ðàçíûå ïðîöåäóðû � ðàçíûå ïîáåäèòåëè

Ïðèìåð 4.4. Îïðåäåëèòü ïîáåäèòåëÿ ïî ïðàâèëàì Êîí-
äîðñå, îòíîñèòåëüíîãî áîëüøèíñòâà, Áîðäà è àáñîëþò-
íîãî áîëüøèíñòâà ïðè ñëåäóþùèõ ïðåäïî÷òåíèÿõ:

×èñëî ãîëîñóþùèõ Ïðåäïî÷òåíèÿ
23 A � C � B
19 B � C � A
16 C � B � A
2 C � A � B
60 2 1 0

Ðåøåíèå. Ñòðîèì ìàòðèöó ãîëîñîâàíèÿ ñ áàëëàìè Áîð-
äà ïî äèàãîíàëè:
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A B C
A 48 25 23
B 35 54 19
C 37 41 78

Èòîãî:
ïî Êîíäîðñå ïîáåäèòåëü � C, ïîáåæäàþùèé è A,

è B ïðè ïàðíûõ ñðàâíåíèÿõ ¾îäèí íà îäèí¿:

A

B C
�
���35 [

[[̂
37

u
41

ïî ïðèíöèïó îòíîñèòåëüíîãî áîëüøèíñòâà ïîáåäè-
òåëü A: ó íåãî 23 ãîëîñà èç 60 (ó B − 19, ó C − 18).

ïî ïðèíöèïó àáñîëþòíîãî áîëüøèíñòâà ïîáåäèòåëÿ
íåò: íèêòî íå íàáðàë > 31 ãîëîñîâ.

ïî ïðèíöèïó Áîðäà ïîáåäèòåëü C: ó íåãî ìàêñè-
ìàëüíîå êîëè÷åñòâî áàëëîâ � 78.

Ó Áîðäà òîæå ïðîáëåìû

Ïðèìåð 4.5.

31 A � C � B
12 B � C � A
17 C � B � A
1 C � A � B

61 2 1 0

A
B
C

 63 32 31
29 41 12
30 43 79


A B C
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Ïî Áîðäà ïîáåäèòåëü � C, ó êîòîðîãî ìàêñèìàëüíîå
êîëè÷åñòâî áàëëîâ � 79, íî ÿâíûé ïîáåäèòåëü � A, ò.ê.
ó íåãî àáñîëþòíîå áîëüøèíñòâî � 31 ãîëîñ.

Âûâîä: ïîáåäèòåëü ïî Áîðäà 6= ïîáåäèòåëü ïî ïðà-
âèëó àáñîëþòíîãî áîëüøèíñòâà.

Äâóõòóðîâîå ãîëîñîâàíèå � ïðîáëåìû îñòàþòñÿ

×èñëî ãîëîñóþùèõ Ïðåäïî÷òåíèÿ
23 A � B � C
17 B � C � A
2 B � A � C
10 C � A � B
8 C � B � A
60

Âî âòîðîé òóð âûõîäÿò íàáðàâøèå íàèáîëüøèå ÷èñëî
ãîëîñîâ A (23 ãîëîñà) è B (ó êîòîðîãî 19 ãîëîñîâ, ó
C � 18).

Îäíàêî åñëè äâîå èçáèðàòåëåé (3-ÿ ñòðîêà) íåìíî-
ãî èçìåíÿò ñâî¼ ìíåíèå, ïîìåíÿâ â ïðåäïî÷òåíèÿõ A è
B (ò.å. áóäóò ñ÷èòàòü, ÷òî A � B � C), âî âòîðîé òóð
âûõîäÿò A (ó íåãî ñòàíåò 25 ãîëîñîâ) è C (ó B îñòà-
íåòñÿ òîëüêî 17 ãîëîñîâ), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò çäðàâîìó
ñìûñëó.

Ïðèìåð 4.6 (èíäåêñ âëèÿíèÿ Áàíöàôà). Òð¼õïàðòèéíûé
ïàðëàìåíò èç 99 äåïóòàòîâ ïðåäñòàâëåí ïàðòèÿìè X,
Y è Z ñ ðàñïðåäåëåíèåì ìåñò:

X 33
Y 33
Z 33

X 48 2/7
Y 48 2/7
Z 3 3/7
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� âëèÿíèå ïàðòèé íå ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó èõ ãîëî-
ñîâ.

Èíäåêñ âëèÿíèÿ Áàíöàôà β(i) äëÿ ãîëîñîâàíèé
¾äà/íåò¿: åñëè bi � ÷èñëî êîàëèöèé, â êîòîðûõ ïàð-
òèÿ i ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé (å¼ óäàëåíèå èç êîàëèöèè íå
ïîçâîëÿåò êîàëèöèè ãàðàíòèððîâàííî ïîáåæäàòü), òî

β(i) =
bi∑
j

bj
,

Âëèÿòåëüíîñòü ó÷àñòíèêîâ â Ñîâåòå Áåçîïàñíîñòè
ÎÎÍ �

β(ïîñòîÿííûå ÷ëåíû ÑÁ)≈ 0, 835,
β(âðåìåííûå ÷ëåíû ÑÁ) ≈ 0, 165.

4.2 Ïðàâèëà ãîëîñîâàíèÿ

Çàäà÷à ãîëîñîâàíèÿ. Îáîçíà÷åíèÿ:

� ìíîæåñòâî ãîëîñóþùèõ (âûáîðùèêîâ, ...) �
V = Vn = { 1, . . . , n } , n > 2;

� ìíîæåñòâî àëüòåðíàòèâ (âàðèàíòîâ, êàíäèäà-
òîâ, ...) � A = {x1, . . . , xm } , m > 2 (èëè
A = {X, Y, . . . });

� ìíåíèå i-ãî ãîëîñóþùåãî ñòðîãî ëèíåéíî
óïîðÿäî÷èâàåò ìíîæåñòâî àëüòåðíàòèâ A:
Pi = 〈A, >i 〉, i = 1, n,
îòíîøåíèå >i ÷èòàåòñÿ êàê ¾ïðåäïî÷òèòåëüíåå¿,
¾ëó÷øå, ÷åì¿, ...

� P = (P1, . . . , Pn ) � ïðîôèëü ãîëîñóþùèõ.
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Çàäà÷à ãîëîñîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â óêàçàíèè ýëåìåí-
òà C(A) = a ∈ A, â íàèáîëüøåé ñòåïåíè îòðàæàþùå-
ãî ìíåíèå êîëëåêòèâà V âûáîðùèêîâ îòíîñèòåëüíî
âàðèàíòîâ èç A.

Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî a � íàèáîëüøèé ýëåìåíò îòíî-
ñèòåëüíî íåêîòîðîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà P = F (P ) íà
A.

Ìàæîðèòàðíûé ãðàô. Ïàðó (x, y) âêëþ÷àåì â P
(ñèìâîëè÷åñêè x >P y, èëè ïðîñòî x > y), åñëè å¼
âêëþ÷àåò â ñâîè îòíîøåíèÿ ïðîñòîå áîëüøèíñòâî ãîëî-
ñóþùèõ:

x >P y ⇔ # { i ∈ Vn | x >i y } >
n

2
.

Ãðàô ïîñòðîåííîãî òàêèì îáðàçîì îòíîøåíèÿ P � ìà-
æîðèòàðíûé ãðàô.

Ïðèìåð 4.1 (ïðîäîëæåíèå: âûáîðû â L'Acad�emie royale
des Sciences � ïîñòðîåíèå ìàæîðèòàðíîãî ãðàôà).
n = 21:

X
8

≷
13

Y , X
8

≷
13

Z, Y
15

≷
6

Z.

Ïîáåäèòåëü � Y .

Ïîáåäèòåëü Êîíäîðñå � íåäîìèíèðóåìàÿ âåðøèíà
ìàæîðèòàðíîãî ãðàôà. Ñâîéñòâà:

� Åñëè n íå÷¼òíî, òî äâóõ ïîáåäèòåëåé Êîíäîðñå
áûòü íå ìîæåò.
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� Ïîáåäèòåëåé ïî Êîíäîðñå áûòü ìîæåò âîîáùå íå
áûòü (ïàðàäîêñ Êîíäîðñå).

� Ôóíêöèÿ âûáîðà ïî Êîíäîðñå ÷óâñòâèòåëüíà ê
ìàëûì èçìåíåíèÿì ïðîôèëÿ ãîëîñóþùèõ.

Íàïðèìåð: ïóñòü V = { 1, 2, 3 },
A = {X, Y, Z } è

P1 : X > Y > Z
P2 : Z > X > Y
P3 : Y > Z > X

Íî ïðè èçìåíåíèè ïðåäïî÷òåíèé 3-ãî âûáîðùèêà
íà P ′3 : Y > X > Z, èìååì
è çäåñü X � åäèíñòâåííûé ïîáåäèòåëü Êîíäîðñå.

Ôóíêöèè âûáîðà ïî Êîíäîðñå è Áîðäà:

ïî Êîíäîðñå �
nxy = # { i ∈ Vn | x >i y } ,

xρxyy = nxy > nyx, ρ =
⋃
x,y∈A,
x 6=y

ρxy,

CCondorcet(A) = {x ∈ A | ∀ y ∈ A : xρy }

ïî Áîðäà �
Bi(x) = # { y ∈ Ar x | x >i y } ,

b(x) =
n∑
i=1

Bi(x), xρAy = b(x) > b(y);

CBorda(A) = {x ∈ A | ∀ y ∈ A : xρAy } .

Ýòè ïðàâèëà îòðàæàþò äâà ïîäõîäà ê îöåíèâàíèþ
ïðåäïî÷òåíèé ãîëîñóþùèõ.
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Îðäèíàëèñòñêèé ïîäõîä � îñíîâûâàåòñÿ íà òîì, ÷òî
ïðåäïî÷òåíèÿ ãîëîñóþùèõ îòíîñèòåëüíî ïðåäëà-
ãàåìûõ ê âûáîðó àëüòåðíàòèâ íå ìîãóò èçìåðÿòü-
ñÿ êîëè÷åñòâåííî, à òîëüêî êà÷åñòâåííî: îäíà àëü-
òåðíàòèâà ìîæåò áûòü õóæå èëè ëó÷øå äðóãîé
(Êîíäîðñå).

Ñîãëàñíî îðäèíàëèñòñêîé òåîðèè, ïîòðåáèòåëü èç-
ìåðÿåò íå ïîëåçíîñòü îòäåëüíûõ áëàã, à ïîëåç-
íîñòü íàáîðîâ áëàã.

Êàðäèíàëèñòñêèé ïîäõîä � ïðåäïîëàãàåò êîëè÷å-
ñòâåííóþ èçìåðèìîñòü ïðåäïî÷òåíèé (Áîðäà),

Îñíîâíûå ïðîöåäóðû ãîëîñîâàíèÿ. Ïðèâåäåì
íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå ïðîöåäóðû ãîëîñîâàíèÿ è
ðàññìîòðèì ðåçóëüòàòû èõ ïðèìåíåíèÿ.

Ïóñòü íà ãîëîñîâàíèå ïîñòàâëåíû òðè àëüòåðíàòè-
âû: A, B è C è ãîëîñà 61 ýêñïåðòîâ-âûáîðùèêîâ ðàñ-
ïðåäåëèëèñü, êàê â ïðèìåðå Êîíäîðñå:

� ãðóïïû # ãðóïïû Ïðåäïî÷òåíèÿ
1 23 A > B > C
2 17 B > C > A
3 2 B > A > C
4 10 C > A > B
5 9 C > B > A

61 2 1 0

1. Ïðîöåäóðà (ïðèíöèï) Êîíäîðñå � ëó÷øåé ñ÷èòà-
åòñÿ àëüòåðíàòèâà, êîòîðóþ áîëüøå ïîëîâèíû ýêñïåð-
òîâ ïðè ïîïàðíîì ñðàâíåíèè ñ÷èòàþò ëó÷øå ëþáîé äðó-
ãîé.
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Ñðàâíèì ïðåäïî÷òåíèÿ ýêñïåðòîâ ïî îòíîøåíèþ ê
ïàðàì àëüòåðíàòèâ: ïîñòðîèì òàáëèöó ãîëîñîâàíèÿ (íà
áóäóùåå � ñ áàëëàìè Áîðäà ïî äèàãîíàëè):

A B C
A 46 33 25
B 28 70 42
C 36 19 55

Óæå áûëî: ïåðåõîäÿ îò èíäèâèäóàëüíûõ ïðåäïî÷òåíèé

ýêñïåðòîâ ê êîëëåêòèâíîìó � A
33
> B

42
> C

36
> A �

ëó÷øàÿ àëüòåðíàòèâà îòñóòñòâóåò.
2. Ïðîöåäóðà Áîðäà � ðåçóëüòàòû ãîëîñîâàíèÿ âû-

ðàæàþòñÿ â âèäå ÷èñëà áàëëîâ, íàáðàííûõ êàæäîé àëü-
òåðíàòèâîé (ïðè m àëüòåðíàòèâ: çà ïåðâîå ìåñòî ïðè-
ñóæäàåòñÿ m − 1 áàëëîâ, çà âòîðîå m − 2 è ò.ä., çà
ïîñëåäíåå � 0.

Äàëåå ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ÷èñëî áàëëîâ äëÿ êàæäîé
àëüòåðíàòèâû, è ëó÷øåé ñ÷èòàåòñÿ àëüòåðíàòèâà, íà-
áðàâøàÿ áîëüøóþ ñóììó.

Ëó÷øàÿ àëüòåðíàòèâà � B (70 áàëëîâ).

3. Ðåäàêòèðóþùàÿ ïðîöåäóðà � çàêëþ÷àåòñÿ â ïî-
ïàðíîì ñðàâíåíèè àëüòåðíàòèâ è îòáðàñûâàíèè òåõ, êî-
òîðûå ïî áîëüøèíñòâó ãîëîñîâ ïðèçíàíû õóäøèìè.

Ñðåäè îñòàâøèõñÿ àëüòåðíàòèâ ñíîâà ïðîâîäÿò
ñðàâíåíèå äî òåõ ïîð, ïîêà íå îñòàíåòñÿ ïîñëåäíÿÿ ïàðà
àëüòåðíàòèâ, èç êîòîðîé âûáèðàþò ëó÷øóþ.

Ýòó ïðîöåäóðó èñïîëüçóåò êîíãðåññ ÑØÀ, à òàêæå
ïàðëàìåíòû Øâåöèè è Ôèíëÿíäèè.

Áûëî óæå ïðîâåäåíî ïîïàðíîå ñðàâíåíèå àëüòåðíà-
òèâ:

A
33
> B, B

42
> C, C

36
> A,
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ò.å. íàèáîëüøåå ÷èñëî ãîëîñîâ ýêñïåðòîâ (42) ïîäàíî çà
òî, ÷òî íàèõóäøåé ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâà C è îíà èñ-
êëþ÷àåòñÿ.

Äàëåå ñðàâíèâàþòñÿ àëüòåðíàòèâû A è B è àëü-
òåðíàòèâà A ïðèçíàåòñÿ ëó÷øåé.

4. Ïðîöåäóðà Êîïåëàíäà � ïðîâîäÿòñÿ ïàðíûå
ñðàâíåíèÿ âñåõ àëüòåðíàòèâ, ïî ðåçóëüòàòàì êîòîðîé
àëüòåðíàòèâà, ïîëó÷èâøàÿ áîëüøèíñòâî ãîëîñîâ, ïîëó-
÷àåò îäèí áàëë, à íàáðàâøàÿ áîëüøåå ÷èñëî áàëëîâ ñ÷è-
òàåòñÿ ëó÷øåé.

Âñå àëüòåðíàòèâû íàáèðàþò ïî îäíîìó áàëëó ò.å.
ëó÷øàÿ àëüòåðíàòèâà îòñóòñòâóåò.

5. Ïðîöåäóðà ìàêñèìóì � ëó÷øåé ñ÷èòàåòñÿ àëü-
òåðíàòèâà, íàáðàâøàÿ ïðè îäíîâðåìåííîì ãîëîñîâà-
íèè âñåõ àëüòåðíàòèâ ñàìîå áîëüøîå ÷èñëî ãîëîñîâ (íî
íåîáÿçàòåëüíî áîëüøå ïîëîâèíû).

Çà àëüòåðíàòèâó A ïîäàíî 23 ãîëîñà, çà àëüòåðíà-
òèâû B è C � ïî 19 ãîëîñîâ.

Ëó÷øåé ñ÷èòàåòñÿ àëüòåðíàòèâà A.

6. Ïðîöåäóðà áîëüøèíñòâà ãîëîñîâ � ëó÷øåé ñ÷è-
òàåòñÿ òà, êîòîðàÿ ïåðâîé íàáðàëà áîëüøå ïîëîâèíû
ãîëîñîâ ïðè îäíîâðåìåííîì ãîëîñîâàíèè âñåõ àëüòåð-
íàòèâ.
Ñ÷èòàåòñÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíîé äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøå-
íèé.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ëó÷øàÿ àëüòåðíàòèâà
îòñóòñòâóåò.

7. Ìÿãêèé ðåéòèíã � ó÷àñòíèêè ãîëîñîâàíèÿ ìîãóò
ãîëîñîâàòü çà ëþáîå ÷èñëî àëüòåðíàòèâ è ëó÷øåé ñ÷è-
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òàåòñÿ íàáðàâøàÿ íàèáîëüøåå ÷èñëî ãîëîñîâ.
Ïóñòü êàæäûé âûáîðùèê ïðîãîëîñîâàë çà äâå ëó÷-

øèå, ïî åãî ìíåíèþ, àëüòåðíàòèâû.
Òîãäà A ïîëó÷àåò 35 ãîëîñîâ, B � 51 ãîëîñ, C �

36 ãîëîñîâ, è ëó÷øåé àëüòåðíàòèâîé ÿâëÿåòñÿ B.
Ýòà ïðîöåäóðà èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ â ÃÄ ÐÔ.
Ïðîöåññ ãîëîñîâàíèÿ èíîãäà ìîæåò ïðîõîäèòü â

íåñêîëüêî èòåðàöèé, åñëè åãî ðåçóëüòàòû íå óäîâëåòâî-
ðÿþò êàêèå-ëèáî âëèÿòåëüíûå ãðóïïû ó÷àñòíèêîâ, íî,
êàê ïðàâèëî, îäíîãî ãîëîñîâàíèÿ áûâàåò äîñòàòî÷íî.

8. Ïðîöåäóðà êâàëèôèöèðîâàííîãî áîëüøèíñòâà �
÷òîáû ïðåäëîæåíèå ïðîøëî, çà íåãî äîëæíî áûòü ïî-
äàíî íå ìåíåå 2/3 ãîëîñîâ è ïîçâîëÿåò ìåíüøèíñòâó
ó÷àñòíèêîâ çàáëîêèðîâàòü ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ.

Â íàøåì ñëó÷àå 2/3 ãîëîñîâ > 40 è ëó÷øåé àëüòåð-
íàòèâû íåò.

Ïðèìåíÿåòñÿ â ÃÄ ÐÔ ïðè ïðèíÿòèè êîíñòèòóöèîí-
íûõ çàêîíîâ è ïðè ïðåîäîëåíèè âåòî Ñîâåòà Ôåäåðàöèè
èëè ïðåçèäåíòà.

9. Ïðàâèëî åäèíîãëàñèÿ (êîíñåíñóñà) � ïîëíîå ñîâ-
ïàäåíèå âñåõ ìíåíèé. Ïðèìåíÿåòñÿ, íàïðèìåð, â ïðî-
öåññå ñîãëàñîâàíèÿ ðåøåíèé ÷ëåíàìè ÍÀÒÎ.

Ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî ñïî-
ñîá îïðåäåëåíèÿ ïîáåäèòåëÿ ïðè ñèñòåìå ãîëîñîâàíèÿ
¾îäèí ÷åëîâåê � îäèí ãîëîñ¿ (íàçûâàåìîé äåìîêðàòè-
÷åñêîé) çàâèñèò îò ïðîöåäóðû îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ
ãîëîñîâàíèÿ.

Îäèí èç ñïîñîáîâ ïðèìåíåíèÿ ðàññìîòðåííûõ ñè-
ñòåì ãîëîñîâàíèÿ äëÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî ñðàâíåíèÿ
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àëüòåðíàòèâ.
Ïóñòü ñðàâíèâàåòñÿ àëüòåðíàòèâ x1, . . . , xm èõ êà-
÷åñòâî êîòîðûõ îöåíåíî ïî ëîêàëüíûì êðèòåðèÿì
z1, . . . , zk, ò.å. äëÿ êàæäîé àëüòåðíàòèâû j = 1,m ïî-
ëó÷åí âåêòîð êðèòåðèåâ ( z1(xj), . . . , zk(xj) ).

Äëÿ âûáîðà ëó÷øåé àëüòåðíàòèâû ïðåäëàãàåòñÿ
ðàññìîòðåòü çíà÷åíèÿ àëüòåðíàòèâ ïî i-ìó êðèòåðèþ
zi êàê ðàíæèðîâêó, äàííóþ i-ì ýêñïåðòîì. Ïðè òàêîé
èíòåðïðåòàöèè çíà÷åíèé àëüòåðíàòèâ ïî ðàçíûì êðè-
òåðèÿì ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñèñòåìàìè ãîëîñîâàíèÿ
äëÿ âûáîðà ëó÷øåé àëüòåðíàòèâû.

Íàïðèìåð, ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîöåäóðû Êîíäîðñå
ëó÷øåé áóäåò ñ÷èòàòüñÿ àëüòåðíàòèâà, êîòîðàÿ ïî ÷èñ-
ëó ëîêàëüíûõ êðèòåðèåâ, áîëüøåìó, ÷åì m/2, ïðè ïî-
ïàðíîì ñðàâíåíèè àëüòåðíàòèâ îêàæåòñÿ ëó÷øå ëþáîé
äðóãîé.

Äëÿ ïîâûøåíèÿ îáúåêòèâíîñòè âûáîðà ëó÷øåé àëü-
òåðíàòèâû ìîæíî ïðîâåñòè âûáîð ïî ðàçíûì ñèñòåìàì
ãîëîñîâàíèÿ è âûïîëíèòü àíàëèç àëüòåðíàòèâ, îêàçàâ-
øèõñÿ ëó÷øèìè.

Äàííûé ïîäõîä ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü äëÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷ âûáîðà, â êîòîðûõ âåëèêî ÷èñëî êðèòåðèåâ
(|V | = n � íåñêîëüêî äåñÿòêîâ).
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4.3 Ïàðàäîêñ Ýððîó

Êåííåò Äæîçåô Ýððîó

(Kenneth Joseph Arrow, ðîä. 1921)
� àìåðèêàíñêèé ýêîíîìèñò,
ëàóðåàò Íîáåëåâñêîé ïðåìèè

ïî ýêîíîìèêå (1972, ñîâìåñòíî
ñ Ä. Õèêñîì) ¾çà íîâàòîðñêèé

âêëàä â îáùóþ òåîðèþ ðàâíîâåñèÿ
è òåîðèþ áëàãîñîñòîÿíèÿ¿,

ïî÷¼òíûé ïðîôåññîð
Âûñøåé øêîëû ýêîíîìèêè (2012).

Òåîðåìà Ýððîó î íåâîçìîæíîñòè êîëëåêòèâíîãî âûáî-
ðà îáîáùàåò ïàðàäîêñ Êîíäîðñå. Èç íå¼, â ÷àñòíîñòè,
ñëåäóåò, ÷òî êîððåêòíîå îïðåäåëåíèå ïîáåäèòåëÿ íà äå-
ìîêðàòè÷åñêèõ âûáîðàõ âîçìîæíî íå âñåãäà.

Àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîä â òåîðèè ãîëîñîâàíèÿ

Îáîçíà÷åíèå: ïîäìíîæåñòâî ãîëîñóþùèõ V , ïðåäïî÷è-
òàþùèõ àëüòåðíàòèâó x àëüòåðíàòèâå y â ïðîôèëå
P = (P1, . . . , Pn):

VP (x > y) = { i ∈ V | x >i y } .

Ïðàâèëî ãîëîñîâàíèÿ F ñòðîèò ïî ïðîôèëþ P îá-
ùåå îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ àëüòåðíàòèâ P = F (P ).

Â 1951 ã. âûäàþùèéñÿ àìåðèêàíñêèé ó÷åíûé Êåííåò
Ýððîó äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîé ñèñòåìû ãîëîñîâàíèÿ
ïðåäëîæèë àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîä.
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Êîíêðåòíî, èì áûë ïðåäëîæåí íàáîð àêñèîì (óñëî-
âèé), êîòîðûì òàêàÿ ñèñòåìà äîëæíà îáëàäàòü. Äàëåå
îíè èçëàãàþòñÿ êîòîðûå â íåñêîëüêî èçìåíåííîì âèäå.

Îãðàíè÷åíèÿ íà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòü ïðè-
íèìàåìûõ çíà÷åíèé ïðîöåäóðû ãîëîñîâàíèÿ:

1) èíäèâèäóàëüíûå ïðåäïî÷òåíèÿ P1, . . . , Pn ãîëî-
ñóþùèõ � ïðîèçâîëüíûå íåðåôëåêñèâíûå ëèíåé-
íûå ïîðÿäêè;

2) êîëëåêòèâíîå ðåøåíèå P = 〈A, > 〉 � ëèíåéíûé
ïîðÿäîê.

1-å óñëîâèå òðåáóåò, ÷òîáû ãîëîñóþùèé èìåë ïðàâî
âûñêàçûâàòü â ôîðìå ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ ëþáûå ïðåä-
ïî÷òåíèÿ îòíîñèòåëüíî àëüòåðíàòèâ.

2-å óñëîâèå îãðàíè÷èâàåò êîëëåêòèâíîå ðåøåíèå:
îíî äîëæíî áûòü ëèíåéíûì, êîëü ñêîðî èíäèâèäóàëü-
íûå ïðåäïî÷òåíèÿ ëèíåéíû.

Àêñèîìû Ýððîó

¬ Àêñèîìà ëîêàëüíîñòè (íåçàâèñèìîñòè îò ïîñòî-
ðîííèõ àëüòåðíàòèâ): âçàèìíàÿ ïðåäïî÷òèòåëüíîñòü
ëþáîé ïàðû àëüòåðíàòèâ x è y â êîëëåêòèâíîì ðåøå-
íèè P çàâèñèò òîëüêî è èñêëþ÷èòåëüíî îò èõ èíäèâè-
äóàëüíûõ ïðåäïî÷òåíèé (è íå çàâèñèò îò ïðåäïî÷òåíèé
äðóãèõ àëüòåðíàòèâ):

x > y = F (x >i y), i = 1, n

èëè

VP (x > y) = V
P
′(x > y)⇒ (x >P y ⇔ x >P ′ y) ,
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P = F (P ), P ′ = F (P
′
).

Àêñèîìà ëîêàëüíîñòè ôàêòè÷åñêè ïîñòóëèðóåò,
÷òî ãðóïïîâîé âûáîð äîëæåí áûòü Êîíäîðñå-
ðàöèîíàëüíûì (îñíîâûâàòüñÿ íà ïàðíûõ ñðàâíåíèÿõ
àëüòåðíàòèâ).

Ïðàâèëî ïðîñòîãî áîëüøèíñòâà óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ ëîêàëüíîñòè: åñëè VP (x > y) = V

P
′(x > y), òî îáà

ýòèõ ìíîæåñòâà îäíîâðåìåííî ëèáî îáðàçóþò ïðîñòîå
áîëüøèíñòâî, ëèáî íå îáðàçóþò.

À âîò ïðàâèëî Áîðäà óñëîâèþ ëîêàëüíîñòè íå óäî-
âëåòâîðÿåò.

Ïðèìåð 4.7. Ïóñòü V = {1, 2, 3}, A = {x, y, z} è
ïðîôèëè èíäèâèäóàëüíûõ ïðåäïî÷òåíèé èìåþò ñëåäó-
þùèé âèä:

P1 : x > y > z, P ′1 : x > y > z,

P2 : z > x > y, P ′2 : z > x > y,

P3 : y > z > x, P ′3 : z > y > x.

Ïî ïðàâèëó Áîðäà äëÿ P : r(x) = r(y) = r(z) = 3 (íåò
ïîáåäèòåëÿ),
à äëÿ P ′: r(x) = 3, r(y) = 2, r(z) = 4 (ïîáåäèòåëü z).

Çàìåòèì, ÷òî

� VP (x > y) = V
P
′(x > y) = {1, 2}, îäíàêî ðåçóëü-

òèðóþùèå ïðîôèëè P è P ′ îòëè÷àþòñÿ: x 6>P y,
íî x >P ′ y;

� VP (z > x) = V
P
′(z > x) = {2, 3}, íî z 6>P x è

z >P ′ x.
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¾Áûòîâûå¿ ïðèìåðû íàðóøåíèÿ àêñèîìû ëîêàëüíîñòè.
1. Ïîñåòèòåëü ðåñòîðàíà ñðàâíèâàÿ áëþäà A è B,

ñêëîíÿåòñÿ ê âûáîðó A, íå ðåøàÿñü âûáðàòü ñâî¼ ëþáè-
ìîå áëþäî B, ò.ê. åãî ïðèãîòîâëåíèå òðåáóåò âûñîêîé
êâàëèôèêàöèè ïîâàðà, à, ïî ìíåíèþ ïîñåòèòåëÿ, òàêîé
ïîâàð âðÿä ëè åñòü â äàííîì ðåñòîðàíå.

Âäðóã îí çàìå÷àåò â ìåíþ áëþäî C � î÷åíü äîðîãîå
è òàêæå òðåáóþùåå âûñîêîãî èñêóññòâà ïðèãîòîâëåíèÿ.

Òîãäà ïîñåòèòåëü âûáèðàåò áëþäî B, ñ÷èòàÿ, ÷òî
ïîâàð îáëàäàåò íåîáõîäèìîé êâàëèôèêàöèåé.

2. Ñóäüè â ôèãóðíîì êàòàíèè, äàâàÿ îöåíêè âû-
ñòóïàþùèì, ñòàðàþòñÿ ó÷åñòü âîçìîæíîñòü õîðîøåãî
ïîñëåäóþùåãî âûñòóïëåíèÿ ñèëüíîãî ôèãóðèñòà, îñòàâ-
ëÿÿ åìó øàíñû ñòàòü ïîáåäèòåëåì.

­ Àêñèîìà åäèíîãëàñèÿ (îïòèìàëüíîñòè ïî Ïàðå-
òî): åñëè âñå ó÷àñòíèêè ñ÷èòàþò, ÷òî x ïðåäïî÷òèòåëü-
íåå y, òî òàêèì æå äîëæíî áûòü è êîíñîëèäèðîâàííîå
ìíåíèå:

VP (x > y) = V ⇒ x >P y.
No comment.

® Àêñèîìà íåíàâÿçàííîñòè: êîëëåêòèâíîå ðåøåíèå
çàâèñèò òîëüêî îò ìíåíèé ó÷àñòíèêîâ è íå ìîæåò áûòü
íàâÿçàíî ïðîöåäóðîé ãîëîñîâàíèÿ:(

∃P : x >P y
)

N
(
∃P ′ : x 6>P ′ y

)
.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðîöåäóðà ãîëîñîâàíèÿ íå ìîæåò ïðåäïè-
ñàòü íè x > y, íè x 6> y íåçàâèñèìî îò ìíåíèé ó÷àñò-
íèêîâ.
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¯ Àêñèîìà ìîíîòîííîñòè:{
x >P y
VP (x > y) ⊆ V

P
′(x > y)

⇒ x >P ′ y.

No comment.

° Àêñèîìà íåéòðàëüíîñòè: êîëëåêòèâíîå ðåøåíèå
íå çàâèñèò èì¼í àëüòåðíàòèâ �

VP (x > y) = V
P
′(z > w) ⇒ ( (x >P y)⇔ (z >P ′ w) ) .

Ñôîðìóëèðîâàíû åñòåñòâåííûå àêñèîìû, êîòîðûì,
êàçàëîñü áû, äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ëþáàÿ ðàçóìíàÿ
ïðîöåäóðà ãîëîñîâàíèÿ.

Äèêòàòîð è äèêòàòîðñêîå ïðàâèëî ãîëîñîâàíèÿ.
Ïðàâèëî ãîëîñîâàíèÿ F , ñòðîÿùåå ïî ïðîôèëþ P îò-
íîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ P = F (P ), ïî êîòîðîìó äëÿ
ëþáîé ïàðû àëüòåðíàòèâ (x, y) èìååò ìåñòî x >P y
åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò âûáîðùèê d ∈ V , òàêîé,
÷òî x >d y, íàçûâàåòñÿ äèêòàòîðñêèì, à âûáîðùèê
d � äèêòàòîðîì.

Ïðèìåð 4.8. Ïóñòü V = { 1, 2, 3 } è ïðàâèëî
P = F (P ) òàêîâî, ÷òî äëÿ ëþáûõ àëüòåðíàòèâ x è
y ñïðàâåäëèâî

x >P y ⇔ VP (x > y) = { {2}, {1, 2}, {2, 3}, {1, 2, 3} } .

Òîãäà äëÿ ëþáîé ïàðû (x, y) åñëè x >2 y, òî òà-
êîå æå áóäåò è êîëëåêòèâíîå ðåøåíèå íåçàâèñèìî îò
ìíåíèé äðóãèõ ó÷àñòíèêîâ, âûáîðùèê 2 � äèêòàòîð, à
ïðàâèëî F (P ) � äèêòàòîðñêîå.
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::::::::::
Òåîðåìà 4.1 (Ïàðàäîêñ Ýððîó). Ïðàâèëî ãîëîñîâàíèÿ F ,
óäîâëåòâîðÿþùåå àêñèîìàì 1-5 ïðè n > 2 è m > 3
ÿâëÿåòñÿ äèêòàòîðñêèì.

Ïàðàäîêñ Ýððîó: êîììåíòàðèè.

� Ïîñêîëüêó ïîèñê ¾ëó÷øåãî¿ ðåøåíèÿ ìîæåò îêà-
çàòüñÿ áåññìûñëåííûì: åãî ìîæåò ïðîñòî íå áûòü.

� Òåîðåìà Ýððîó (íàçûâàåìàÿ òàêæå òåîðåìîé
íåâîçìîæíîñòè), çàíèìàåò â òåîðèè âûáîðà òà-
êîå æå ìåñòî, êàê êàêîå çàíèìàåò â ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ëîãèêå òåîðåìà Ã¼äåëÿ î íåâîçìîæíîñòè ïî-
ñòðîåíèÿ íåïðîòèâîðå÷èâîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåî-
ðèè, ñîäåðæàùåé àêñèîìû àðèôìåòèêè.

� Óñëîâèÿ Ýððîó, çàïðåùàþùèå äèñêðèìèíàöèþ
àëüòåðíàòèâ, ïðèâîäÿò ê äèñêðèìèíàöèè ãîëîñó-
þùèõ, êîãäà îäèí èç íèõ îáúÿâëÿåòñÿ äèêòàòî-
ðîì, à ìíåíèå îñòàëüíûõ èãíîðèðóþòñÿ.

� Ñìûñë ýòîé òåîðåìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ðàì-
êàõ îðäèíàëèñòñêîãî ïîäõîäà íå ñóùåñòâóåò ìå-
òîäà îáúåäèíåíèÿ èíäèâèäóàëüíûõ ïðåäïî÷òåíèé
äëÿ òð¼õ è áîëåå àëüòåðíàòèâ, êîòîðûé óäîâëåòâî-
ðÿë áû íåêîòîðûì âïîëíå ñïðàâåäëèâûì óñëîâè-
ÿì è âñåãäà äàâàë áû ëîãè÷åñêè íåïðîòèâîðå÷è-
âûé ðåçóëüòàò.

� Â ðàìêàõ êàðäèíàëèñòñêîãî ïîäõîäà, òåîðåìà Ýð-
ðîó â îáùåì ñëó÷àå íå ñïðàâåäëèâà.

Ïàðàäîêñ Ýððîó: ïîïûòêè ñïàñòè ïîëîæåíèå

Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ â 1951 ã. êíèãè Ê. Ýððîó ¾Social Choice
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and Individual Values¿ ïðåäïðèíèìàëèñü çíà÷èòåëüíûå
ïîïûòêè òàê îñëàáèòü ðàññìîòðåííûå óñëîâèÿ, ÷òîáû
èçáåæàòü ïàðàäîêñà.

Ïðèìåð 4.9. Îñëàáèì ÷àñòü îãðàíè÷åíèé: êîëëåêòèâíîå
ðåøåíèå � íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíûé ïîðÿäîê.

Òîãäà ïîëó÷àåìîå ïðàâèëî ãîëîñîâàíèÿ íàçûâàåò-
ñÿ îëèãàðõèåé: âûäåëÿåòñÿ íå îäèí, à öåëàÿ ãðóïïà ω
ó÷àñòíèêîâ, è ïðè ýòîì êîëëåêòèâíîå ðåøåíèå � åäèíî-
ãëàñíîå ìíåíèå âñåõ ÷ëåíîâ ýòîé ãðóïïû, à ìíåíèå âñåõ
îñòàëüíûõ ÷ëåíîâ êîëëåêòèâà íå ó÷èòûâàåòñÿ.
Ôîðìàëüíî:

P =
⋂
i∈ω

Pi

Â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà ¾îëèãàðõîâ¿ ìîæåò ñîâïàäàòü
ñî âñåì ìíîæåñòâîì ó÷àñòíèêîâ (ω = V ) è òîãäà êîë-
ëåêòèâíîå ðåøåíèå = ïðàâèëî åäèíîãëàñèÿ (íå ïóòàòü
ñ àêñèîìîé ­ åäèíîãëàñèÿ, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî
åäèíîãëàñíîå ìíåíèå ÷ëåíîâ êîëëåêòèâà äîëæíî ñîäåð-
æàòüñÿ â êîëëåêòèâíîì ðåøåíèè). Ïðàâèëî åäèíîãëà-
ñèÿ ìîæåò íå äàâàòü ðåøåíèÿ: P = ∅, åñëè åäèíîãëà-
ñèÿ íåò.

Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ðàçðåøåíèÿ ïàðàäîê-
ñà íåâîçìîæíîñòè íà îñíîâå çàìåíû Êîíäîðñå-
ðàöèîíàëüíîñòè Áîðäà-ðàíàöèîíàëüíîñòü (âûáîð
áàçèðóåòñÿ íà ñðàâíåíèÿõ íå ïàð àëüòåðíàòèâ, à èõ
âñåõ â ñîâîêóïíîñòè).

Äëÿ íåëîêàëüíûõ ñèñòåì âûáîðà (íåóäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ àêñèîìå ¬) ïðàâèë îáùåé òåîðèè íåò, èìåþòñÿ
ëèøü îòäåëüíûå ðåçóëüòàòû.
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4.4 Ñòðàòåãè÷åñêîå ïîâåäåíèå ó÷àñòíè-

êîâ ãîëîñîâàíèÿ

Ìàíèïóëèðîâàíèå. Íàïîìèíàíèå: ñ÷èòàåì, ÷òî
ïðåäïî÷òåíèÿ ó÷àñòíèêîâ Pi, i = 1, n (ñòðîãî) ëèíåé-
íû, à êîëëåêòèâíîå ðåøåíèÿ � òîëüêî îäíà àëüòåðíà-
òèâà èç A, ò.å.

F : P → A .

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïðàâèëî F íàçûâàåòñÿ çàùèùåííûì
îò ìàíèïóëèðîâàíèÿ, åñëè íè îäèí èç ãîëîñóþùèõ íè â
îäíîì ïðîôèëå íå ìîæåò èçìåíèòü ñâîè ïðåäïî÷òåíèÿ
òàê, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå âûáðàííîé îêàçàëàñü ëó÷øàÿ ñ
åãî òî÷êè çðåíèÿ àëüòåðíàòèâà.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýôôåêò èñêàæåíèÿ ñâîèõ ïðåä-
ïî÷òåíèé íàçûâàåòñÿ ìàíèïóëèðîâàíèåì ñî ñòîðî-
íû èçáèðàòåëÿ, à ïðàâèëî ãîëîñîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùåå
ýòî � ìàíèïóëèðóåìûì.

Ìîæíî ëè îòäåëèòü ìàíèïóëèðóåìûå ïðîöåäóðû îò
íåìàíèïóëèðóåìûõ?

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû íè îäíà èç àëüòåðíàòèâ íå ìîãëà
áûòü àïðèîðè îòáðîøåíà = äëÿ êàæäîé àëüòåðíàòèâû
ñóùåñòâóåò ïðîôèëü, ïðè êîòîðîì âûáèðàåòñÿ èìåííî
îíà (àíàëîã óñëîâèÿ ® íåíàâÿçàííîñòè) = F � ñþðú-
åêòèâíî � î÷åíü ñëàáîå îãðàíè÷åíèå, ñëàáåå óñëîâèÿ
­ åäèíîãëàñèÿ.

::::::::::
Òåîðåìà 4.2 (Ãèááàðäà�Ñàòòåðòóýéòà). Ïðè ÷èñëå àëü-
òåðíàòèâ íå ìåíåå 3 ñþðúåêòèâíîå ïðàâèëî ãîëîñî-
âàíèÿ çàùèùåíî îò ìàíèïóëèðîâàíèÿ i� îíî ÿâëÿåòñÿ
äèêòàòîðñêèì.
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Ò.å. ëþáîå íåäèêòàòîðñêîå ïðàâèëî ãîëîñîâàíèÿ íå
ìåíåå, ÷åì ñ òðåìÿ àëüòåðíàòèâàìè, ìîæåò ñîïðîâîæ-
äàòüñÿ ìàíèïóëÿöèÿìè è çàùèòû îò ìàíèïóëèðîâàíèÿ
íåò.

Ïðèìåð 4.1 (ïðîäîëæåíèå: âûáîðû â L'Acad�emie royale
des Sciences � Òåîðåìà Ãèááàðäà�Ñàòòåðòóýéòà).

Ïðåäïî÷òåíèÿ Ìàíèïóëèðîâàíèå
8 A � B � C
7 B � C � A
6 C � B � A B � C � A

Ïðîöåäóðà ãîëîñîâàíèÿ: ïðàâèëî îòíîñèòåëüíîãî áîëü-
øèíñòâà. Ðåçóëüòàò (áûëî): áóäåò èçáðàí êàíäèäàò A.

Îäíàêî â ýòîé ñèòóàöèè èçáèðàòåëè èç ïîñëåäíåé
ãðóïïû, ïîíèìàÿ ñâîþ ìàëî÷èñëåííîñòü è òî, ÷òî ïî-
áåäèò õóäøèé ñ èõ òî÷êè çðåíèÿ êàíäèäàò A, ìîãóò
èñêàçèòü (ìàíèïóëèðîâàíèå) ñâîè èñòèííûå ïðåäïî÷òå-
íèÿ, ïîñòàâèâ íà ïåðâîå ìåñòî êàíäèäàòà B, êîòîðûé
òîãäà è áóäåò èçáðàí.

Âèäû ìàíèïóëèðîâàíèÿ. Ìàíèïóëèðîâàíèå ïðè
ãîëîñîâàíèè ìîæåò ïðîèñõîäèòü:
1) èçáèðàòåëÿìè � èñêàæåíèåì ñâîåãî ïðîôèëÿ

ïðåäïî÷òåíèé;
2) îðãàíèçàòîðîì ãîëîñîâàíèÿ � ïóòåì

� ïîäáîðà ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðàâèëà ãîëîñî-
âàíèÿ (ïðîñòîãî áîëüøèíñòâà, îòíîñèòåëüíî-
ãî áîëüøèíñòâà, ...),

� ïðåäëîæåíèÿ ãîëîñîâàòü àëüòåðíàòèâû â
îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå,
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� ïðåäëîæåíèÿ ðàññìàòðèâàòü íîâûå àëüòåð-
íàòèâû (îáúåäèíÿÿ/ðàçúåäèíÿÿ/äîïîëíÿÿ
èìåþùèåñÿ);

3) è èçáèðàòåëÿìè, è îðãàíèçàòîðîì ãîëîñîâàíèÿ �
êîìáèíàöèåé óêàçàííûõ ôîðì ìàíèïóëèðîâàíèÿ.

Ïðèìåð 4.10 (ìàíèïóëèðîâàíèÿ ïðè ãîëîñîâàíèè: äåëî
Àôðàíèÿ Äåêñòðà, Ðèì, II â. í.ý.). Ïðåäñåäàòåëü Ðèì-
ñêîãî Ñåíàòà Ïëèíèé Ìëàäøèé îáñóæäàåò â ïèñüìå
Àðèñòîíó, êðóïíîìó þðèñòó, ñëåäóþùåå äåëî.

Êîíñóë Àôðàíèé Äåêñòð áûë íàéäåí óáèòûì, è áû-
ëî íå ÿñíî, ïîêîí÷èë ëè îí ñ ñîáîé (I), èëè æå, ïîâèíó-
ÿñü ïðèêàçó õîçÿèíà, åãî óáèë ñëóãà (II).

Ìíåíèÿ â Ñåíàòå ðàçäåëèëèñü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ãðóïïà A ñ÷èòàëà, ÷òî ñëóãó ìîæíî îñâîáîäèòü;
ãðóïïà B âûñêàçûâàëàñü çà åãî ññûëêó,
ãðóïïà C âûñêàçûâàëàñü çà åãî êàçíü.

Â Ñåíàòå ãðóïïà A, ê êîòîðîé ïðèíàäëåæàë ñàì
Ïëèíèé, ñîñòàâëÿëà îòíîñèòåëüíîå áîëüøèíñòâî, à
ãðóïïà B + C � ïðîñòîå.

Ðàññóæäåíèÿ Ïëèíèÿ.

1. Åñëè ïîñòàâèòü íà ãîëîñîâàíèå äàííûå àëüòåð-
íàòèâû è èñïîëüçîâàòü ïðàâèëî ïðîñòîãî áîëüøèíñòâà
(ò.å. ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ðåøåíèå ïðèíèìàëîñü > 50%
ãîëîñîâ), òî ÷ëåíû ãðóïïû B ñêîðåå ïðèñîåäèíÿòñÿ ê
ãðóïïå C, ÷åì ê ãðóïïå A, è áóäåò ïðèíÿòî ðåøåíèå î
êàçíè.

2. Åñëè
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� àëüòåðíàòèâû êàçíü è ññûëêà îáúåäèíèòü â åäè-
íóþ àëüòåðíàòèâó íàêàçàíèå,

� è ñíà÷àëà âûáèðàòü ìåæäó âàðèàíòàìè íàêàçà-
íèå/ñâîáîäà,

òî ãðóïïû B è C ìîãóò îáúåäèíèòüñÿ è âûáðàòü àëü-
òåðíàòèâó íàêàçàíèå, à çàòåì, åñëè

� ïîñòàâèòü íà ãîëîñîâàíèå àëüòåðíàòèâû
êàçíü/ññûëêà,

òî ãðóïïà A, ñêîðåå âñåãî, îáúåäèíèòñÿ ñ B áóäåò ïðè-
íÿòî ññûëêà.

Ïîýòîìó Ïëèíèé, ÷òîáû ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò ñâîáî-
äà, ïðåäëîæèë

3. ñ÷èòàòü ãîëîñà çà âñå 3 àëüòåðíàòèâû ïîðîçíü,
àðãóìåíòèðóÿ ýòî òåì, ÷òî àëüòåðíàòèâû ñëèøêîì ðàç-
ëè÷íû, è èñïîëüçîâàòü ïðàâèëî îòíîñèòåëüíîãî áîëü-
øèíñòâà, ÷òî è áûëî ïðèíÿòî.

Ïðè ïîäñ÷åòå ãîëîñîâ îêàçàëîñü, ÷òî ðåàëèçîâàëñÿ
âàðèàíò (4): ÷àñòü ó÷àñòíèêîâ ãðóïïû C ïåðåøëà â
ãðóïïó B è áûëî ïîääåðæàíî ðåøåíèå î ññûëêå.

Èòàê, èìåëà ìåñòî êîìáèíàöèÿ ðàçíûõ òèïîâ ìàíè-
ïóëèðîâàíèÿ:

� ñî ñòîðîíû îðãàíèçàòîðà � Ïëèíèé ìàíèïóëè-
ðîâàë è ìíîæåñòâîì àëüòåðíàòèâ, è ïðîöåäóðîé
ãîëîñîâàíèÿ (âìåñòî ïðîöåäóðû ïðîñòîãî áîëü-
øèíñòâà èñïîëüçîâàëàñü ïðîöåäóðà îòíîñèòåëü-
íîãî áîëüøèíñòâà);

� ñî ñòîðîíû èçáèðàòåëåé � ÷àñòü ó÷àñòíèêîâ ãðóï-
ïû C èçìåíèëà ñâî¼ ìíåíèå.
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Ðàññìîòðåííûå ñõåìû îòðàæàþò ñèñòåìû ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèé â óãîëîâíûõ ñóäàõ:

åâðîïåéñêóþ êîíòèíåíòàëüíóþ � ìåðà íàêàçàíèÿ èëè
íåâèíîâíîñòü îïðåäåëÿþòñÿ ñðàçó ;

àíãëî-àìåðèêàíñêóþ � ñíà÷àëà ïðèñÿæíûå âûíîñÿò
ðåøåíèå î âèíîâíîñòè/íåâèíîâíîñòè, è ïîòîì â
ïåðâîì ñëó÷àå ñóäüÿ íàçíà÷àåò ìåðó íàêàçàíèÿ.

Ïðèìåð 4.11 (ìàíèïóëèðîâàíèÿ ïðè ãîëîñîâàíèè: ïðè-
íÿòèå XVII-é ïîïðàâêè ê Êîíñòèòóöèè ÑØÀ). Â ÑØÀ
äî ïðèíÿòèÿ ýòîé ïîïðàâêè ÷ëåíû Ñåíàòà íàçíà÷àëèñü
â øòàòàõ, íî âíà÷àëå XX â. îáñóæäàëîñü äâå àëüòåðíà-
òèâû:

S (status quo) � ñåíàòîðû íàçíà÷àþòñÿ çàêîíîäà-
òåëüíûìè îðãàíàìè øòàòîâ;

a 17-ÿ ïîïðàâêà � ñåíàòîðû èçáèðàþòñÿ ãîëîñîâà-
íèåì íàñåëåíèÿ øòàòà.

Â 1905 ã. áîëüøèíñòâî â Ñåíàòå ñ÷èòàëî a � S è Ñåíàò
â òî âðåìÿ ñîñòîÿë èç òðåõ ãðóïï:

1) ÷ëåíîâ Äåìîêðàòè÷åñêîé ïàðòèè èç þæíûõ øòà-
òîâ (íàèáîëüøåå âëèÿíèå â òî âðåìÿ), â îñíîâíîì,
ïîääåðæèâàþùèõ ïîïðàâêó;

2) ëèáåðàëüíûõ ÷ëåíîâ Äåìîêðàòè÷åñêîé ïàðòèè èç
ñåâåðíûõ øòàòîâ è ëèáåðàëüíûõ ÷ëåíîâ Ðåñïóá-
ëèêàíñêîé ïàðòèè, êîòîðûå òàêæå ïîääåðæèâàëè
ïîïðàâêó;

3) êîíñåðâàòèâíûõ ÷ëåíîâ îáîèõ ïàðòèé, êîòîðûå
ïðåäïî÷èòàëè îñòàâèòü âñ¼, êàê åñòü.
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Ñ öåëüþ ïðåäîòâðàòèòü ïðèíÿòèå àëüòåðíàòèâû a,
îäèí èç êîíñåðâàòîðîâ ïðåäëîæèë ðàññìîòðåòü òðåòüþ
àëüòåðíàòèâó b: ïðèíÿòü 17-þ ïîïðàâêó ñ óñëîâèåì, ÷òî
ôåäåðàëüíîå ïðàâèòåëüñòâî áóäåò èìåòü ïðàâî êîíòðî-
ëèðîâàòü ïðîâåäåíèå âûáîðîâ â øòàòàõ.

Ëèáåðàëîâ áûëè íå ïðîòèâ, íî äåìîêðàòû èç þæíûõ
øòàòîâ, ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè íå äîïóñêàâøèõ òåìíî-
êîæåå íàñåëåíèå ê ãîëîñîâàíèþ, âîçðàæàëè, è ïðåäïî-
÷òåíèÿ ñòàëè âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ëèáåðàëû îáåèõ ïàðòèé b � a � S
Äåìîêðàòû èç þæíûõ øòàòîâ a � S � b
Êîíñåðâàòîðû îáåèõ ïàðòèé S � b � a

Ò.å. ïåðâàÿ ãðóïïà ðàñêîëîëàñü, ÷òî ïðèâåëî ê îáðàçî-
âàíèþ êëàññè÷åñêîãî öèêëà ïðåäïî÷òåíèé.

Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî ïðèíÿòûì ïðîöåäóðàì Ñåíàò
ñíà÷àëà äîëæåí ãîëîñîâàòü ïîïðàâêè ê çàêîíîïðîåêòó,
âûáîð îñóùåñòâëÿëñÿ ìåæäó àëüòåðíàòèâàìè a è b.
Â ðåçóëüòàòå:

1) ñíà÷àëà áëàãîäàðÿ ëèáåðàëàì è êîíñåðâàòîðàì
áûëà ïðèíÿòà àëüòåðíàòèâà b;

2) äàëåå ïðè ñðàâíåíèè àëüòåðíàòèâ b è S áûëà ïî-
áåäèëà àëüòåðíàòèâà S.

� ò.å. æåëàåìûé äëÿ êîíñåðâàòîðîâ ðåçóëüòàò äîñòè-
ãàëñÿ.

Òàêàÿ òàêòèêà ïðèíîñèëà óñïåõ äî 1912 ã., ïîêà âîç-
ðîñøèå ÷èñëîì ëèáåðàëû íå ïðîãîëîñîâàëè íà ïåðâîì
ýòàïå ïðîòèâ b, à íà âòîðîì, ïðè ñðàâíåíèè a ñ S, ïî-
áåäèëà àëüòåðíàòèâà çà a.
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Çàìåòèì, ÷òî â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ ìàíèïóëèðî-
âàíèÿ ìîæíî èçáåæàòü. Åñëè ïðîöåäóðà ãîëîñîâàíèÿ
äîñòàòî÷íî ñëîæíà èëè åñëè ïðåäïî÷òåíèÿ äðóãèõ èç-
áèðàòåëåé íåèçâåñòíû, òî èçáèðàòåëü ìîæåò è íå çíàòü,
êàê ìàíèïóëèðîâàíèå ñ åãî ñòîðîíû ìîæåò îòðàçèòüñÿ
íà ðåçóëüòàòå ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî è äðóãèå èçáèðàòå-
ëè ìîãóò ìàíèïóëèðîâàòü ìíåíèÿìè. Òîãäà èçáèðàòåëü
ìîæåò îòêàçàòüñÿ îò ìàíèïóëèðîâàíèÿ.

4.5 Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à 4.1. Ïðèâåäèòå ïðîñòîé ïðèìåð ñóùåñòâîâà-
íèÿ äâóõ ïîáåäèòåëåé Êîíäîðñå.

Ðåøåíèå. V = {1, 2}, A = {x1, x2, x3},

P1 : x1 � x2 � x3,
P2 : x2 � x1 � x3.

x1 x2

x3

u

�
�
���

Çàäà÷à 4.2. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè íå÷åòíîì ÷èñëå âû-
áîðùèêîâ:

1) áèíàðíîå îòíîøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ìàæî-
ðèòàðíîìó ãðàôó, ñâÿçíî;

2) åñëè ïîáåäèòåëü Êîíäîðñå ñóùåñòâóåò, òî îí
åäèíñòâåííûé.
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Ðåøåíèå.
1. Ïîêàæåì, ÷òî ëþáûå äâå âåðøèíû xi è xj ìà-

æîðèòàðíîãî ãðàôà ñîåäèíåíû äóãîé, íàïðàâëåííîé â
êàêóþ-ëèáî ñòîðîíó.

Ïóñòü ÷èñëî âûáîðùèêîâ 2n+ 1, è âåðøèíû ìàæî-
ðèòàðíîãî ãðàôà xi è xj äóãîé íå ñîåäèíåíû. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî áîëåå n ãîëîñóþùèõ ñ÷èòàþò, ÷òî xi � xj, è
íå áîëåå n � ÷òî xj � xi, ò.å. âñåãî ó÷àñòíèêîâ íå áîëåå
n+ n = 2n. Ïðîòèâîðå÷èå.

2. Åäèíñòâåííîñòü ïîáåäèòåëÿ Êîíäîðñå äîêàçûâà-
åòñÿ îò ïðîòèâíîãî.

Çàäà÷à 4.3. Ïîñòðîéòå ìàæîðèòàðíûé ãðàô ïðè óêà-
çàííûõ ïðåäïî÷òåíèÿõ ãîëîñóþùèõ V = { 1, 2, 3 }
îòíîñèòåëüíî âàðèàíòîâ A = {x1, x2, x3, x4 }

P1 : x1 � x2 � x4 � x3,
P2 : x2 � x4 � x1 � x3,
P3 : x1 � x3 � x2 � x4

è îïðåäåëèòå ïîáåäèòåëÿ ïî Êîíäîðñå è ïî Áîðäà.

Ðåøåíèå. Ñîñòàâëÿåì ìàòðèöó ãîëîñîâàíèÿ
mij = #(xi � xj) ñ áàëëàìè Áîðäà ïî äèàãîíàëè:

x1 x2 x3 x4

x1 7 2 3 2
x2 1 6 2 3
x3 0 1 2 1
x4 1 0 2 3
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Ïîëó÷àåì (âñå ïðåäïî÷òåíèÿ 2 : 1 èëè 3 : 0 ):

x1 � x2 x2 � x3 x4 � x3

x1 � x3 x2 � x4

x1 � x4
x1

x2 x4

x3

�
���

u

[
[[]

[
[[]

w

�
���

Íåäîìèíèðóìûé âàðèàíò x1 � ïîáåäèòåëü Êîíäîðñå, îí
æå ïîáåäèòåëü ïî Áîðäà.

Çàäà÷à 4.4. Ïîñòðîèòü ìàæîðèòàðíûé ãðàô ïðè ïðåä-
ïî÷òåíèÿõ èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è, åñëè ó÷àñòíèê 1
èçìåíèë ñâîè ïðåäïî÷òåíèÿ íà

P ′1 : x3 � x1 � x2 � x4,

à ïðåäïî÷òåíèÿ îñòàëüíûõ ó÷àñòíèêîâ îñòàëèñü
íåèçìåííûìè. Åñòü ëè çäåñü ïîáåäèòåëü Êîíäîðñå? ïî
Áîðäà?
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Ðåøåíèå.
x1

x2 x4

x3

u

[
[[]

�
���

w

[
[[̂

�
���

Íåäîìèíèðóåìûõ âàðèàíòîâ íåò ⇒ íåò ïîáåäèòåëÿ
Êîíäîðñå.

Îïðåäåëÿåì ïîáåäèòåëÿ ïî Áîðäà.
Ïðåäïî÷òåíèÿ ãîëîñóþùèõ:

Áàëëû 3 2 1 0
P ′1 x3 x1 x2 x4

P2 x2 x4 x1 x3

P3 x1 x3 x2 x4

Áàëëû Áîðäà: B(x1) = 6 � ïîáåäèòåëü, ò.ê.
B(x2) = B(x3) = 5, B(x4) = 2.

Çàäà÷à 4.5. Ïîñòðîèòü ìàæîðèòàðíûé ãðàô ïðè ïðåä-
ïî÷òåíèÿõ ãîëîñóþùèõ V = { 1, 2, 3 } îòíîñèòåëüíî
âàðèàíòîâ A = {x1, x2, x3, x4, x5 }

P1 : x1 � x2 � x5 � x4 � x3,
P2 : x3 � x5 � x1 � x2 � x4,
P3 : x2 � x1 � x4 � x5 � x3

è îïðåäåëèòü ïîáåäèòåëÿ Êîíäîðñå.

Ðåøåíèå. ïîáåäèòåëü � x1
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Çàäà÷à 4.6. Ïîñòðîèòü ìàæîðèòàðíûé ãðàô ïðè ïðåä-
ïî÷òåíèÿõ ãîëîñóþùèõ V = { 1, 2, 3, 4 } îòíîñè-
òåëüíî êàíäèäàòîâ A = {x1, x2, x3, x4, x5 }

P1 : x5 � x1 � x4 � x3 � x2,
P2 : x1 � x5 � x3 � x4 � x2,
P3 : x4 � x1 � x2 � x5 � x3,
P4 : x5 � x1 � x3 � x4 � x2

è îïðåäåëèòü ïîáåäèòåëÿ Êîíäîðñå.

Ðåøåíèå.

Èìååì äâà ïîáåäèòåëÿ
Êîíäîðñå: x1 è x5.

Çàäà÷à 4.7. Ïóñòü òðè äðóãà âûáèðàþò ìåñòî îò-
äûõà èç âàðèàíòîâ: A = {Ñî÷è (Ñ), Òóàïñå (Ò),
Âàëäàé (Â), Ïîäìîñêîâüå (Ï) } è èõ ïðåäïî÷òåíèÿ
èìåþò âèä:

P1 : Ñ � Ò � Â � Ï,
P2 : Ñ � Ò � Â � Ï,
P3 : Ò � Ñ � Ï � Â.



158 517 ãð. Ãëàâà 4. Êîëëåêòèâíûå ðåøåíèÿ

Ïðåäïî÷òåíèÿ èõ æ¼í èìåþò âèä:

P ′1 : Ñ � Ò � Â � Ï,
P ′2 : Ò � Ñ � Â � Ï,
P ′3 : Ò � Ñ � Â � Ï.

1. Ïóñòü êîëëåêòèâíîå ðåøåíèå P ñîäåðæèò
ïðåäïî÷òåíèå Ò �P Â.

Åñëè ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ êîëëåêòèâíîãî ðåøåíèÿ
ëîêàëüíî, òî ñîäåðæèòñÿ ëè ýòî ïðåäïî÷òåíèå â êîë-
ëåêòèâíîì ðåøåíèè ïî ïðîôèëþ P ′?

2. Ïóñòü ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ êîëëåêòèâíîãî ðåøå-
íèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ åäèíîãëàñèÿ.

Êàêèå ïðåäïî÷òåíèÿ îáÿçàíî ñîäåðæàòü êîëëåê-
òèâíîå ðåøåíèå ïî ïðîôèëÿì

P = (P1, P2, P3 )? P ′ = (P ′1, P
′
2, P

′
3 )?

3. Ïóñòü êîëëåêòèâíîå ðåøåíèå ñîäåðæèò ïðåäïî-
÷òåíèå Ñ �P Ò, åñëè ïåðâûé ó÷àñòíèê èìååò òàêîå
ïðåäïî÷òåíèå.

ßâëÿåòñÿ ëè îí äèêòàòîðîì â ñìûñëå Ýððîó?

Ðåøåíèå. 1. Çàìåòèì, ÷òî

VP (Ò � Â) = VP ′(Ò � Â) = { 1, 2, 3 }.

Ïîýòîìó, ðàç ïðàâèëî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ëîêàëüíî è
åñëè Ò �P Â, òî Ò �P ′ Â.

2. È â òîì è â äðóãîì ñëó÷àå â êîëëåêòèâíîì ðåøå-
íèè äîëæíû ñîäåðæàòüñÿ òå ïàðû (a, b), äëÿ êîòîðûõ

VP (a � b) = VP ′(a � b) = { 1, 2, 3 }.
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Ýòî Ñ �P Â, Ñ �P Ï, Ò �P Â, Ò �P Ï. Êîëëåêòèâíîå
ðåøåíèå ïî ïðîôèëþ P ′ äîëæíû ñîäåðæàòüñÿ òå æå
ïàðû è, êðîìå òîãî, Â �P Ï.

3. Íå îáÿçàòåëüíî, ïîñêîëüêó ó÷àñòíèê ÿâëÿåòñÿ
äèêòàòîðîì â ñìûñëå Ýððîó, åñëè îí ìîæåò íàâÿçàòü
ñâîå ìíåíèå êîëëåêòèâó ïî ëþáîé ïàðå àëüòåðíàòèâ, à
çäåñü îí íàâÿçûâàåò ñâîå ðåøåíèå òîëüêî ïî ïàðå (Ñ,Ò).

Çàäà÷à 4.8. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ïðàâèëî ïîñòðîå-
íèÿ êîëëåêòèâíîãî ðåøåíèÿ ïî èíäèâèäóàëüíûì ïðåä-
ïî÷òåíèÿì n ó÷àñòíèêîâ: ïàðà (x, y) âõîäèò â êîë-
ëåêòèâíîå ðåøåíèå, åñëè îíà ïðèíàäëåæèò �

1) ðîâíî n/3;
2) ðîâíî n/2 + 1;
3) áîëåå n/2;
4) íå ìåíåå n/2;
5) íå ìåíåå n− 1;
6) n èíäèâèäóàëüíûõ ïðåäïî÷òåíèé.

¬ ßâëÿåòñÿ ëè ýòî ïðàâèëî ëîêàëüíûì?
­ Êàêèì àêñèîìàì îíî óäîâëåòâîðÿåò?
® Ïðèâåäèòå (åñëè âîçìîæíî) ïðèìåð, êîãäà ýòî ïðà-
âèëî ïðèâîäèò ê öèêëàì â êîëëåêòèâíîì ðåøåíèè.

Ðåøåíèå. ¬ Àêñèîìå ëîêàëüíîñòè (è íåéòðàëüíîñòè)
óäîâëåòâîðÿþò âñå ïðàâèëà, ò.ê. ðåøåíèå î ïðåäïî÷òè-
òåëüíîñòè x ïî îòíîøåíèþ ê y çàâèñèò òîëüêî îò êî-
ëè÷åñòâà òàêèõ ó÷àñòíèêîâ.

­ Àêñèîìå åäèíîãëàñèÿ óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî òå
èç ïðàâèë, äëÿ êîòîðûõ ïàðà (x, y) ïðèíàäëå-
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æèò êîëëåêòèâíîìó ðåøåíèþ, åñëè îíà ïðèíàäëå-
æèò âñåì èíäèâèäóàëüíûì ïðåäïî÷òåíèÿì. Â äàííîì
ñëó÷àå ýòî ïï. 3�6: íàïðèìåð, ïðàâèëî åäèíîãëàñèÿ
∀ i ∈ V : x �i y ⇒ x �i y ïðèíàäëåæèò (3).

Àêñèîìå íåíàâÿçàííîñòè óäîâëåòâîðÿþò âñå ïðèâå-
äåííûå ïðàâèëà (ðåøåíèå çàâèñèò òîëüêî îò ìíåíèé
ó÷àñòíèêîâ).

Àêñèîìå ìîíîòîííîñòè óäîâëåòâîðÿþò ïðàâèëà 3�6.

® Ïðèìåðû, â êîòîðûõ ïîÿâëÿþòñÿ öèêëû, ìîæíî
ïîñòðîèòü äëÿ âñåõ ïðàâèë, êðîìå ïîñëåäíåãî.

Ïðèâåäåì ïðèìåð äëÿ ï. 5) � íå ìåíåå n− 1 èíäè-
âèäóàëüíûõ ïðåäïî÷òåíèé:

Ïóñòü èìååòñÿ n àëüòåðíàòèâ, ò.å.
A = {x1, . . . , xn }, à èíäèâèäóàëüíûå ïðåäïî÷òå-
íèÿ èìåþò ¾öèêëè÷åñêèé¿ âèä

Pi : xi > xi+1 > . . . > xn > x1 > x2 > . . . > xi−1, i = 1, n.

Òîãäà VP (xi > xi+1) = V r {i + 1}, ïîýòîìó â êîëëåê-
òèâíîì ðåøåíèè P èìååì

x1 > x2 > . . . > xn−1 > xn,
íî ïîñêîëüêó VP (xn > x1) = V r {1}, òî xn > x1 è
ïîëó÷àåì öèêë.

Çàäà÷à 4.9. Ïóñòü A = { a1, a2, a3 }, V = { 1, 2, 3 } è
êîëëåêòèâíîå ðåøåíèå ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀i ∈ V : ai � x = ai �i x äëÿ âñåõ x ∈ A.
1. ßâëÿåòñÿ ëè ýòî ïðàâèëî ëîêàëüíûì?
2. Êàêèì àêñèîìàì îíî óäîâëåòâîðÿåò?
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Ðåøåíèå. 1. Äàííîå ïðàâèëî áóäåò ëîêàëüíûì, ïî-
ñêîëüêó ðåøåíèå î òîì, êàêàÿ èç àëüòåðíàòèâ, ai èëè
aj ïðåäïî÷òèòåëüíåå, çàâèñèò òîëüêî îò ïðåäïî÷òåíèé
ìåæäó ai è aj ó÷àñòíèêîâ i è j.

2. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííîå ïðàâèëî óäîâëå-
òâîðÿåò âñåì àêñèîìàì 1�5.

Íî áîëüøå íèêàêèì ðàçóìíûì ñâîéñòâàì P óäîâëå-
òâîðÿòü íå áóäåò: âîïðîñ î ïðèíàäëåæíîñòè P ïàð
(a1, a2) è (a1, a3) çàâèñèò òîëüêî îò ó÷àñòíèêà 1,
(a2, a1) è (a2, a3) � òîëüêî îò ó÷àñòíèêà 2 è
(a3, a1) è (a3, a2) � òîëüêî îò ó÷àñòíèêà 3,

ò.å. âñå ýòè øåñòü ïàð ìîãóò ïðèíàäëåæàòü èëè íå
ïðèíàäëåæàòü P â ëþáûõ ñî÷åòàíèÿõ.

Çàäà÷à 4.10. Ïóñòü ñåìüÿ èç òðåõ ÷åëîâåê (ò.å.
V = { 1, 2, 3 }) ñîáèðàåòñÿ êóïèòü àâòîìîáèëü.
Â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâ ðàññìàòðèâàþòñÿ ýëåìåí-
òû ìíîæåñòâà
A = {Ôîëüêñâàãåí(W ), Ðåíî(R), Ïåæî(P ) }.

P1 : W > P > R,
P2 : P > W > R,
P3 : R > W > P .

Ïóñòü êîëëåêòèâíîå ðåøåíèå, êîòîðîå ñòðîèòñÿ ïî
ëîêàëüíîìó ïðàâèëó, èìååò âèä

P : W > R > P.

Êàêèì áóäåò êîëëåêòèâíîå ðåøåíèå, åñëè èñêëþ÷èòü
èç ðàññìîòðåíèÿ àëüòåðíàòèâó W?
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Ðåøåíèå. Ò.ê. êàê ïðàâèëî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ëîêàëü-
íî, òî îòíîøåíèå ó÷àñòíèêîâ ãîëîñîâàíèÿ ê àëüòåðíà-
òèâàì R è P íå çàâèñèò îò èõ îòíîøåíèÿ ê W è, â
÷àñòíîñòè, îò íàëè÷èÿ èëè îòñóòñòâèÿ W .

Ïîýòîìó ïðè îòñóòñòâèè W ðåøåíèå î òîì, ÷òî
ïðåäïî÷òèòåëüíåå, P èëè R, áóäåò ïðèíÿòî òî æå, ÷òî
è ïðè íàëè÷èè W , ò.å. R > P .

Çàäà÷à 4.11. Ïîêàæèòå, ÷òî îëèãàðõè÷åñêîå ïðàâè-
ëî (âûäåëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ãðóïïà ó÷àñòíèêîâ ω, êîë-
ëåêòèâíîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíîãëàñ-
íîå ìíåíèå âñåõ ÷ëåíîâ ýòîé ãðóïïû, à ìíåíèå âñåõ
îñòàëüíûõ ÷ëåíîâ êîëëåêòèâà íå ó÷èòûâàåòñÿ):

1) âñåãäà ñòðîèò ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè;
2) óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì Ýððîó;
3) íå âñåãäà ñòðîèò ñëàáûå ïîðÿäêè (ò.å. ÷à-

ñòè÷íûå ïîðÿäêè âèäà m11⊕ . . .⊕mh1).

Ðåøåíèå. 1. Îëèãàðõè÷åñêîå ïðàâèëî ìîæíî çàïèñàòü
êàê P = P1 ∩ 2 ∩ . . .∩ k, åñëè P1, . . . , Pk � ïðåäïî÷òå-
íèÿ ¾îëèãàðõîâ¿.
Ïîñêîëüêó i � ñòðîãèå ëèíåéíûå ïîðÿäêè, òî è èõ ïåðå-
ñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì íåðåôëåêñèâíûì ÷àñòè÷-
íûì ïîðÿäêîì.

2. Îëèãàðõè÷åñêîå ïðàâèëî ëîêàëüíî, ò.ê. ðåøåíèå

x
?
�P y çàâèñèò òîëüêî îò ïðåäïî÷òåíèé îëèãàðõîâ

x �i y, i = 1, k.
Îñòàëüíûå àêñèîìû ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

3. Ïîêàæåì, ÷òî êîëëåêòèâíîå ðåøåíèå ïî îëèãàð-
õè÷åñêîìó ïðàâèëó ìîæåò íå áûòü ñëàáûì ïîðÿäêîì.
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Ïóñòü A = {a, b, }, V = {1, 2, 3} = ω ïðåäïî÷òåíèÿ
îëèãàðõîâ (âñåõ ãîëîñóþùèõ) åñòü

P1 : a > b > c, P2 : a > c > b, P3 : c > a > b.

Êîëëåêòèâíîå ðåøåíèå: a � b, a 6∼ c, b 6∼ c � íå åñòü
ñëàáûé ïîðÿäîê.



164 517 ãð. Ãëàâà 5. Ë.ð.ï.

Ãëàâà 5

Ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

5.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 5.1. ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

a = {ai}i>0 = (a0, a1, . . .), äëÿ êîòîðîé ïðè n > k > 1
âûïîëíÿåòñÿ ëèíåéíîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ïî-
ðÿäêà (ë.ð.ñ.) k (èç k + 1 ñëàãàåìûõ)

C0an + C1an−1 + . . .+ Ck−1an−k+1 + Ckan−k = C,

ãäå C0 = 1, C1, . . . , Ck−1, Ck 6= 0, C � íåêîòîðûå
êîíñòàíòû, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ ïîðÿäêà (ë.ð.ï.) k, ïðè÷¼ì â ñëó÷àå
C = 0 ãîâîðÿò îá îäíîðîäíûõ ñîîòíîøåíèè è ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè.

Ë.ð.ï. ïîðÿäêà k îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ ñâîèì ðåêóð-
ðåíòíûì ñîîòíîøåíèåì è ñîâîêóïíîñòüþ èç k å¼ ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå íàçûâàþò íà÷àëüíû-
ìè óñëîâèÿìè; îáû÷íî ýòî ýëåìåíòû a0, . . . , ak−1.

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âûøåïðèâåä¼ííîìó îäíî-
ðîäíîìó ë.ð.ñ. (∗) õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

P (x) = xk + C1x
k−1 + . . .+ Ck−1x+ Ck.

Ïðèìåð 5.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è 1, 1, 2,
3, 5, 8, . . ., ó êîòîðîé an+1 = an + an−1 ïðè n > 2,
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ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ 2-ãî ïîðÿäêà, çàäàâàåìóþ ñîîòíîøåíè-
åì an − an−1 − an−2 = 0 è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
a0 = a1 = 1.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è áóäåò P (x) = x2 − x− 1.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî L = {a} âñåõ ëèíåéíûõ ðå-
êóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (íàä ïîëåì R) è ââå-
äåì íà í¼ì îïåðàöèè

1) ïîýëåìåíòíîãî ñóììèðîâàíèÿ a+ b;

2) óìíîæåíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ íà êîíñòàíòó èç R:
const · a.

Òîãäà L ïðåâðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî íàä R îòíîñèòåëüíî ââåäåííûõ îïåðàöèé.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 5.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç L, äëÿ êî-
òîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåêîòîðîå ëèíåéíîå ðåêóððåíò-
íîå ñîîòíîøåíèå ïîðÿäêà k, îáðàçóþò k-ìåðíîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî L ïîäïðîñòðàíñòâà L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a, b ∈ L ⊂ L óäîâëåòâîðÿþò
ë.ð.ñ. ïîðÿäêà k, òî åìó óäîâëåòâîðÿåò è αa + βb ∈ L,
α, β ∈ R.

Ðàâåíñòâî dimL = k î÷åâèäíî. �

::::::::::
Òåîðåìà 5.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1, . . . , ak îáðàçóþò
áàçèñ k-ìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L ëèíåéíîãî ïðî-
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ñòðàíñòâà L, åñëè è òîëüêî åñëè∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1

0 a2
0 . . . ak0

a1
1 a2

0 . . . ak1
...

...
. . .

...
a1
k−1 a2

k−1 . . . akk−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

5.2 Ðåøåíèå îäíîðîäíûõ ë.ð.ñ.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 5.2. Åñëè çàäàíû îäíîðîäíîå ë.ð.ñ.

an + C1an−1 + C2an−2 + . . .+ Ckan−k = 0

è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ a0, . . . , ak−1, òî åäèíñòâåííàÿ
óäîâëåòâîðÿþùàÿ èì ë.ð.ï. èìååò âèä

a = β1a
1 + . . .+ βka

k,

ãäå a1, . . . , ak � íåêîòîðûé áàçèñ ëèíåéíîãî ïîä ïðî-
ñòðàíñòâà ðåøåíèé L, à êîýôôèöèåíòû β1, . . . , βk
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ÑËÀÓ ïîðÿäêà k

a1
0β1 + a2

0β2 + . . .+ ak0βk = a0,
a1

1β1 + a2
1β2 + . . .+ ak1βk = a1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1
k−1β1 + a2

k−1β2 + . . .+ akk−1βk = ak−1.

Ò.î. çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ë.ð.ï. ñâîäèòñÿ ê íàõîæäå-
íèþ áàçèñà ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L, îáðàçîâàí-
íîãî ìíîæåñòâîì âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ äàííîìó ë.ð.ñ. è ðåøåíèþ ïðèâåä¼ííîé ÑËÀÓ.

Áàçèñíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòðîÿò ñ ïîìîùüþ
êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà P (x).
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Ñëó÷àé ïðîñòûõ êîðíåé.

::::::::
Ëåììà 5.1 (î êîðíÿõ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà).
Ïóñòü çàäàíî ë.ð.ñ. ïîðÿäêà k

an + C1an−1 + C2an−2 + . . .+ Ckan−k = 0. (∗)

Òîãäà åñëè λ � êîðåíü åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà

P (x) = xk + C1x
k−1 + . . .+ Ck−1x+ Ck, Ck 6= 0,

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λ̂ = (1, λ, λ2, . . .) óäîâëå-
òâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (∗).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
λ̂ â (∗): ïîñêîëüêó Ck 6= 0 âëå÷¼ò λ 6= 0, ïîëó÷èì

λn + . . .+ Ckλ
n−k = λn−k

(
λk + . . .+ Ck

)
= 0. �

Áóäåì èñêàòü áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà L â âèäå íàáî-
ðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, îáðàçîâàííûõ ñòåïåíÿìè êîð-
íåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà P (x).

::::::::::
Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
P (x) îäíîðîäíîãî ë.ð.ñ. (∗) ïîðÿäêà k èìååò k ðàç-
ëè÷íûõ êîðíåé λ1, . . . , λk.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λ̂1, . . ., λ̂k îáðàçóþò
áàçèñ k-ìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå î êîðíÿõ õàðàêòåðèñòè÷åñêî-
ãî ìíîãî÷ëåíà, âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λ̂i óäîâëåòâîðÿ-
þò ñîîòíîøåíèþ (∗), ò.å. ëåæàò â ïðîñòðàíñòâå L.

Îïðåäåëèòåëü, èìåþùèé ñòîëáöàìè ïåðâûå k ýëå-
ìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé λ̂1, . . ., λ̂k, ÿâëÿåòñÿ îïðå-
äåëèòåëåì Âàíäåðìîíäà
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1
λ1 λ2 . . . λk
...

...
. . .

...
λk−1

1 λk−1
2 . . . λk−1

k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∏
i<j

(λj − λi)

Ïîñêîëüêó âñå êîðíè λ1, . . . , λk ðàçëè÷íû, òî∏
i<j(λj − λi) 6= 0, îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåî-

ðåìû. Ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî
ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (∗) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

a = β1λ̂1 + . . .+ βkλ̂k. �

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 5.3. Åñëè íåêîòîðûé êîðåíü λ ìíîãî÷ëå-
íà P (x) èìååò êðàòíîñòü m, åìó áóäóò ñîîòâåò-
ñòâîâàòü ñëåäóþùèå áàçèñíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

λ̂, nλ̂, . . . , nm−1λ̂,

èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(
1 + n+ . . .+ nm−1

)
λ̂.

Óðàâíåíèå P (x) = 0 íàçîâ¼ì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
äëÿ äàííîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà P (x) ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ë.ð.ñ.

Ïðèìåð 5.2. 1. Íàéòè ë.ð.ï., óäîâëåòâîðÿþùóþ î.ë.ð.ñ.

an+2 − 4an+1 + 3an = 0.

Ðåøåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äàííîãî ñî-
îòíîøåíèÿ åñòü

P (x) = x2 − 4x+ 3 = 0.

Îíî èìååò äâà ïðîñòûõ âåùåñòâåííûõ êîðíÿ λ1 = 1,
λ2 = 3 è ðåøåíèå äàííîãî ñîîòíîøåíèÿ â îáùåì âèäå
åñòü
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an = β1 + β2 · 3n.
2. Íàéòè ë.ð.ï., óäîâëåòâîðÿþùóþ ë.ð.ñ.

an+3 + 3an+2 + 3an+1 + an = 0.

Ðåøåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äàííîãî ñî-
îòíîøåíèÿ:

P (x) = x3 + 3x2 + 3x+ 1 = (x+ 1)3 = 0.

Ò.î. äàííîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò
îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü λ = −1 êðàòíîñòè 3, è ðå-
øåíèå äàííîãî ë.î.ð.ñ. â îáùåì âèäå åñòü

an = (−1)n
(
β1 + β2n+ β3n

2
)
.

Èç äîêàçàííîãî ðàíåå ñëåäóåò, ÷òî åñëè çàäàíû íà-
÷àëüíûå óñëîâèÿ a0, . . . , ak−1 î.ë.ð.ñ. ïîðÿäêà k

an + C1an−1 + C2an−2 + . . .+ Ckan−k = 0,

òî êîýôôèöèåíòû β1, . . . , β â îáùåì ðåøåíèè

a = β1λ̂1 + . . .+ βkλ̂k

íàõîäÿò èç ÑËÀÓ k-ãî ïîðÿäêà
β1 + . . . + βk = a0

β1λ1 + . . . + βkλk = a1

. . . . . . . . . . . . . . .
β1λ

k−1
1 + . . . + βkλ

k−1
k = ak−1

Ïðèìåð 5.3. 1. Ðàíåå áûëî íàéäåíî, ÷òî ë.ð.ï.

an = β1 + β2 · 3n

ïðè ëþáûõ β1, β2 óäîâëåòâîðÿåò ë.ð.ñ.
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an+2 − 4an+1 + 3an = 0.

Íàéòè êîíêðåòíóþ î.ë.ð.ï., åñëè a1 = 10, a2 = 16.

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà íàéä¼ì a0 (ïîëàãàÿ n = 0):

16− 4 · 10 + 3a0 = 0 ⇒ a0 = (40− 16)/3 = 8.

Äàëåå: {
β1 + β2 = 8
β1 + 3β2 = 10

⇒
{
β1 = 7
β2 = 1

ò.å. èñêîìàÿ ë.ð.ï. åñòü an = 7 + 3n.

2. Ðàíåå áûëî íàéäåíî, ÷òî ë.ð.ï.
an = (−1)n

(
β1 + β2n+ β3n

2
)
ïðè ëþáûõ β1, β2, β3

óäîâëåòâîðÿåò ë.ð.ñ.

an+3 + 3an+2 + 3an+1 + an = 0.

Íàéòè êîíêðåòíóþ òàêóþ ë.ð.ï., åñëè
a0 = 0, a1 = 2, a2 = −10.

Ðåøåíèå. β1 = 0
−β1 −β2 −β3 = 2
β1 +2β2 +4β3 = −10

⇒

 β1 = 0
β2 = 1
β3 = −3

ò.å. èñêîìàÿ ë.ð.ï. åñòü an = (−1)n(n2 − 3n).

Ñëó÷àé êîìïëåêñíûõ êîðíåé. Åñëè õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí P (x) èìååò ïàðó êîìïëåêñíûõ
êîðíåé

λ1 = ρ(cosϕ+ i sinϕ), λ2 = ρ(cosϕ− i sinϕ),
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òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðà áàçèñíûõ êîìïëåêñíûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé èìååò âèä

λ̂1 = { ρn(cosnϕ+ i sinnϕ) }n>0 ,

λ̂2 = { ρn(cosnϕ− i sinnϕ) }n>0 .

Åñëè ê ñèñòåìå áàçèñíûõ âåêòîðîâ ëèíåéíîãî âåê-
òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèìåíèòü íåâûðîæäåííîå ëè-
íåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî ïðåîáðàçîâàííàÿ ñèñòåìà
âåêòîðîâ òàêæå áóäåò áàçèñíîé.

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê ïðîñòðàíñòâó L íåêîòîðîãî
ïðåîáðàçîâàíèå ïîâîðîòà, âìåñòî ïàðû êîìïëåêñíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (λ̂1, λ̂2) ïîëó÷èì ïàðó äåéñòâè-
òåëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

λ̂′1 = { ρn cosnϕ }n>0 , λ̂′2 = { ρn sinnϕ }n>0 .

Òî æå ñàìîå ìîæíî ïðîäåëàòü è ñ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè äðóãèì ïàðàì êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåííûõ êîðíåé.

Ïðèìåð 5.4. Íàéòè ë.ð.ï., óäîâëåòâîðÿþùóþ ë.ð.ñ.

an+2 − 2 cosαan+1 + an = 0, a1 = cosα, a2 = cos 2α.

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà íàéä¼ì a0
1:

cos 2α− 2 cos2 αa1 + a0 = 0 ⇒ a0 = 1.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì äëÿ çàäàííîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ

x2 − 2x cosα + 1 = 0,
1 âñïîìèíàåì: cos2 α = 1+cos 2α

2
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êîòîðîå èìååò äâà êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûõ êîðíÿ

λ1 = cosα− i sinα, λ2 = cosα + i sinα.

Ïåðåõîäÿ â äåéñòâèòåëüíóþ îáëàñòü, ïîëó÷èì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè

λ̂′1 = { cosnα }n>0 , λ̂′2 = { sinnα }n>0 ,

ò.å. îáùåå ðåøåíèå äàííîãî ë.î.ð.ñ. çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

an = β1 cosnα + β2 sinnα.

Èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïîëó÷àåì{
β1 = 1,
β1 cosα + β2 sinα = cosα,

⇒
{
β1 = 1,
β2 = 0,

ò.å. èñêîìàÿ ë.ð.ï. åñòü an = cosnα.

Ïðèìåíåíèå ë.ð.ñ. � ìåòîä Ïðîíè àïïðîêñèìàöèè
ñèãíàëà ñóììîé ýêñïîíåíò â çàäà÷àõ ÖÎÑ.

5.3 Ðåøåíèå íåîäíîðîäíûõ ë.ð.ñ.

Â ñëó÷àå C 6= 0 çàïèñàííîå â îáùåì âèäå íåîäíî-
ðîäíîå ëèíåéíîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

C0an + C1an−1 + C2an−2 + . . .+ Ckan−k = C

çàäà¼ò íåîäíîðîäíóþ ë.ð.ï.

::::::::::
Òåîðåìà 5.3. Îáùåå ðåøåíèå a íåîäíîðîäíîãî ë.ð.ñ.
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû íåêîòîðîãî åãî ÷àñò-
íîãî ðåøåíèÿ a′ è îáùåãî ðåøåíèÿ a0 ñîîòâåòñòâó-
þùåãî îäíîðîäíîãî ñîîòíîøåíèÿ: a = a0 + a′.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a′ è a′′ � äâà ÷àñòíûõ ðåøåíèÿ
íåîäíîðîäíîãî ñîîòíîøåíèÿ. Î÷åâèäíî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü a′ ± a′′ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòâåòñòâóþùåìó îäíî-
ðîäíîìó ñîîòíîøåíèþ. �

×àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî ð.ñ. ìîæíî, íà-
ïðèìåð, èñêàòü â âèäå ïîñòîÿííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
a′ = (a, a, . . .).
Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå C0a+C1a+ . . .+Cka = C, òî

1) ïðè óñëîâèè C0 + C1 + . . .+ Ck 6= 0 �

a =
C

C0 + C1 + . . .+ Ck
.

2) Åñëè
k∑
i=0

Ci = 0, íî
k∑
i=1

iCi 6= 0, òî ñóùåñòâóåò

÷àñòíîå ðåøåíèå âèäà a′ = {na}n>0, ãäå êîíñòàíòà a
íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

C0 · a ·n+C1 · a · (n− 1) + . . .+Ck · a · (n− k) = C (?)

(ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè an = an â í.ë.ð.ñ.).

Ïîñêîëüêó
k∑
i=0

Ci = 0, òî C0 = −C1−C2− . . .−Ck.

Ïîäñòàâèâ ýòî çíà÷åíèå â (?), ïîëó÷èì

C

a
= C0 · n+ C1 · (n− 1) + . . .+ Ck · (n− k) =

= −C1n− C2n− . . .− Ckn+ (C1n− C1) + . . .

. . .+ (Ckn− Ckk) = −
k∑
i=1

iCi.
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Îòñþäà a = − C
k∑
i=1

iCi

è ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîä-

íîãî ëèíåéíîãî ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ â ýòîì ñëó-
÷àå èìååò âèä

a′n = na.

Ïðèìåð 5.5. Ðåøèòü ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

an+3 − 7an+1 + 6an = 20, a0 = 2, a1 = −6, a2 = 3.

Ðåøåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äàííîãî
íåîäíîðîäíîãî ë.ð.ñ. åñòü:

x3 − 7x+ 6 = 0. (∗)

Äëÿ åãî ðåøåíèÿ ïåðåáåð¼ì äåëèòåëè ñâîáîäíîãî
÷ëåíà: D(6) = ±1, ±2, ±3, ±6.

1. Óáåæäàåìñÿ, ÷òî λ1 = 1 � êîðåíü (∗).
Äàëåå èìååì x3−7x+6 = (x+1)(x2+x−6) è êîðíè ïî-
ñëåäíåãî êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà ñóòü λ2 = 2, λ3 = −3.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî ë.ð.ñ.

an+3 − 7an+1 + 6an = 0

åñòü a0
n = β1 + β22

n + β3(−3)n.

2. Íàéä¼ì ÷àñòíîå ðåøåíèå a′ èñõîäíîãî íåîäíîðîä-
íîãî ë.ð.ñ.
Èìååì: ñóììà åãî êîýôôèöèåíòîâ 1−7 + 6 = 0, îäíàêî

k∑
i=1

iCi = 2 · (−7) + 3 · 6 = −14 + 18 = 4 6= 0,

è ïîýòîìó ÷àñòíîå ðåøåíèå èñõîäíîãî íåîäíîðîäíîãî
ë.ð.ñ. �
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a′n = −20n

4
= −5n,

è îáùåå ðåøåíèå an = β1 + β22
n + β3(−3)n − 5n.

3. Îïðåäåëèì ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ìíîæèòåëè
β1, β2, β3: β1 + β2 + β3 = a0 = 2,

β1 + 2β2 − 3β3 − 5 = a1 = −6,
β1 + 4β2 + 9β3 − 10 = a2 = 3,

Âû÷èòàåì èç 2-ãî óðàâíåíèÿ 1-å: β2−4β3 = −3, ò.å.
β2 = 4β3 − 3, ÷òî âëå÷¼ò{
β1 + 8β3 − 6− 3β3 = −1,
β1 + 16β3 − 12 + 9β3 = 17

⇒
{
β1 + 5β3 = 5,
β1 + 25β3 = 25

Âû÷èòàÿ èç 2-ãî óðàâíåíèÿ 1-å: 20β3 = 20⇒ β3 = 1
è β1 = 0 è β2 = 1.

Îòâåò: an = 2n + (−3)n − 5n.

Ðåøåíèå íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ ðåêóððåíòíûõ ñî-
îòíîøåíèé ñî ¾ñòàíäàðòíîé¿ ïðàâîé ÷àcòüþ � ïîëè-
íîì èëè ýêñïîíåíòà îò n � ðàññìîòðåíî íà ïðèìåðàõ
â êîíöå ñëåäóþùåãî ðàçäåëà.
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5.4 Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à 5.1. Íàéòè ðåøåíèå î.ë.ð.ñ.

an+2 + 3an = 0, a0 = 1, a1 = 2
√

3.

Ðåøåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
x2 + 3 = 0

èìååò êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûå êîðíè

λ1 = −i
√

3, λ1 = i
√

3.

Èì ñîîòâåòñòâóåò îáùåå ðåøåíèå

an = β13
n
2 cos

πn

2
+ β23

n
2 sin

πn

2
=

= 3
n
2

(
β1 cos

πn

2
+ β2 sin

πn

2

)
.

Íàéä¼ì β1, β2:{
β1 = 1,√

3β2 = 2
√

3
⇒ β2 = 2.

Îòâåò: an = 3
n
2

(
cos πn

2 + 2 sin πn
2

)
Çàäà÷à 5.2. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå î.ë.ð.ñ.

an+2 + 3an+1 + an = 0.

Ðåøåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
x2 + 2x+ 1 = 0

èìååò îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü λ = −1 êðàòíîñòè 2.
Ò.î. ðåøåíèå åñòü

an = (−1)n (β1 + β2n)
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Çàäà÷à 5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå î.ë.ð.ñ.

an+3 + 10an+2 + 32an+1 + 32an = 0.

Ðåøåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå åñòü

P (x) = x3 + 10x2 + 32x+ 32 = 0.

Ïðîáóåì ïîäîáðàòü êîðåíü èç äåëèòåëåé
32 : ±1, ±2, ±4, . . . , ±32.

Èìååì P (±1) = ±1 + 10± 32 + 32 6= 0,
P (±2) = ±8 + 40 +±64 + 32 è P (−2) = 0.

Äàëåå �

x3+10x2+32x+32 = (x+2)(x2+8x+16) = (x+2)(x+4)2,

ò.å. P (x) èìååò êîðåíü −2 êðàòíîñòè 1 è −4 êðàòíî-
ñòè 2.

Ïîýòîìó ðåøåíèå åñòü

an = β1(−2)n + (β2 + β3n)(−4)n =

= (−2)n (β1 + (β2 + β3n)2n) .

Çàäà÷à 5.4. Íàéòè îáùèé ÷ëåí ðåêóððåíòíîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèþ

an+2 = 6an+1 − 8an + 6n+ 1, a0 = 4, a1 = 5.

Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâèì ñîîòíîøåíèå â âèäå

an+2 − 6an+1 + 8an = 6n+ 1.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå åñòü

P (x) = x2 − 6x+ 8 = 0,
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åãî êîðíè ñóòü λ1 = 2, λ2 = 4 è îáùåå ðåøåíèå ñîîò-
âåòñòâóþùåãî î.ë.ð.ñ. åñòü

a0
n = β12

n + β24
n.

Ïîñêîëüêó ñïðàâà � ïîëèíîì 1-é ñòåïåíè, ÷àñòíîå
ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå a′n = α1n+ α0.

Ïîäñòàâëÿÿ a′n â èñõîäíîå ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷èì

(α1(n+ 2) + α0)− 6 (α1(n+ 1) + α0) + 8 (α1n+ α0) =

= α1n+ 2α1 + α0 − 6α1n− 6α1 − 6α0 + 8α1n+ 8α0 =

= 3α1n+ (2α1 + α0 − α1 − 6α0 + 8α0) = 6n+ 1,

Îòêóäà α1 = 2, −4α1 + 3α0 = −8 + 3α0 = 1 ⇒ α0 = 3
è a′n = 2n+ 3.

Ïîëó÷åíî îáùåå ðåøåíèå an = β12
n+β24

n+2n+3.
Íàéä¼ì êîýôôèöèåíòû β1, β2:{
β1 +β2 +3 = 4
2β1 +4β2 +5 = 5

⇒
{
β1 +β2 = 1
2β1 +4β2 = 0

⇒

⇒
{
β1 = 2
β2 = −1

Îòâåò: an = 2n+1 − 4n + 2n+ 3.

Çàäà÷à 5.5. Ðåøèòü ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

an+3−6an+2+11an+1−6an = 4n, a0 = 1, a1 = 3, a2 = 4

(ñ ïîëèíîìèàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ).

Ðåøåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå åñòü

P (x) = x3 − 6x2 + 11x− 6 = 0.
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Ïðîáóåì ïîäîáðàòü êîðåíü èç D(6) : ±1, ±2, ±3, ±6.
Íàõîäèì, ÷òî x1 = 1 � êîðåíü,

P (x) = (x− 1)(x2 − 5x+ 6)

è x2 = 2, òàêæå êîðíè x3 = 3 õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ.

Ò.î. îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî ñîîòíîøåíèÿ åñòü

a0
n = β1 + β22

n + β33
n.

×àñòíîå ðåøåíèå èùåì â âèäå a′n = n(α1n+ α2).
Ïîäñòàâëÿÿ åãî â èñõîäíîå ñîîòíîøåíèå

α1(n+ 3)2 + α2(n+ 3)− 6
[
α1(n+ 2)2 + α2(n+ 2)

]
+

+ 11
[
α1(n+ 1)2 + α2(n+ 1)

]
− 6[α1n

2 + α2n] = 4n

Ïðèðàâíèâàåì êîýôôèöèåíòû ïåðåä ñòåïåíÿìè n:

n2 : α1(1− 6 + 11− 6) = α1 · 0 = 0;

n1 : 6α1 + α2 − 24α1 − 6α2 + 22α1 + 11α2 − 6α2 =

= 4α1 = 4n, îòêóäà α1 = 1;

1 : 9α1 + 3α2 − 24α1 − 12α2 + 11α1 + 11α2 =

= −4α1 + 2α2, îòêóäà α2 = 2.

Ò.å. a′n = n2 + 2n.
Îïðåäåëÿåì òåïåðü êîíñòàíòû β1 è β2 èñõîäÿ èç

Í.Ó: β1 + β2 + β3 + 0 = 1,
β1 + 2β2 + 3β3 + 3 = 3,
β1 + 4β2 + 9β3 + 8 = 4,

⇒

 β1 = 1,
β2 = 1,
β3 = −1.

Îêîí÷àòåëüíî èìååì an = 1 + 2n − 3n + n(n+ 2).
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Çàäà÷à 5.6. Ðåøèòü ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (ñ ëè-
íåéíîé ïðàâîé ÷àñòüþ)

an+1 − an = n, a1 = 1.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî a0 = 1.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ äàííîãî ñîîòíî-

øåíèÿ åñòü x−1 = 0 è îíî èìååò êîðåíü x = 1, îòêóäà
îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî ñîîòíîøåíèÿ åñòü a0

n = β.
×àñòíîå ðåøåíèå èùåì â âèäå a′n = n(α1n+ α2).

Ïîäñòàâëÿÿ åãî â èñõîäíîå ñîîòíîøåíèå, èìååì

α1(n+ 1)2 + α2(n+ 1)− α1n
2 − α2n = n,

îòêóäà α1 = 1/2 è α1 = −1/2, ò.å. a′n = (n2 − n)/2
è an = β + (n2 − n)/2.

Èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé: a0 = β = 1 è îêîí÷àòåëü-
íî � an = 1 + C2

n.

Çàäà÷à 5.7. Ðåøèòü ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (ñ ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ)

an+2 + 2an+1 − 8an = 27 · 5n, a1 = −9, a2 = 45.

Ðåøåíèå. Îïðåäåëÿåì, ÷òî (n = 0):

45− 2 · 9− 8a0 = 27 ⇒ a0 = 0.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ äàííîãî ñîîòíî-
øåíèÿ åñòü x2 + 2x−8 = 0 è îíî èìååò êîðíè λ1 = −4
è λ2 = 2, îòêóäà îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî ñîîòíî-
øåíèÿ åñòü a0

n = β1(−4)n + β2 · 2n.
×àñòíîå ðåøåíèå èùåì â âèäå a′n = α · 5n.
Ïîäñòàâëÿÿ åãî â èñõîäíîå ñîîòíîøåíèå, èìååì

α · 25 · 5n + 2α · 5 · 5n − 8 · 5n = 27 · 5n,
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îòêóäà α(35− 8) = 27 è α = 1, ò.å.
an = β1(−4)n + β2 · 2n + 5n.

Èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé íàõîäèì, ÷òî β1 = 2,
β2 = −3 è îêîí÷àòåëüíî � an = 2 · (−4)n− 3 · 2n + 5n.

Çàäà÷à 5.8. Ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ ðåêóððåíòíûõ
ñîîòíîøåíèé  an+1 = −bn + n,

bn+1 = an + 2bn + 1,
a0 = 1, b0 = −2.

Ðåøåíèå. Ñðàçó íàõîäèì, ÷òî b1 = −2.
Äàëåå, âûðàæàÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ bn+2 = an+1 +
2bn+1 + 1 è ïîäñòàâëÿÿ òóäà an+1 = −bn + n, ïîëó÷àåì
ë.ð.ñ. îòíîñèòåëüíî bn:

bn+2 − 2bn+1 + bn = n+ 1.

Åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå x2 − 2x+ 1 = 0
èìååò êîðåíü x = 1 êðàòíîñòè 2, ïîýòîìó îáùåå ðåøå-
íèå ñîîòíîøåíèÿ åñòü b0

n = β1 + β2n, à ÷àñòíîå ìîæíî
èñêàòü â âèäå b′n = n2(α1n+ α2) = α1n

3 + α2n
2.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ bn â èñõîäíîå ñîîòíî-
øåíèå, íàõîäèì α1 = 1/6, α2 = 0,
è ò.î. bn = β1 + β2 + n2/6.

Èñïîëüçóÿ Í.Ó. íà bn, ïîëó÷èì β1 = −2, β2 = −1/6.

Èòîãî ðåøåíèå �

bn = −2− n

6
+
n3

6
,
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an = 2 +
7(n− 1)

6
− (n− 6)3

6
= 1 +

2

3
n+

1

2
n2 − 1

6
n3.

Çàäà÷à 5.9. Äàíî

uk+2 − uk+1 − 2uk + 4 = 0, u0 = 0, u1 = 1.

Íàéòè ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ uk.

Ðåøåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

x2 − x− 2 = 0,

êîðíè êîòîðîãî � λ1 = 2, λ2 = −1, îòêóäà
u0
n = β1 · 2n + β2 · (−1)n.

Èùåì ÷àñòíîå ðåøåíèå u′n = a = const �
a = 3a− 4 ⇒ a = 2 ⇒ u′n = 2, îòêóäà

un = β1 · 2n + β2 · (−1)n + 2.{
u0 = β1 + β2 + 2 = 0
u1 = 2β1 − β2 + 2 = 1

⇒
{
β1 + β2 = −2
2β1 − β2 = −1

3β1 = −3 ⇒ β1 = −1 ⇒ β2 = −1.

Îòâåò: un = −2n − (−1)n + 2.
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Ãëàâà 6

Êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû â

àíàëèçå ñòðóêòóð

6.1 Êîìáèíàòîðèêà â êëàñòåðèçàöèè

Ïóñòü äàíû n-ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, m-ìíîæåñòâî
èõ ïðèçíàêîâ è ìàòðèöà èíôîðìàöèé Xn×m.

Çàäà÷à êëàñòåðíîãî àíàëèçà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
íà îñíîâàíèè äàííûõ èç X ðàçáèòü ìíîæåñòâî îáúåê-
òîâ íà k < n êëàñòåðîâ (ïîäìíîæåñòâ) òàê, ÷òîáû

� êàæäûé îáúåêò ïðèíàäëåæàë åäèíñòâåííîìó êëà-
ñòåðó;

� îáúåêòû îäíîãî êëàñòåðà áûëè ñõîäíûìè, à îáú-
åêòû, ïðèíàäëåæàùèå ðàçíûì êëàñòåðàì � íå-
ñõîäíûìè;

� ðàçáèåíèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü íåêîòîðîìó
êðèòåðèþ îïòèìàëüíîñòè � öåëåâîé ôóíêöèè
(ôóíêöèîíàëó), âûðàæàþùåìó óðîâåíü æåëà-
òåëüíîñòè äàííîãî ðàçáèåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Íåîòðèöàòåëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ s(Xi, Xj) = sij, i = 1, . . . , n íàçûâàåòñÿ ìåðîé
ñõîäñòâà, åñëè:

1) 0 6 s(Xi, Xj) < 1 äëÿ Xi 6= Xj;
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2) s(Xi, Xi) = 1;

3) s(Xi, Xj) = s(Xj, Xi).

Åñëè X � (0, 1)-ìàòðèöà, òî sij � êîýôôèöèåíò àññî-
öèàöèè èëè ñõîäñòâà.

S =


1 s12 . . . s1n

s21 1 . . . s2n

...
...

. . .
...

sn1 sn2 . . . 1

 � ìàòðèöà ñõîäñòâà.

Çàìå÷àíèÿ. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è êëàñòåðíîãî àíàëèçà
ìîë÷àëèâî ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî

1) âûáðàííûå õàðàêòåðèñòèêè â ïðèíöèïå äîïóñêà-
þò æåëàòåëüíîå ðàçáèåíèå íà êëàñòåðû;

2) åäèíèöû èçìåðåíèÿ (ìàñøòàá) âûáðàíû ïðàâèëü-
íî.

Ýòî ïðîáëåìû ôîðìèðîâàíèÿ ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàí-
ñòâà.

Â äàííîì êóðñå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ìå-
òîäû îïðåäåëåíèÿ è âû÷èñëåíèé

� êîýôôèöèåíòîâ ñõîäñòâà,
� êîìïàêòíîñòè êëàñòåðîâ,
� ðàññòîÿíèé ìåæäó êëàñòåðàìè,

à òàêæå ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû êëàñòåðèçàöèè.

Ïðÿìîé ìåòîä êëàñòåðèçàöèè � ïåðåáîðîì âñåâîçìîæ-
íûõ ðàçáèåíèé íà êëàñòåðû íàõîäÿò äîñòàâëÿþùåå îï-
òèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè.
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Òàêàÿ ïðîöåäóðà ïðàêòè÷åñêè âûïîëíèìà ëèøü ïðè
ìàëûõ n è k: íàïðèìåð, åñëè n = 9, k = 4 ÷èñëî
âîçìîæíûõ ðàçáèåíèé ðàâíî 7770.

Îïðåäåëåíèå 6.2. ×èñëî S(n, k) =
{n
k

}
ðàçáèåíèé n-

ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà íà k íåïóñòûõ ÷àñòåé íàçûâà-
åòñÿ ÷èñëîì Ñòèðëèíãà II ðîäà.

Îáîçíà÷åíèÿ:

� [n] = { 1, . . . , n } ïðè n ∈ N, òàê ÷òî [0] = ∅.
� Coef n{f(z)} = [zn]f(z) � êîýôôèöèåíò ïðè zn

â ðàçëîæåíèè f(z) ïî ñòåïåíÿì z.

Çàäà÷à: îïðåäåëèòü ÷èñëî ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà íà
íåïóñòûå ÷àñòè.

Ðàçáèåíèå n-ìíîæåñòâà íà k íåïóñòûõ ÷àñòåé ⇔
ðàñïðåäåëåíèå n ðàçëè÷íûõ øàðîâ ïî k íåðàçëè÷è-
ìûì óðíàì, íè îäíà èç êîòîðûõ íå äîëæíà îñòàòüñÿ
ïóñòîé.

Çàìå÷àíèå. Çàäà÷à ¾íàîáîðîò¿ � íàéòè ÷èñëî w
ðàñïðåäåëåíèé n íåðàçëè÷èìûõ øàðîâ ïî k ðàçëè÷è-
ìûì óðíàì, êîãäà íåêîòîðûå óðíû ìîãóò îñòàòüñÿ ïó-
ñòûìè, ðåøàåòñÿ ëåãêî:

� ïðîíóìåðóåì óðíû 1, . . . , k (ýòî ìîæíî ñäå-
ëàòü � óðíû ðàçëè÷èìû) è íàðèñóåì ïîäðÿä n
êðóæêîâ, îáîçíà÷àþùèõ øàðû (îíè íåðàçëè÷è-
ìû);

� ðàñïðåäåëåíèå øàðîâ ïî óðíàì áóäåì îòìå÷àòü
âñòàâêîé k−1 âåðòèêàëüíûõ øòðèõîâ ìåæäó øà-
ðàìè;
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� âñåãî èìååòñÿ n+k−1 ìåñò, èç êîòîðûõ k−1 çà-
íèìàþò îòðåçêè (èëè n ìåñò � êðóæêè), ïîýòîìó

w = Ck−1
n+k−1 = Cn

n+k−1.

Ýíóìåðàòîðû. Íàïîìèíàíèå îñíîâíûõ ïåðå÷èñëè-
òåëüíûõ ïðàâèë äëÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé.

Ïðàâèëî ñóììû: åñëè ïåðâîå ñîáûòèå ìîæåò ïðî-
èçîéòè n ñïîñîáàìè, à âòîðîå � m ñïîñîáàìè è ïðè
ýòîì îíè íå ìîãóò ïðîèçîéòè îäíîâðåìåííî, òî îäíî
èç ýòèõ ñîáûòèé ìîæåò ïðîèçîéòè n+m ñïîñîáàìè.

Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ: åñëè ïåðâîå ñîáûòèå ìîæåò
ïðîèçîéòè n ñïîñîáàìè, à âòîðîå ìîæåò ïðîèçîéòè m
ñïîñîáàìè, òî ñîâìåñòíàÿ ðåàëèçàöèÿ äâóõ ñîáûòèé ìî-
æåò ïðîèçîéòè n ·m ñïîñîáàìè.

Ïðèìåð 6.1. Â ãðóïïå èç 15 ñòóäåíòîâ è 10 ñòóäåíòîê,
âîçìîæåí âûáîð
ñòàðîñòû � 15 + 10 = 25 ñïîñîáàìè;

ïàðû ¾ñòóäåíò-ñòóäåíòêà¿ � 15 · 10 = 150 ñïîñîáàìè.

Îïðåäåëåíèå 6.3. Ýíóìåðàòîðîì ñîáûòèÿ íàçûâàåòñÿ
âûðàæåíèå â êîòîðîì íåçàâèñèìûå èñõîäû ñîåäèíåíû

� âçàèìîèñêëþ÷àþùèå � îïåðàöèåé ñóììèðîâàíèÿ,

� ïðîèñõîäÿùèå îäíîâðåìåííî � îïåðàöèåé ïðîèç-
âåäåíèÿ.

Òàêîé âûáîð óäîáåí òåì, ÷òî âûïîëíåíèå êîìáèíà-
òîðíûõ ïðàâèë ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ
ñâîéñòâîì äèñòðèáóòèâíîñòè óêàçàííûõ àðèôìåòè÷å-
ñêèõ îïåðàöèé.
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Ìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé � ýôôåêòèâíûé
ñïîñîá ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷.

Ïðèìåð 6.2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ 4 ïåðåìåííûõ:

F (x1, . . . , x4) = (1 + x1) · . . . · (1 + x4) =

= (x1x2x3x4) +

4 ïðîèçâåäåíèÿ ïî 3 ýëåìåíòà︷ ︸︸ ︷
(x1x2x3 + x1x2x4 + x1x3x4 + x2x3x4) +

+ (x1x2 + . . .+ x3x4)︸ ︷︷ ︸
6 ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé

+ (x1 + x2 + x3 + x4)︸ ︷︷ ︸
4 ñëàãàåìûõ

+1.

Îáîáùèì: ðàñêðûâ ñêîáêè â ôîðìóëå

F (x1, . . . , xn) = (1 + x1) · (1 + x2) · . . . · (1 + xn),

ïîëó÷èì ñóììó ïðîèçâåäåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ m-
âûáîðêè èç n-ìíîæåñòâà x1, . . . , xn:

F (x1, . . . , xn) =
∑
nm⊆[n]
|nm|=m

∏
i∈nm

xi,

ò.å. F (x1, . . . , xn) � ýíóìåðàòîð ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùåãî â
âûáîðêå m-ïîäìíîæåñòâà èç n-ìíîæåñòâà, åñëè ïîðÿ-
äîê ýëåìåíòîâ â âûáîðêå íåñóùåñòâåíåí.

Ìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé: ïîäñ÷¼ò ÷èñëà âûáîðîê
Ïîëîæèâ, íàïðèìåð, x1 = . . . = xn = x, ïîëó÷èì
[xm]f(x) = Cm

n � ÷èñëî âûáîðîê (áåç ïîâòîðåíèé è
ó÷¼òà ïîðÿäêà â íèõ = ñî÷åòàíèé) m îáúåêòîâ èç n:

(1 + x)n =
n∑

m=0

Cm
n x

m �ïðîèçâîäÿùèé ïîëèíîì

(ôóíêöèÿ, ÏÔ) äëÿ C0
n, . . . , C

n
n .

Åñëè ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ â âûáîðêå ñóùåñòâåíåí:
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(1 + x)n =
n∑

m=0

Cm
n x

m =
n∑

m=0

Am
n

xm

m!

� ýêñïîíåíöèàëüíûé ïðîèçâîäÿùèé ïîëèíîì (ôóíê-
öèÿ, ÝÏÔ) äëÿ A0

n, . . . , A
n
n.

Am
n = Cm

n m! = n!
(n−m)! � ÷èñëî m-âûáîðîê

ñ ó÷¼òîì ïîðÿäêà (= ðàçìåùåíèé) èç n-ìíîæåñòâà,
m = 0, 1, . . . , n.

Âûáîðêè è ðàçìåùåíèÿ: ðàçëè÷íûå ñëó÷àè

1. Âûáîðêè ñ ïîâòîðåíèÿìè è ñ ó÷¼òîì ïîðÿäêà îáú-
¼ìà m èç n-ìíîæåñòâà.

n ôèêñèðîâàíî, m � ïåðåìåííàÿ.

1) n = 1 � èìååòñÿ îäíà òàêàÿ âûáîðêà è ÝÏÔ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( 1, 1, . . . ) äàííûõ âûáîðîê áóäåò

1 + x+ 1 · x
2

2!
+ . . .+ 1 · x

m

m!
+ . . . = ex.

2) â îáùåì ñëó÷àå èç n > 1 òàêèõ âûáîðîê nm è
ÝÏÔ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( 1, n, n2, . . . ) áóäåò(

1 + x+
x2

2!
+ . . .+

xm

m!
+ . . .

)n
= exn =

∑
m>0

nm
xm

m!
.

3) îáùèé ñëó÷àé, íî êàæäûé ýëåìåíò äîëæåí
áûòü âûáðàí íå ìåíåå îäíîãî ðàçà: ÝÏÔ ÷èñåë òàêèõ
âûáîðîê �(

x+
x2

2!
+ . . .

)n
= (ex−1)n

áèíîì

Íüþòîíà=
n∑
j=0

Cj
n(−1)je(n−j)x =
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=
n∑
j=0

Cj
n(−1)j

∑
m>0

(n− j)mxm

m!
=

=
∑
m>0

xm

m!

(
n∑
j=0

Cj
n(−1)j(n− j)m

)
︸ ︷︷ ︸

÷èñëî òàêèõ âûáîðîê

.

Ýòî íå òî, ÷òî íàì íóæíî (ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà èç
n ðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ íà k íåïóñòûõ ÷àñòåé áåç
ó÷¼òà ïîðÿäêà â ýòèõ ÷àñòÿõ è ñàìèõ ÷àñòåé = ðàçìå-
ùåíèå ðàçëè÷íûõ øàðîâ ïî íåðàçëè÷èìûì óðíàì, ïó-
ñòûõ óðí íåò), íî ïðèãîäèòñÿ...

2. Ðàçìåùåíèÿ n ðàçëè÷íûõ øàðîâ ïî k ðàçëè÷-
íûì óðíàì.

n ôèêñèðîâàíî, k � ïåðåìåííàÿ.
Â çàäà÷å ðàçìåùåíèÿ øàðîâ ðàññóæäàåì àíàëîãè÷-

íî (çäåñü óðíà âûáèðàåòñÿ íåîäíîêðàòíî).

1) ÝÏÔ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà óðíà i ñîäåðæèò ni øà-
ðîâ �

(x1 + . . .+ xk)
n =

∑
n1+...+nk=n

n!

n1! . . . nk!︸ ︷︷ ︸
÷èñëî òàêèõ ðàçìåùåíèé=

ïîëèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò

xn11 . . . xnkk .

Íàïðèìåð, ðàñïðåäåëåíèå 21 ãîëîñóþùèõ â ãðóïïû ïî
8, 7 è 6 ÷åëîâåê âîçìîæíî 21!

8! 7! 6! = 349 188 840 ñïîñî-
áàìè.

2) ÝÏÔ ÷èñëà ðàçìåùåíèé n ðàçëè÷íûõ øàðîâ â
îäíîé óðíå, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( 1, 1, . . . ) �
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1 + x+
x2

2!
+ . . .+

xn

n!
+ . . . = ex.

3) ÝÏÔ ÷èñëà kn ðàçìåùåíèé n ðàçëè÷íûõ øàðîâ
â k ðàçëè÷íûõ óðíàõ (1-é øàð � â ëþáîé èç k óðí, 2-é
òàêæå è ò.ä., ïîðÿäîê øàðîâ â óðíå íåñóùåñòâåíåí) �
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( 1, k, k2, . . . ):(

1 + x+
x2

2!
+ . . .

)k
= ekx =

= 1 + kx+ k2x
2

2!
+ . . .+ kn

xn

n!
+ . . .

= ÷èñëó âûáîðîê îáú¼ìà n ñ ïîâòîðåíèÿìè èç k ýëå-
ìåíòîâ ñ ó÷¼òîì ïîðÿäêà â âûáîðêå.

Íàïðèìåð, ïóñòü èìååòñÿ n = 3 øàðà A, B, C è
k = 2 óðíû, òîãäà âîçìîæíû kn = 8 âàðèàíòîâ ðàçìå-
ùåíèÿ øàðîâ ïî óðíàì ¬|­ :

ABC | ∅, AB | C, AC | B, BC | A,
A | BC, B | AC, C | AB, ∅ | ABC.

×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà. Âîçâðàùàåìñÿ ê íàøåé
çàäà÷å.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 6.1. ×èñëî S(n, k) ñïîñîáîâ òàê ðàñïðå-
äåëèòü n > 1 ðàçëè÷íûõ øàðîâ ïî k íåðàçëè÷èìûì
óðíàì (ïîðÿäîê øàðîâ â óðíàõ íåñóùåñòâåíåí), ÷òî íè
îäíà óðíà íå îêàçûâàåòñÿ ïóñòîé, ðàâíî

S(n, k) =
1

k!

k∑
j=0

Cj
k(−1)j(k − j)n, 1 6 k 6 n.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè óðíà îäíà, òî ÝÏÔ äëÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ( 0, 1, 1, . . .) åñòü

x+
x2

2!
+ . . .+

xn

n!
+ . . . = ex − 1.

Åñëè óðí k, òî(
x+

x2

2!
+ . . .+

xn

n!
+ . . .

)k
= (ex − 1)k =

=
∑
n>0

xn

n!

(
k∑
j=0

Cj
k(−1)j(k − j)n

)
.

Ïîñêîëüêó óðíû íåðàçëè÷èìû, òî

S(n, k) =
1

k!

k∑
j=0

Cj
k(−1)j(k − j)n

� ÷èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà. �

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 6.2 (×èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà: ðåêóððåíòíàÿ
ôîðìóëà).

S(n, k) = S(n− 1, k− 1) +kS(n− 1, k) , n > 0, k > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûäåëèì íåêîòîðûé ýëåìåíò x â ðàñ-
ñìàòðèâàåì ìíîæåñòâå. Òîãäà åñëè

1) x îáðàçóåò îòäåëüíûé îäíîýëåìåíòíûé áëîê �
÷èñëî òàêèõ ðàçáèåíèé ñòîëüêî æå, ñêîëüêî ñóùå-
ñòâóåò ðàçáèåíèé îñòàâøåãîñÿ (n−1)-ýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà íà k − 1 áëîêîâ, ò.å. S(n− 1, k − 1);
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2) x íå îáðàçóåò îòäåëüíîãî áëîêà � òàêèå ðàç-
áèåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðèñîåäèíåíèåì
x ê ëþáîìó èç k áëîêîâ ðàçáèåíèÿ (n − 1)-
ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà íà k áëîêîâ, ò.å. èõ âñåãî
kS(n− 1, k). �

Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàþò S(0, 0) = 1.
ßñíî, ÷òî S(n, 0) = S(n, k) = 0, k > n > 1.

×èñëà S(n, k) Ñòèðëèíãà II ðîäà ìîãóò çàäàâàòüñÿ
òàáëèöåé:

n�k 1 2 3 4 5 6 7 8

1 1
2 1 1
3 1 3 1
4 1 7 6 1
5 1 15 25 10 1
6 1 31 90 65 15 1
7 1 63 301 350 140 21 1
8 1 127 966 1701 1050 266 28 1

Ïðèìåð. Âñå S(4, 2) = 7 ðàçáèåíèé 4-ýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà {1, 2, 3, 4} íà 2 áëîêà:

1 | 234, 2 | 134, 3 | 124, 4 | 123, 12 | 34, 13 | 24, 14 | 23

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 6.3 (ôîðìóëà ñóììèðîâàíèÿ).

S(n, k) =
n−1∑
i=k−1

C i
n−1S(i, k − 1), k > 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûäåëèì ýëåìåíò x ðàññìàòðèâàåìîãî
n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà X.
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Çàòåì äëÿ êàæäîãî j = 0, . . . , n − k âûäåëèì èç
ýëåìåíòîâ X r x áëîê ðàçìåðà j � ýòî ìîæíî ñäåëàòü
Cj
n−1 ñïîñîáàìè � è ïðèñîåäèíèì x ê ýòîìó áëîêó.
Ïîñëå ýòîãî äëÿ êàæäîãî j ðàññìîòðèì âñå

S(n− j − 1, k − 1) ðàçáèåíèÿ îñòàâøåãîñÿ (n− j − 1)-
ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.

Âñå âûøåîïèñàííûå ñèòóàöèè íåñîâìåñòíû, ò.å. ïå-
ðåáèðàþò ðàçíûå ðàçáèåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì,

S(n, k) =
n−k∑
j=0

Cj
n−1S(n− j − 1, k − 1) .

Âûïîëíÿÿ çàìåíó ïåðåìåííîé i = n− j− 1, ïîëó÷àåì

S(n, k) =
n−1∑
i=k−1

Cn−i−1
n−1 S(i, k−1) =

n−1∑
i=k−1

C i
n−1S(i, k−1) .

�

6.2 ×èñëà Áåëëà

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà X íàçû-
âàþò åãî áåëëèàíîì, ñèìâîëè÷åñêè B(X).

n∑
k=1

S(n, k) = B(n).

� ÷èñëà Áåëëà, ìîùíîñòü áåëëèàíà n-ìíîæåñòâà
Íàïðèìåð, B(4) = 15. Ïî îïðåäåëåíèþ B(0) = 1.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 6.4 (ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà).

B(n+ 1) =
n∑
i=0

C i
nB(i) =

n∑
i=0

C i
nB(n− i).
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Ðèñ. 6.1. Äèàãðàììà Õàññå áåëëèàíà ìíîæåñòâà
{ 1, 2, 3, 4 }

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì âòîðîå ðàâåíñòâî, ò.ê. ïåðâîå
ñëåäóåò èç íåãî â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè áèíîìèàëüíûõ
êîýôôèöèåíòîâ.

Âûáèðàåì âûäåëåííûé ýëåìåíò èñõîäíîãî ìíîæå-
ñòâà è äëÿ i = 0, . . . , n, ðàññìàòðèâàÿ ïîî÷åð¼äíî âñå
C i
n áëîêîâ ðàçìåðà i îñòàâøåãîñÿ n-ýëåìåíòíîãî ìíî-

æåñòâà, ïðèñîåäèíÿÿ ê êàæäîìó èç íèõ ïî î÷åðåäè âû-
äåëåííûé ýëåìåíò.

Äëÿ îñòàâøèõñÿ n− i ýëåìåíòîâ ðàññìàòðèâàåì èõ
âñåâîçìîæíûå ðàçáèåíèÿ. �
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n B(n)

0 1
1 1
2 2
3 5
4 15
5 52
6 203
7 877
8 4 140
9 21 147

10 115 975

×èñëà Áåëëà áûñòðî ðàñòóò:
íàïðèìåð,

B(20) = 51 724 158 235 371.

Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Äîáèíñêîãî:

B(n) =
1

e

∞∑
k=0

kn

k!
.

×èñëà B(n) ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ïðè ïîìîùè
òðåóãîëüíèêà Áåëëà.

Ïåðâàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò 1, êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ
ñòðîêà íà÷èíàåòñÿ ÷èñëîì, ñòîÿùèì â êîíöå ïðåäûäó-
ùåé ñòðîêè, êàæäîå ñëåäóþùåå ÷èñëî â ñòðîêå ðàâíî
ñóììå ÷èñåë, ñòîÿùèõ ñëåâà è ñëåâà-ñâåðõó îò íåãî.

×èñëà Áåëëà îáðàçóþò ïîñëåäíèå ÷èñëà â ñòðîêàõ.

Óáûâàþùèå ôàêòîðèàëüíûå ñòåïåíè:
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xn = x(x− 1)(x− 2) . . . (x− n+ 1)︸ ︷︷ ︸
n ñîìíîæèòåëåé

, n > 0.

Ðàññìîòðèì äâà áàçèñà ïîëèíîìîâ:

1. ñòàíäàðòíûé � 1, x, x2, . . . , xn, . . . ;

2. èç óáûâàþùèõ ôàêòîðèàëîâ �

1, x1, x2, . . . , xn, . . ..

Âûðàçèì îáû÷íûå ñòåïåíè xn ÷åðåç óáûâàþùèå xn.
Íåñêîëüêî ïåðâûõ ñëó÷àåâ äàþò

x0 =x0 , x2 =x2 + x1 ,

x1 =x1 , x4 =x4 + 6x3 + 7x2 + x1 .

x3 =x3 + 3x2 + x1 , x5 =x5 + 10x4 + 25x3 + 15x2 + x1 .

Çàìå÷àåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû â ïîëèíîìàõ � ÷èñ-
ëà Ñòèðëèíãà II ðîäà èç ïðèâåä¼ííîé ðàíåå òàáëèöû,
ïðî÷èòàííûå íå ñëåâà íàïðàâî, à ñïðàâà íàëåâî.

Îïðåäåëåíèå 6.4 (ôîðìàëüíîå ÷èñåë Ñòèðëèíãà II ðîäà).
×èñëàìè Ñòèðëèíãà II ðîäà íàçûâàþòñÿ ÷èñëà S(n, k),
óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì

xn =
n∑
k=0

S(n, k)xk, n > 0,

S(n, 0) = 0, S(n, n+ k) = 0 äëÿ k > 0.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 6.5.

xn =
n∑
k=0

S(n, k)xk , n > 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ôîðìóëó ïî èíäóêöèè:

x · xk = xk+1 + kxk, òàê êàê xk+1 = xk(x− k),

ñëåäîâàòåëüíî xn = x · xn−1 =

= x
∑
k

S(n− 1, k)xk =

=
∑
k

S(n− 1, k)xk+1 +
∑
k

S(n− 1, k)kxk =

=
∑
k

S(n− 1, k − 1)xk +
∑
k

S(n− 1, k)kxk =

=
∑
k

(
kS(n−1, k)+S(n−1, k−1)

)
xk =

∑
k

S(n, k)xk.

�

Ò.î. ÷èñëà Ñòèðëèíãà II ðîäà � êîýôôèöèåíòû ïðè
óáûâàþùèõ ôàêòîðèàëüíûõ ñòåïåíÿõ, êîòîðûå äàþò
îáû÷íûå ñòåïåíè.
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6.3 Åù¼ êîìáèíàòîðíûå ÷èñëà

×èñëà Ôèáîíà÷÷è

Îïðåäåëåíèå 6.5. ×èñëà Ôèáîíà÷÷è � ÷èñëà u0, u1, . . .,
îïðåäåëÿåìûå ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

u0 = u1 = 1 , uk = uk−1 + uk−2, k > 2.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

un 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233

×èñëà Ôèáîíà÷÷è: ñâîéñòâà.
Äðóã íà äðóãà íàëîæåíû äâå ñòåêëÿííûå ïëàñòèíêè.

Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ an ïðîõîæäåíèÿ ñâåòà ÷å-
ðåç ïëàñòèíêè èëè îòðàæåíèÿ îò íèõ ïîñëå èçìåíåíèÿ
åãî íàïðàâëåíèÿ n ðàç? an = un+1:

Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Fk+1Fk−1 − F 2
k = (−1)k+1, n > 1.

×èñëà Ôèáîíà÷÷è: ôîðìóëà äëÿ îáùåãî ÷ëåíà.
Ïîñòðîèì ÏÔ F (x) =

∑
k>0

ukx
k äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è

u0 = u1 = 1, uk = uk−1 + uk−2, k > 2.

F (x) = 1+x+
∑
k>2

ukx
k = 1+x+

∑
k>2

(uk−1+uk−2)x
k =
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= 1 + x+ x
∑
k>2

uk−1x
k−1 + x2

∑
k>2

uk−2x
k−2 =

= 1 + x+ x(F (x)− 1) + x2F (x) .

Òàêèì îáðàçîì

F (x) = 1+ 6 x+ xF (x)− 6 x+ x2F (x) ,

F (x)(1− x− x2) = 1 ,

F (x) =
1

1− x− x2
.

Ðàçëàãàåì ïîëó÷åííóþ ÏÔ â ðÿä ïî x.
Íàõîäèì ðàçëîæåíèå F (x) íà ïðîñòûå äðîáè:

1− x− x2 = (1− ax)(1− bx) = 1− (a+ b)x+ abx2{
ab = −1,
a+ b = 1,

⇒

a è b � êîðíè z2 − z − 1 = 0 , ò.å. a, b =
1±
√

5

2
.

Ïóñòü a > b:

a =
1 +
√

5

2
=

1

ϕ
= ϕ+ 1, b =

1−
√

5

2
= −ϕ

ϕ ≈ 0, 61803 . . .� çîëîòîå ñå÷åíèå (îáîçíà÷åíèå â ÷åñòü
Ôèäèÿ).

| | |
0 ϕ 1

1− ϕ
ϕ

=
ϕ

1
⇒ ϕ2 +ϕ− 1 = 0 ⇒ ϕ =

√
5− 1

2
.
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Òåïåðü

F (x) =
1

(1− ax)(1− bx)
=

A

1− ax
+

B

1− bx
.

A−Abx+B−Bax = 1 ⇒
{
A+B = 1
Ab+Ba = 0

⇒

⇒ A =
a

a− b
; B = − b

a− b
.

Ïîñêîëüêó
1

1− αx
=
∑
k>0

(αx)k, òî

F (x) = A
∑
k>0

akxk +B
∑
k>0

bkxk =
∑
k>0

ak+1 − bk+1

a− b
xk .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî a− b =
√

5, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

uk =
1√
5

(1 +
√

5

2

)k+1

−

(
1−
√

5

2

)k+1
.

Ìåòîäîì ëèíåéíûõ ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
áûëî íàéäåíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ÷èñåë
Ôèáîíà÷÷è: P (x) = x2 − x − 1 = 0, îíî èìååò êîðíè
a, b = 1±

√
5

2 , è ñëåäîâàòåëüíî,

uk = β1a
k + β2b

k = β1

(
1 +
√

5

2

)k

︸ ︷︷ ︸
= a

+β2

(
1−
√

5

2

)k

︸ ︷︷ ︸
= b

.



6.3. 517 ãð. 201

Èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé:

{
β1 + β2 = 1
β1a+ β2b = 1

⇒


β1 =

1− b
a− b

=
a

a− b
= A

β2 =
a− 1

a− b
=
−b
a− b

= B

ò.ê. a + b = 1, a − b =
√

5, ïîëó÷àåì óæå íàéäåííóþ
ôîðìóëó.

×èñëà Êàòàëàíà

Çàäà÷à Ê-1. Â êàññó çà áèëåòàìè ñòîèò î÷åðåäü èç
2n ÷åëîâåê, ó êàæäîãî ïî êóïþðå â 100 èëè 50 ðóá.,
ïðè÷åì ýòèõ êóïþð â î÷åðåäè ïîðîâíó � ïî n 50- è
100-ðóáëåâîê. Áèëåò ñòîèò 50 ðóá., â íà÷àëå ïðîäà-
æè êàññà ïóñòà. Íàéòè ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàñïîëîæèòü
î÷åðåäü òàê, ÷òîáû êàññèð âñåãäà ìîã âûäàòü ñäà÷ó.

Îòâåò: n-å ÷èñëî Êàòàëàíà.

Ôîðìàëèçóåì çàäà÷ó : çàêîäèðóåì î÷åðåäü ñ êóïþ-
ðàìè äâîè÷íûì íàáîðîì, çàìåíÿÿ 50-ðóáëåâêè åäèíè-
öàìè, à 100-ðóáëåâêè � íóëÿìè.

Çàäà÷à Ê-2. Íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ äâîè÷íûõ íàáî-
ðîâ äëèíû 2n, â êîòîðûõ ïîðîâíó íóëåé è åäèíèö, è
íà ëþáîì íà÷àëüíîì îòðåçêå êàæäîãî òàêîãî íàáîðà
÷èñëî åäèíèö íå ìåíåå ÷èñëà íóëåé.

Åñëè áû îãðàíè÷åíèÿ íå áûëî, òî îòâåòîì áûëî áû
÷èñëî Cn

2n = (2n)!
n!n! .
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Ðåøèì çàäà÷ó ïåðåáîðîì
äëÿ n = 3:

1 2 3 4 5 6

1) 1 1 1 0 0 0
2) 1 1 0 1 0 0
3) 1 1 0 0 1 0
4) 1 0 1 1 0 0
5) 1 0 1 0 1 0

Çàäà÷à Ê-3. Íàéòè ÷èñëî tk íåèçîìîðôíûõ äâîè÷íûõ
äåðåâüåâ ñ k âåðøèíàìè.

Îòâåò: ýòî ÷èñëà Êàòàëàíà. tk =?

ÏÔ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë tk:

C(x) =
∑
k>0

tkx
k.

Èäåÿ: ïðåäñòàâèì BT ñ k + 1-é âåðøèíîé êàê
êîðåíü + ëåâîå ïîääåðåâî + ïðàâîå ïîääåðåâî
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Èòàê, t0 = 1, tk+1 =
k∑
j=0

tjtk−j, k > 0.

Îòñþäà:

C(x) = 1 +
∑
k>1

tkx
k = 1 +

∑
k>0

tk+1x
k+1 =

= 1 + x
∑
k>0

( k∑
j=0

tjtk−j

)
xk = 1 + xC2(x)

� ïî ïðàâèëó ïåðåìíîæåíèÿ ðÿäîâ:

A =
∑
i>0

ai, B =
∑
i>0

bi, A ·B =
∑
i>0

i∑
j=0

ajai−j.

Ðåøàÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

xC2(x)− C(x) + 1 = 0,

ïîëó÷èì

C(x) =
1±
√

1− 4x

2x
. (∗)

Ðàçëîæèì
√

1− 4x â ðÿä:

(1− 4x)1/2 =
∑
k>0

akx
k.
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Èìååì ïî áèíîìó Íüþòîíà

a0 = 1 è äëÿ k > 0 : ak = (−1)k
(

1/2

k

)
4k =

=
1

k!

(
1

2

)(
1

2
−1

)(
1

2
−2

)
. . .

(
1

2
−k+1

)
·(−2)k2k =

óìíîæàåì íà −2 êàæäóþ èç k ñêîáîê

=
1

k!
(−1)(−1 + 2)(−1 + 4) . . . (−1 + 2k − 2) · 2k =

= − 1

k!
1 · 3 · . . . · (2k − 3) · 2k .

Òàêèì îáðàçîì

(1− 4x)1/2 = 1−
∑
k>1

1 · 3 · . . . · (2k − 3) · 2k

k!
xk =(

äîìíîæàåì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà 2·4·. . .·(2k−2)
)

= 1 −
∑
k>1

(2k − 2)! · 2 · 2k−1

k! · 2 · 4 · . . . · (2k − 2)
xk =(

äåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà 2k−1
)

= 1−
∑
k>1

(2k − 2)! · 2
k!(k − 1)!

xk = 1−
∑
k>1

2

k

(
2k − 2

k − 1

)
xk =

=
(
çàìåíà k 7→ k + 1

)
= 1−

∑
k>0

2

k + 1

(
2k

k

)
xk+1 .

Ýòîò ðÿä íàäî ïîäñòàâèòü â (∗).
Ïîíÿòíî, ÷òî èç óñëîâèÿ tk > 0 ïåðåä ðàäèêàëîì

íàäî áðàòü çíàê (−):

C(x) =
∑
k>0

1

k + 1

(
2k

k

)
xk è, òàêèì îáðàçîì
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tk =
1

k + 1

(
2k

k

)
=

1

k + 1
Ck

2k � ÷èñëà Êàòàëàíà.

Óáåæäàåìñÿ, ÷òî t3 = 1
4

(
6
3

)
= 4·5·6

1·2·3·4 = 5.

Çàìå÷àíèå. Â çàäà÷å îá î÷åðåäè â êàññó âåðîÿòíîñòü òî-
ãî, ÷òî î÷åðåäü â êàññó çàäåðæèòñÿ, ðàâíà n

n+1 è ñòðå-
ìèòñÿ ê åäèíèöå ñ ðîñòîì å¼ äëèíû.

n-å ÷èñëî Êàòàëàíà ìîæíî îïðåäåëèòü êàê êîëè÷å-
ñòâî �

� ðàçáèåíèé âûïóêëîãî (n+2)-óãîëüíèêà íà n òðå-
óãîëüíèêîâ n−1 íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äèàãîíàëÿ-
ìè;

� ïðàâèëüíûõ ñêîáî÷íûõ ñòðóêòóð äëèíû 2n;

� ñïîñîáîâ ñîåäèíåíèÿ 2n òî÷åê íà îêðóæíîñòè n
íåïåðåñåêàþùèìèñÿ õîðäàìè;

� íåèçîìîðôíûõ óïîðÿäî÷åííûõ áèíàðíûõ äåðå-
âüåâ ñ êîðíåì è n+ 1 ëèñòüÿìè;

� e(2× n);

� ...

Âî II-ì òîìå ìîíîãðàôèè Ð.Ñòåíëè ¾Ïåðå÷èñëèòåëü-
íàÿ êîìáèíàòîðèêà¿ ïðèâåäåíî 66 ðàçëè÷íûõ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ çàäà÷, â êîòîðûõ ïîÿâëÿþòñÿ ÷èñëà Êàòàëàíà.

×èñëà Ñòèðëèíãà I ðîäà

Îïðåäåëåíèå 6.6. ×èñëîì Ñòèðëèíãà I ðîäà (÷èñëîì
öèêëîâ Ñòèðëèíãà) äëÿ n, k > 1 íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ïå-
ðåñòàíîâîê n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèõ k

öèêëîâ, ñèìâîëè÷åñêè s(n, k) èëè

[
n
k

]
.
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Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî
n∑
k=0

s(n, k) = n!

Íàïîìèíàíèå: öèêëè÷åñêóþ ïåðåñòàíîâêó
a 7→ b 7→ c 7→ d 7→ a çàïèñûâàþò (a, b, c, d), ïî-
ýòîìó (a, b, c, d) = (b, c, d, a) = (c, d, a, b) = (d, a, b, c),
íî (a, b, c, d) 6= (b, a, c, d).

Âñå 11 ðàçáèåíèé 4-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà
{1, 2, 3, 4} íà 2 öèêëà:

(1)(234), (1)(243), (2)(134), (2)(143), (3)(124),

(3)(142), (4)(123), (4)(132), (12)(34), (13)(24),

(14)(23)

Ïîíÿòíî, ÷òî s(n, 1) = (n− 1)! è

s(n, k) > S(n, k), n, k > 0,

ò.ê. êàæäîå ðàçáèåíèå íà íåïóñòûå ìíîæåñòâà ïðèâî-
äèò, êàê ìèíèìóì, ê îäíîìó öèêëó.

Ðàâåíñòâî áóäåò, åñëè âñå öèêëû öèêëû ýêâèâà-
ëåíòíû ïîäìíîæåñòâàì, ò.å. ÿâëÿþòñÿ åäèíè÷íûìè èëè
äâîéíûìè, à ýòî áóäåò èëè ïðè k = n, èëè k = n − 1,
ñëåäîâàòåëüíî

s(n, n) = S(n, n) = 1, s(n, k− 1) = S(n, k− 1) = 2.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 6.6 (ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ÷èñåë
Ñòèðëèíãà I ðîäà).

s(n, k) = s(n− 1, k − 1) + (n− 1)s(n− 1, k), n > 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîå ïðåäñòàâëåíèå n îáúåêòîâ â
âèäå k öèêëîâ

� ëèáî ïîìåùàåò ïîñëåäíèé îáúåêò â îòäåëüíûé
öèêë � s(n− 1, k − 1) ñïîñîáàìè,

� ëèáî âñòàâëÿåò ýòîò îáúåêò â îäíî èç s(n− 1, k)
öèêëè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé ïåðâûõ n− 1 îáúåê-
òîâ � n− 1 ñïîñîáàìè
(ò.ê. ñóùåñòâóåò j ñïîñîáîâ ïîìåñòèòü íîâûé
ýëåìåíò â j-öèêë, ÷òîáû ïîëó÷èòü (j + 1)-
öèêë: íàïðèìåð, åñëè j = 3, òî âñòàâ-
êà d â öèêë (a, b, c) ïðèâîäèò ê öèêëàì
(a, b, c, d), (a, b, d, c), (a, d, b, c)).

�

×èñëà s(n, k) Ñòèðëèíãà I ðîäà çàäàþòñÿ òàáëèöåé:

n�k 0 1 2 3 4 5 6 7

0 1
1 0 1
2 0 1 1
3 0 2 3 1
4 0 6 11 6 1
5 0 24 50 35 10 1
6 0 120 274 225 85 15 1
7 0 720 1764 1624 735 175 21 1

Ýëåìåíòû òàáëèöû îáðàçóþòñÿ ïî ïðàâèëó

s(n− 1, k − 1) s(n− 1, k) ×(1− n)
s(n, k)

Âîçðàñòàþùèå ôàêòîðèàëüíûå ñòåïåíè:
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xn = x(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ n− 1)︸ ︷︷ ︸
n ñîìíîæèòåëåé

, n > 0.

Ïîíÿòíî, ÷òî x0 = x0 = 1, x1 = x1.
Ðàññìîòðèì áàçèñ èç ôàêòîðèàëüíûõ ñòåïåíåé:

1, x1, x2 . . . , xn, . . . .

Âûðàçèì ïåðâûå âîçðàñòàþùèå ñòåïåíè xn ÷åðåç îáû÷-
íûå.

x0 =x0 , x3 =x3 + 3x2 + 2x1 ,

x1 =x1 , x4 =x4 + 6x3 + 11x2 + 6x1 ,

x2 =x2 + x1 , x5 =x5 + 10x4 + 35x3 + 50x2 + 24x1 .

Çàìå÷àåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû â ïîëèíîìàõ � ÷èñëà
Ñòèðëèíãà I ðîäà èç ïðèâåä¼ííîé ðàíåå òàáëèöû, ïðî-
÷èòàííûå íå ñëåâà íàïðàâî, à ñïðàâà íàëåâî.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 6.7 (äðóãîå îïðåäåëåíèå ÷èñåë Ñòèðëèíãà I
ðîäà).

xn =
n∑

k= 0

s(n, k)xk , n > 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåä¼ì èíäóêöèþ ïî n.
Èìååì (x + n − 1) · xk = xk+1 + (n − 1)xk è äàëåå,
àíàëîãè÷íî âûâîäó ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ÷èñëà Ñòèðëèíãà
II ðîäà �

(x+ n− 1)xn−1 = (x+ n− 1)
n∑
k=0

s(n− 1, k)xk =

=
n∑
k=0

s(n, k)xk.
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�

Ò.î. ÷èñëà Ñòèðëèíãà I ðîäà � êîýôôèöèåíòû ïðè
îáû÷íûõ ñòåïåíÿõ, êîòîðûå äàþò âîçðàñòàþùèå ôàê-
òîðèàëüíûå ñòåïåíè.

Èìååì:

xn =
n∑

k= 0

S(n, k)xk , xn =
n∑

k= 0

s(n, k)xk.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâû ¾äâîéñòâåííûå¿ ðà-
âåíñòâà:

xn =
n∑

k= 0

(−1)n−kS(n, k)xk,

xn =
n∑

k= 0

(−1)n−ks(n, k)xk

Ïîäñòàíîâêîé ïîëó÷èì ñèììåòðè÷íóþ ôîðìóëó
n∑

k= 0

(−1)n−kS(n, k)s(k,m) = [m = n].

ÝÏÔ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé S(n, k) è s(n, k)
(k = n, n+ 1, . . .) èìåþò âèä

∑
n>k

S(n, k)
zn

n!
=

(ez − 1)k

k!
;

∑
n>k

s(n, k)
zn

n!
=

(ln 1
1−z)

k

k!
.
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×èñëà Ýéëåðà. Ðàññìîòðèì n-ïåðåñòàíîâêó

π =

(
1 2 . . . i . . . n
a1 a2 . . . ai . . . an

)
.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî π èìååò k ó÷àñòêîâ ïîäú-
¼ìà, åñëè â ýòîé ïåðåñòàíîâêå åñòü k ìåñò òàêèõ, ãäå
aj < aj+1.

Îïðåäåëåíèå 6.7. Äâóõïàðàìåòðè÷åñêèì ÷èñëîì Ýéëå-

ðà E(n, k) =
〈n
k

〉
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê n-

ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ñ k ó÷àñòêàìè ïîäú¼ìà.

Ïî îïðåäåëåíèþ E(0, 0) = 1.

Ïðèìåð 6.3. Îäèííàäöàòü ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà
{1, 2, 3, 4}, ñîäåðæàùèå ïî äâà ó÷àñòêà ïîäúåìà:

(1324), (1423), (2314), (2413), (3412),

(1243), (1342), (2341),

(2134), (3124), (4123).

Ïåðå÷èñëåíû ïåðåñòàíîâêè
â ïåðâîé ñòðîêå � âèäà a1 < a2 > a3 < a4;
âî âòîðîé ñòðîêå � âèäà a1 < a2 < a3 > a4;
â òðåòüåé ñòðîêå � âèäà a1 > a2 < a3 < a4.

Ñëåäîâàòåëüíî, E(4, 2) = 11.

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû íà÷àëüíûå äâóõïàðìåòðè÷å-
ñêèå ÷èñëà Ýéëåðà E(n, k).
Ïðè n > 0 ìîæåò áûòü ñàìîå áîëüøåå n − 1 ó÷àñò-
êîâ ïîäúåìà, òàê ÷òî E(n, n) = 0 íà äèàãîíàëè ýòîãî
òðåóãîëüíèêà.
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n�k 0 1 2 3 4 5 6 7

0 1 0
1 1 0
2 1 1 0
3 1 4 1 0
4 1 11 11 1 0
5 1 26 66 26 1 0
6 1 57 302 302 57 1 0
7 1 120 119 2 416 1 191 1 20 1 0

Òðåóãîëüíèê Ýéëåðà, ïîäîáíî òðåóãîëüíèêó Ïàñêà-
ëÿ, ñèììåòðè÷åí ñëåâà íàïðàâî:

E(n, k) = E(n, n− k − 1) , n > 0.

Ïåðåñòàíîâêà a1, . . . , an ñîäåðæèò (n − 1 − k) ó÷àñò-
êîâ ïîäúåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ �îòðàæåíèå�
an, . . . , a1 ñîäåðæèò k òàêèõ ó÷àñòêîâ.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàþò

E(0, k) = 0 , k < 0.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 6.8.

E(n, k) = (k+1)E(n−1, k)+(n−k)E(n−1, k−1), n > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäàÿ ïåðåñòàíîâêà
π = (a1, . . . , an−1) ìíîæåñòâà [n − 1] ïðèâîäèò ê
n ïåðåñòàíîâêàì ìíîæåñòâà [n], åñëè âñòàâëÿòü íîâûé
(âûäåëåííûé) ýëåìåíò n âî âñå âîçìîæíûå ìåñòà.

Ïðè âñòàâêå n íà j-e ìåñòî ïîëó÷àåì ïîäñòàíîâêó
(a1, . . . , aj−1, n, aj, . . . , an) è ÷èñëî ó÷àñòêîâ ïîäúåìà
óâåëè÷èòñÿ íà 1, åñëè aj−1 > aj èëè j = n ((n− 2)−



212 Ãëàâà 6. Êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû

(k−1)+1 âàðèàíòîâ) è îñòàíåòñÿ áåç èçìåíåíèé, èíà÷å
(k âàðèàíòîâ).

Ïîýòîìó íîâàÿ ïåðåñòàíîâêà ñ k ó÷àñòêàìè ïîäú-
åìà ïîëó÷àåòñÿ

• (k+ 1)E(n− 1, k) ñïîñîáàìè èç ïåðåñòàíîâîê π,
êîòîðûå ñîäåðæàò k ó÷àñòêîâ ïîäúåìà,

+
• (n−k)E(n−1, k−1) ñïîñîáàìè èç ïåðåñòàíîâîê

π, êîòîðûå ñîäåðæàò k − 1 ó÷àñòêîâ ïîäúåìà. �

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 6.9 (òîæäåñòâî Âîðïèöêîãî1).

xn =
∑
k

E(n, k)Cn
x+k, n > 0.

Òàê, x2 =C2
x + C2

x+1,

x3 =C3
x + 4C3

x+1 + C3
x+1,

x4 =C4
x + 11C4

x+1 + 11C4
x+2 + C4

x+3,

. . .

Äîêàçàòåëüñòâî � ïî èíäóêöèè.

×èñëà Áåðíóëëè. Ïîëîæèì

Sm(n) = 0m + 1m + . . .+ (n− 1)m =
n−1∑
k= 0

km.

ßêîá Áåðíóëëè çàìåòèë, ÷òî

S0(n) =n ,

1 Âïåðâûå äàííàÿ ôîðìóëà óïîìèíàåòñÿ â êíèãå Ëè Ñÿíü-Ëÿíÿ, îïóáëè-
êîâàííîé â Êèòàå â 1867 ã.
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S1(n) =
1

2
n2 − 1

2
n ,

S2(n) =
1

3
n3 − 1

2
n2 +

1

6
n ,

S3(n) =
1

4
n4 − 1

2
n3 +

1

4
n2 ,

S4(n) =
1

5
n5 − 1

2
n4 +

1

3
n3 +

1

30
n ,

S5(n) =
1

6
n6 − 1

2
n5 +

5

12
n3 − 1

12
n2 ,

S6(n) =
1

7
n7 − 1

2
n6 +

1

2
n5 − 1

6
n3 +

1

42
n ,

S7(n) =
1

8
n8 − 1

2
n7 +

7

12
n6 − 7

24
n4 +

1

12
n2 ,

S8(n) =
1

9
n9 − 1

2
n8 +

2

3
n7 − 7

15
n5 +

2

9
n3 +

1

30
n .

Ìû âèäèì çàêîíîìåðíîñòü: â ôîðìóëå äëÿ Sm(n)

êîýôôèöèåíò ïðè âñåãäà ðàâåí

nm+1 1/(m+ 1 )
nm 1/2
nm−1 m/12
nm−2 0
nm−3 −m(m− 1)(m− 2)/720
nm−4 0

À åñëè ýòó çàêîíîìåðíîñòü ïðîäîëæèòü, òî êîýô-
ôèöèåíò ïðè nm−k âñåãäà áóäåò èìåòü âèä íåêîòîðîé
êîíñòàíòû, óìíîæåííîé íà mk.

Èìåííî ýòî è îáíàðóæèë (íî íå îñòàâèë äîêàçàòåëü-
ñòâà) Áåðíóëëè. Â ñîâðåìåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ åãî ôîð-
ìóëà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
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::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 6.10.

Sm(n) =
1

m+ 1

(
B0n

m+1 + C1
m+1B1n

m + . . .

. . .+ Cm
m+1Bmn ) =

=
1

m+ 1

m∑
k=0

Ck
m+1Bkn

m+1−k.

B0, B1, B2, . . . � ÷èñëà Áåðíóëëè.

Äîêàçàòåëüñòîâî � ïî èíäóêöèè.

Îïðåäåëåíèå 6.8. ×èñëà Áåðíóëëè � ÷èñëà {Bn}n>0,
îïðåäåëÿåìûå ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

B0 = 1 ,
n−1∑
j=0

Cj
nBj = 0 , n > 2.

Äîêàçàòåëüñòîâî ïî èíäóêöèè.

Òàê, C0
2B0 + C1

2B1 = 0, îòêóäà B1 = −1
2 .

Íåñêîëüêî ïåðâûõ ýòèõ âåëè÷èí:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Bn 1 − 1
2

1
6 0 − 1

30 0 1
43 0 − 1

30 0 5
66 0

6.4 Îáùàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ñõåìà

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ âûáîðà

Ìóëüòèìíîæåñòâî � îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ìíîæå-
ñòâà, äîïóñêàþùåå íàëè÷èå íåñêîëüêèõ ýêçåìïëÿðîâ
îäíîãî è òîãî æå ýëåìåíòà.
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Ïðèìåðû 6.1. � Ìóëüòèìíîæåñòâî ïðîñòûõ ìíîæè-
òåëåé öåëîãî ÷èñëà.
Íàïðèìåð, ðàçëîæåíèå ÷èñëà 120 íà ïðîñòûå
ìíîæèòåëè èìååò âèä: 120 = 23 · 31 · 51, ïîýòî-
ìó åãî ìóëüòèìíîæåñòâî ïðîñòûõ äåëèòåëåé åñòü
{ 2, 2, 2, 3, 5 } èëè { 3 ∗ 2, 1 ∗ 3, 1 ∗ 5 }.

� Ìóëüòèìíîæåñòâî êîðíåé àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ.
Íàïðèìåð, óðàâíåíèå x3− 5x2 + 8x− 4 = 0 èìååò
êîðíè { 1, 2, 2 } èëè { 1, 2 ∗ 2 }.

Åñëè èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýêçåìïëÿðîâ:
{ ∗a, ∗b, 5 ∗ c } � n-ýëåìåíòíîå ìóëüòèìíîæåñòâî.

Ïóñòü èìååòñÿ n-ýëåìåíòíîå ìóëüòèìíîæåñòâî
{ ∗a1, . . . , ∗an }, èç êîòîðîãî áåð¼òñÿ âûáîðêà îáú¼ìà
m. Òîãäà ÏÔ òàêîãî âûáîðà:

F (x1, . . . , xn) =
n∏
i=1

∑
j

αijx
j
i =

=
∑

m1+...+mn=m

um1, ...,mn
xm1

1 . . . xmn
n ,

ãäå

αij =

 1, åñëè ìîæåò áûòü âûáðàíî
j ýêçåìïëÿðîâ i-ãî îáúåêòà

0, èíà÷å.
,

mi � ÷èñëî âûáðàííûõ i-õ ýëåìåíòîâ,
um1, ...,mn

� ÷èñëî ñîîòâåòñòâóþùèõ âûáîðîê.

Åñëè âûáîð ýëåìåíòà i1 ýêâèâàëåíòåí r âûáîðàì
ýëåìåíòà i2, òî ÷èñëî ïåðåìåííûõ ñîêðàùàþò, ïîëàãàÿ
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xi1 = xri2. Êîãäà âñå ïåðåìåííûå ìîãóò áûòü âûðàæåíû
÷åðåç îäíî íèõ, áóäåì èìåòü

F (x) =
∑
m>0

umx
m.

×èñëà Áåëëà, Ñòèðëèíãà, Êàòàëàíà è äð. ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè äàííîé ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè.

Ïðèìåðû 6.2. 1. Ïóñòü X � îáû÷íîå (íå
ìóëüòè) ìíîæåñòâî. Òîãäà êàæäûé ýëåìåíò ìî-
æåò áûòü ëèáî âûáðàí, ëèáî íå âûáðàí, ò.å.
αi0 = αi1 = 1, αi2 = αi3 = . . . = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî

F (x) = (1 + x1)(1 + x2) . . . (1 + xn) .

Åñëè íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî îáú¼ì âûáîðêè m, òî ïî-
ëàãàåì x1 = . . . = xn = x è

F (x) = (1 + x)n =
n∑

m=0

Cm
n x

m,

ò.å. òàêèõ âûáîðîê Cm
n (ýòî ìû è òàê çíàëè).

2. Ïóñòü X = { 2 ∗ a1, 3 ∗ a2, a3, 4 ∗ a4 }.
Íàéä¼ì ÷èñëî 5-ýëåìåíòíûõ âûáîðîê èç X.

Ïóñòü um � ÷èñëî m-ýëåìåíòíûõ âûáîðîê èç X.
Ïî îáùåé êîìáèíàòîðíîé ñõåìå ÏÔ òàêèõ âûáîðîê �

10∑
m=0

umx
m =

= (1+x+x2)(1+x+x2+x3)(1+x)(1+x+x2+x3+x4) =
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= 1+4x+9x2 +15x3 +20x4 +22x5 +20x6 +15x7 +9x8+

4x9 + x10, è u5 = 22.

3. Äàíî ìóëüòèìíîæåñòâî èç n ýëåìåíòîâ, èç êîòî-
ðîãî áåð¼òñÿ âûáîðêà îáú¼ìà m, ïðè÷¼ì êàæäûé ýëå-
ìåíò ì/á âûáðàí íå áîëåå r ðàç, òîãäà

F (x) = (1 + x+ . . .+ xr)n =
nr∑
m=0

umx
m.

4. Åñëè ÷èñëî âûáîðîâ ýëåìåíòîâ íåîãðàíè÷åíî, òî

F (x) =
(

1 + x+ x2 + . . .
)n

=
1

(1− x)n
.

Ðàçëàãàåì äàííóþ ôóíêöèþ â ðÿä, ôîðìàëüíî ðàñ-
ñìàòðèâàÿ áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû ïðè îòðèöà-
òåëüíûõ ïàðàìåòðàõ:

1

(1− x)n
= (1−x)−n =

∑
m>0

(−1)m
(
−n
m

)
xm =

∑
m>0

umx
m.

Èòîãî èìååì

um = (−1)m
(
−n
m

)
def
=

((
n

m

))
=

= (−1)m
(−n)(−n− 1) . . . (−n−m+ 1)

m!
=

=
(n+m− 1)(n+m) . . . n

m!
=

(
n+m− 1

m

)
=

= Cm
n+m−1 = C

m
n .
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Ïóñòü, íàïðèìåð, n = 3; A = { ∗a, ∗b, ∗c } è
m = 2.
Åñëè áû ýòî áûëî îáû÷íîå ìíîæåñòâî, òî ÷èñëî âûáî-
ðîê � (

n

m

)
=

(
3

2

)
= 3 : (a, b), (a, c), (b, c).

Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ìóëüòìíîæåñòâî, òî äîáàâëÿþò-
ñÿ (a, a), (b, b), (c, c):((

n

m

))
=

((
3

2

))
=

(
4

2

)
= 6.

C
m
n åñòü òàêæå è ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

x1 + x2 + . . .+ xn = m

â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ (ïîðÿäîê ñëàãàåìûõ
ñóùåñòâåíåí).

Ïðåäñòàâëÿåì ÷èñëî m â âèäå íàáîðà k îäèíàêî-
âûõ øàðèêîâ, ëåæàùèõ íà ïðÿìîé, è êàæäîìó ðàçëî-
æåíèþ ÷èñëà m ñîïîñòàâèì ðàññòàíîâêó íà n− 1 ïà-
ëî÷êè ìåæäó øàðèêàìè. xi = ÷èñëî øàðèêîâ ìåæäó
ïàëî÷êàìè ñ íîìåðàìè i è i−1. Âìåñòå ïàëî÷êè è øà-
ðèêè ñîñòàâëÿþò n+m−1 ïðåäìåò, à íàçíà÷èòü n−1
ïàëî÷åê ìîæíî Cn−1

n+m−1 = Cm
n+m−1 ñïîñîáàìè.

Áûëî: ÷èñëî ðàñïðåäåëåíèé n íåðàçëè÷èìûõ øàðîâ
ïî k ðàçëè÷èìûì óðíàì, êîãäà íåêîòîðûå óðíû ìîãóò
îñòàòüñÿ ïóñòûìè � w = Ck−1

n+k−1 = Cn
n+k−1.

5. Â òîì æå ìóëüòèìíîæåñòâå èç n ýëåìåíòîâ áå-
ð¼òñÿ âûáîðêà îáú¼ìà m, ïðè÷¼ì êàæäûé ýëåìåíò ä/á
âûáðàí õîòÿ áû 1 ðàç (ò.å. m > n > 1).
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ÏÔ èñêîìûõ âûáîðîê åñòü

F (x) =
∑
m>0

umx
m = ( x+ x2 + . . . )n =

=
(
x( 1 + x+ x2 + . . . )

)n
= xn( 1 + x+ x2 + . . . )n =

= xn
∑
m>0

((
n

m

))
xm =

∑
m>0

((
n

m

))
xm+n.

Çàìåíÿÿ m 7→ m− n, ïîëó÷àåì

F (x) =
∑
m>n

((
n

m− n

))
xm =

∑
m>n

(
m− 1

m− n

)
xm.

Çàäà÷à (î ðàçìåíå ìîíåò). Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæ-
íî ðàçìåíÿòü 1 ðóá. ìîíåòàìè äîñòîèíñòâàìè 1, 5, 10
è 50 êîï.?
Ðåøåíèå. Ñòðîèì ÏÔ:

F (x) =
∑
k>0

ukx
k = (1+x1+x

2
1+. . .)·. . .·(1+x4+x

2
4+. . .).

Ó÷èòûâàåì äîñòîèíñòâà ìîíåò: x1 = x, x2 = x5,
x3 = x10, x4 = x50. Ïîýòîìó

F (x) =
1

1− x
· 1

1− x5
· 1

1− x10
· 1

1− x50
.

Ðàçëîæåíèå â ðÿä ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ òåõíè÷åñêè
î÷åíü ãðîìîçäêî. Íàì æå íóæíî ëèøü çíà÷åíèå u100.

Ïîýòîìó ìîæíî äåéñòâîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Èìååì

u0 =u1 = u1 = u1 = u4 = 1,
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u5 =u6 = u7 = u8 = u9 = 2, u10 = 4 .

10 êîï. = 10 · 1 êîï. = 5 êîï.+5 · 1 êîï. = 2 · 5 êîï.
� èòîãî 4 ñïîñîáà.

Ïîëîæèì

A(x) =
1

1− x
· 1

1− x5
· 1

1− x10
= a0 + a1x+ a2x

2 + . . . ,

B(x) =
1

1− x
· 1

1− x5
= b0 + b1x+ b2x

2 + . . . ,

ïðè÷¼ì b0 = b1 = . . . = b4 = 1 (ïðåäñòàâëåíèå 0, 1,
2, 3 è 4 êîïååê) è, êðîìå òîãî,

1

1− x
= 1 + x+ x2 . . . .

Èìååì

A(x) = (1− x50) · F (x) ;

B(x) = (1− x10) · A(x) ;

1

1− x
= (1− x5) ·B(x).

Îòñþäà  ak = uk − uk−50 , ïðè k > 50 ,
bk = ak − ak−10 , ïðè k > 10 ,
1 = bk − bk−5 , ïðè k > 5 .

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ � bk =

⌊
k

5

⌋
+ 1 , k > 0

èëè

B(x) : ( 1, 1, 1, 1, 1︸ ︷︷ ︸
5øò.

, 2, 2, 2, 2, 2︸ ︷︷ ︸
5øò.

, 3, 3, 3, 3, 3︸ ︷︷ ︸
5øò.

, . . . ).
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Òàêèì îáðàçîì,{
uk = ak + uk−50 , k > 50 ,
ak = bk + ak−10 , k > 10 .

Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà � u100 = a100 + a50 + u0 è äàëåå:

a100 = b100 + b90 + . . .+ b60 + b50 + . . .+ b10 + a0

a50 = b50 + b40 + . . .+ b10 + a0 .

Ïîñêîëüêó u0 = a0 = 1, èìååì

u100 = b100 + b90 + b80 + b70 + b60+

+ 2 · (b50 + b40 + b30 + b20 + b10 + 1) + 1 =

= 21+19+17+15+13+2 ·(11+9+7+5+3+1)+1 =

= 85 + 2 · 36 + 1 = 86 + 72 = 158.

Çàìå÷àíèå. Â îáùåì ñëó÷àå, ÷èñëî ïðåäñòàâëåíèé ñóì-
ìû â k åäèíèö ìîíåòàìè ïî r1, . . . , rm åäèíèö ðàâíî
êîýôôèöèåíòó uk â ðàçëîæåíèè ïî x ÏÔ

F (x) =
1

1− xr1
· . . . · 1

1− xrm
.

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ÏÔ

F (x) =
1

1− x
· 1

1− x2
· 1

1− x3
· . . . .

Êîýôôèöèåíò un = p(n) ðàçëîæåíèÿ ýòîé ÏÔ â ðÿä ïî
x íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ðàçáèåíèé n � ýòî ÷èñëî ïðåä-
ñòàâëåíèé n â âèäå ñóììû ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ñëà-
ãàåìûõ áåç ó÷¼òà ïîðÿäêà.
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Äëÿ p(n) íåèçâåñòíî âûðàæåíèå â çàìêíóòîì âèäå.
Äëÿ ïåðâûõ çíà÷åíèé n èìååì

p(1) = 1, p(2) = 2, p(3) = 3, p(4) = 5,

p(6) = 11, p(7) = 15 .

Íàïðèìåð,

4 = 4 · 1 = 3 + 1 = 2 + 2 = 2 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1.

Ñ. Ðàìàíóäæàí ïîêàçàë, ÷òî

p(5n+ 4) ≡5 0 , p(7n+ 5) ≡7 0 , p(11n+ 6) ≡11 0 .

p(n) ∼ Ane
π
(√

2
3(n−

1
24)
)

ãäå An =
1

2π
√

2

(
π√

6
(
n− 1

24

) − 1

2
(
n− 1

24

)3/2

)
p(200) = 3 972 999 029 388� òî÷íîå çíà÷åíèå

Ñðèíèâàñà Ðàìàíóäæàí

Àéåíãîð

(àíãë. Srinivasa Ramanujan Iyengar,
1887�1920)

� ìàòåìàòè÷åñêèé ãåíèé Èíäèè.
Ó íåãî òàìèëüñêîå èìÿ áåç

ôàìèëèè: Ðàìàíóäæ�àí � èìÿ,
Ñðèíèâ�àñà � îò÷åñòâî, Àéåíã�îð � êàñòà.

Íå èìåÿ ñïåöèàëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ,
äîêàçàë ñïðàâåäëèâîñòü îêîëî 120 ðàíåå íåèçâåñòíûõ

òåîðåòèêî-÷èñëîâûõ ôîðìóë.
Åãî ðåçóëüòàòû ïîðîæäåíû íåïîâòîðèìîé

ìàòåìàòè÷åñêîé ôàíòàçèåé è ôàíòàñòè÷åñêîé
èíòóèöèåé.
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Äîêàçàíî Ðàìàíóäæàíîì

π =
9801

2
√

2
∞∑
k=0

(
(4k)!
(k!)4 ·

1103+26390k
(4·99)4k

) .
Óæå ïðè k = 100 äîñòèãàåòñÿ îãðîìíàÿ òî÷íîñòü �
600 âåðíûõ çíà÷àùèõ öèôð!√

1 + 2

√
1 + 3

√
1 + 4

√
1 + . . . = 3.

x3 + y3 + z3 = w3, ãäå

x = 3a2 + 5ab− 5b2, z = 4a2 − 4ab+ 6b2,

y = 5a2 − 5ab− 3b2, w = 6a2 − 4ab+ 4b2.

Ñàì Ðàìàíóäæàí ãîâîðèë, ÷òî ôîðìóëû åìó âî ñíå
âíóøàåò áîãèíÿ Íàìàãèðè Òõàéÿð.

6.5 Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à 6.1. Ïîêàçàòü, ÷òî S(n, n− 1) = C2
n.

Ðåøåíèå. Èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ÷èñåë
Ñòèðëèíãà II ðîäà:

S(n, n−1) = (n−1)S(n− 1, n− 1)︸ ︷︷ ︸
= 1

+S(n−1, n−2) = . . .

. . . = (n− 1) + (n− 2) + . . .+ 1 =
n(n− 1)

2
= C2

n.
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Çàäà÷à 6.2. Ïîêàçàòü, ÷òî S(n, n− 2) = 3C4
n + C3

n.

Ðåøåíèå. Ïîëåçíàÿ ôîðìóëà ñóììèðîâàíèÿ áèíîìè-
àëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïî íèæíåìó èíäåêñó:

n∑
k=0

Cm
k = Cm+1

n+1 .

Èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ÷èñåë Ñòèðëèí-
ãà II ðîäà ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì (ïîä÷¼ðêíóò èòå-
ðàòèâíûé ÷ëåí):

S(n, n−2) = (n−2)S(n−1, n−2)+S(n− 1, n− 3) =

= (n−2)C2
n−1+(n−3)S(n−2, n−3)+S(n−2, n−4) =

= (n− 2)C2
n−1 + (n− 3)C2

n−2 + S(n− 2, n− 4) = . . .

=
n−2∑
i=1

C2
n−i(n−i−1) =

n−2∑
i=1

C2
n−i(n−i−2)+

n−2∑
i=1

C2
n−i .

Èìååì äàëåå

C2
n−i(n− i− 2) =

(n− i)!(n− i− 2)

2!(n− i− 2)!
=

=
3!

2!
· (n− i)!

3!(n− i− 3)!
= 3 · C3

n−i

Çàòåì
n−2∑
i=1

C3
n−i =

n−1∑
i=2

C3
i =

n−1∑
i=0

C3
i = C4

n

� âòîðîå ðàâåíñòâî ïîëó÷åíî ïî Ck
n = 0 ïðè n < k,

ïîñëåäíåå � ïî ôîðìóëå ñóììèðîâàíèÿ ïî íèæíåìó èí-
äåêñó.
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Àíàëîãè÷íî
n−2∑
i=1

C2
n−i =

n−1∑
i=2

C2
i = C3

n è ïîëó÷àåì

òðåáóåìîå.

Çàäà÷à 6.3. Íàéòè ÿâíûé âèä îáùåãî ÷ëåíà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè u0 = 1, u1, u2, . . ., óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëî-
âèÿì k∑

j=0

ujuk−j = 1, k ∈ N. (∗)

Ðåøåíèå. Íàïîìèíàíèå:

A =
∑
i>0

ai , B =
∑
i>0

bi , A ·B = C =
∑
k>0

ck,

ck =
k∑
j=0

ajbk−j � ñâ¼ðòêà êîýôôèöèåíòîâ ai è bi .

Òåïåðü ÿñíî, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü (∗) åñòü êîýôôèöèåíò ïðè
x â

(∑
k>0 ukx

k
)2
.

Ïîëîæèì F (x) =
∑
k>0

ukx
k. Òîãäà ïî (∗)

F 2(x) = 1 + x+ x2 + . . . =
1

1− x
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

F (x) = (1− x)−1/2 =
∑
k>0

(
−1/2

k

)
(−1)kxk .

Íàõîäèì uk:

uk = (−1)k
(
−1/2

k

)
=
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= (−1)k
(
−1

2

) (
−3

2

) (
−5

2

)
. . .
(
−2k−1

2

)
k!

=

=
1 · 3 · 5 · . . . · (2k − 1)

2kk!
=

(2k − 1)!!

2kk!
.

Çàäà÷à 6.4. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{

2k + 3k
}
k>0

íàéòè îáû÷íóþ è ýêñïîíåíöèàëüíóþ ÏÔ.

Ðåøåíèå.

� Îáû÷íàÿ ÏÔ:

F (x) =
∑
k>0

ukx
k =

∑
k>0

2kxk +
∑
k>0

3kxk =

=
1

1− 2x
+

1

1− 3x
=

2− 5x

1− 5x+ 6x2
.

� Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ÏÔ:

F (x) =
∑
k>0

uk
xk

k!
=
∑
k>0

2kxk

k!
+
∑
k>0

3kxk

k!
= e2x + e3x.

Çàäà÷à 6.5. Ñ ïîìîùüþ ÏÔ äîêàçàòü òîæäåñòâî

Cn
2n =

n∑
k=0

(
Ck
n

)2
.

Ðåøåíèå.

(1 + x)2n = (1 + x)n(1 + x)n ⇔



6.5. 517 ãð. 227

⇔
2n∑
i=0

C i
2nx

i =

(
n∑
k=0

Ck
nx

k

)(
n∑

m=0

Cm
n x

m

)
.

Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè xn, ïîëó÷èì

Cn
2n =

n∑
k=0

Ck
nC

n−k
n =

n∑
k=0

(
Ck
n

)2
.

Çàäà÷à 6.6. Íàéòè ÏÔ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷¼ò-
íûõ è íå÷¼òíûõ íîìåðîâ ÷èñåë Ôèááîíà÷è.

Ðåøåíèå. Ïóñòü F (x) � ÏÔ äëÿ (u0, u1, u2, u3 . . .).
Òîãäà F (−x) � ÏÔ äëÿ (u0, −u1, u2, −u3 . . .).

Èìååì
F (x) + F (−x)

2
� ÏÔ äëÿ (u0, 0, u2, 0 . . .).

Îòñþäà
F (y) + F (−y)

2

∣∣∣∣∣
y2=x

� ÏÔ äëÿ (u0, u2, u4, . . .)

è
F (y)− F (−y)

2y

∣∣∣∣∣
y2=x

� ÏÔ äëÿ (u1, u3, u5, . . .).

ÏÔ äëÿ ÷èñåë Ôèááîíà÷è: F (x) =
1

1− x− x2
.

Èìååì

1

2

(
1

1− x− x2
+

1

1 + x− x2

)
=

1− x2

1− 3x2 + x4
.

F (x)÷¼òí =
1− x

1− 3x+ x2
.



228 Ãëàâà 6. Êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû

1

2x

(
1

1− x− x2
− 1

1 + x− x2

)
=

6 x
6 x · (1− 3x2 + x4)

.

F (x)íå÷¼òí =
1

1− 3x+ x2
.

Çàäà÷à 6.7. Âûâåñòè ôîðìóëó äëÿ îïðåäåëèòåëÿ 4n

òð¼õäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû n-ãî ïîðÿäêà
3 2 0 0 . . . 0
1 3 2 0 . . . 0
0 1 3 2 . . . 0
0 0 1 3 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 1 3


ìåòîäàìè ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé è ëèíåéíûõ ðå-
êóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé; ñ÷èòàåì, ÷òî
40 = 1.

Ðåøåíèå. 1 � ìåòîäîì ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé
Èìååì 41 = 3 è 4n+1 = 34n − 24n−1 äëÿ n > 1.

Íàéä¼ì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ

F (x) =
∑
n>0

unx
n = 1 + 3x+

∑
n>2

unx
n =

= 1 + 3x+
∑
n>2

(3un−1 − 2un−2)x
n =

= 1 + 3x+ 3x
∑
n>2

un−1x
n−1 − 2x2

∑
n>2

un−2x
n−2 =

= 1 + 3x+ 3x(F (x)− 1)− 2x2F (x) =
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= 1 + 3xF (x)− 2x2F (x) ⇒

⇒ F (x)(1−3x+2x2) = 1 ⇒ F (x) =
1

1− 3x+ 2x2
.

1− 3x+ 2x2 = (1− ax)(1− bx) = 1− (a+ b)x+ abx2 .{
a+ b = 3 ,
ab = 2 ,

⇒ a = 1 , b = 2 .

1

(1− x)(1− 2x)
=

A

1− x
+

B

1− 2x
⇒

⇒ A− 2Ax+B −Bx = 1 ⇒

⇒
{
A+B = 1 ,
2A+B = 0 ,

⇒ A = −1 , B = 2 .

F (x) =
∑
n>0

unx
n =

−1

1− x
+

2

1− 2x
=

=
∑
n>0

(−1)xn +
∑
n>0

2(2n)xn =

=
∑
n>0

(2n+1 − 1)xn ⇒ 4n = 2n+1 − 1 .

2 � ìåòîäîì ë.ð.ñ.

Ñîîòíîøåíèå: 4n+2 − 34n+1 + 24n = 0.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:
P (x) = x2 − 3x+ 2 = 0 ⇒ x1 = 1, x2 = 2.

Îáùåå ðåøåíèå: un = β1 + β2 · 2n.
Èñïîëüçóÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ �{

β1 + β2 = 1
β1 + 2β2 = 3

⇒
{
β2 = 2
β1 = −1

.
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Ðåøåíèå: un = 2n+1 − 1.

Çàäà÷à 6.8. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçìåíÿòü
ìîíåòó 20 êîï. ìîíåòàìè ïî 1, 2, 3 è 5 êîï.?

Ðåøåíèå. Ñòðîèì ÏÔ ïî îáùåé êîìáèíàòîðíîé ñõåìå.

F (x1, . . . x5) = ( 1 +x1 +x2
1 + . . . ) · ( 1 +x2 +x2

2 + . . . )·
( 1 + x3 + x2

3 + . . . ) · ( 1 + x4 + x2
4 + . . . ) =

(çàìåíà: x1 7→ x , x2 7→ x2 , x3 7→ x3 , x4 7→ x5)

= ( 1 + x+ x2 + . . . ) · ( 1 + x2 + x4 + . . . )·
( 1 + x3 + x6 + . . . ) · ( 1 + x5 + x10 + . . . ) =

=
1

1− x
· 1

1− x2
· 1

1− x3
· 1

1− x5
=
∑
k>0

ukx
k ;

uk � ÷èñëî ðàçìåíîâ k êîïååê.

Îáîçíà÷èì

A(x) =
1

1− x
· 1

1− x2
· 1

1− x3
=
∑
k>0

akx
k ,

a0 = a1 = 1; a2 = 2 ;

B(x) =
1

1− x
· 1

1− x2
=
∑
k>0

bkx
k , b0 = b1 = 1 ;

C(x) =
1

1− x
= 1 + x+ x2 + . . . .

Íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëÿåòñÿ

u0 = u1 = 1; u2 = 2, u3 = 3; u4 = 4, u5 = 6.
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Èìååì

A(x) =
∑
k>0

akx
k = (1− x5) =

∑
k>0

ukx
k ⇒

⇒ uk − uk−5 = ak , k > 5.

Àíàëîãè÷íî{
ak − ak−3 = bk , k > 3 ,
bk − bk−2 = 1 , k > 2 .

Èëè  uk = ak + uk−5 , k > 5 ,
ak = bk + ak−3 , k > 3 ,
bk = 1 + bk−2 , k > 2 .

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ

B(x) : (1, 1, 2, 2, 3, 3, . . .) , èëè bk =

⌊
k

2

⌋
+ 1.

Ðàñêðûâàåì

u20 = u15 + a20 = a20 + a15 + u10 = a20 + a15 + a10 + u5.

a20 = b20 + b17 + b14 + b11 + b8 + b5 + a2 = 44,

a15 = b15 + b12 + b9 + b6 + b3 + a0 = 27,

a10 = b10 + b7 + b4 + a1 = 14.

Îêîí÷àòåëüíî, u20 = 44 + 27 + 14 + 6 = 91.

Çàäà÷à 6.9. Íàéòè àñèìïòîòèêó (ñêîðîñòü ðîñòà) ÷è-
ñåë Êàòàëàíà tk ïðè k →∞.
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Ðåøåíèå. Èìååì

tk =
1

k + 1

(
2k

k

)
=

1

k + 1
· (2k)!

k!k!
,

è èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ñòèðëèíãà n! ∼
√

2πn · (n/e)n �

tk ≈
4k

k
√
πk
.
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Ãëàâà 7

Ñëó÷àéíûå ãðàôû

7.1 Äèñêðåòíàÿ âåðîÿòíîñòü

Îáîçíà÷åíèÿ

bxc � ïîë: arg max
n∈N0
{n 6 x }, 0 6 x;

dxe � ïîòîëîê: arg min
n∈N0
{x 6 n }, 0 6 x;

Kn � ïîëíûé ãðàô íà n âåðøèíàõ;
Kk 6 Kn � ïîäãðàô Kk ãðàôà Kk, k 6 n.
Kp,q � ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô íà äâóõ ïîäìíîæå-

ñòâàõ âåðøèí (äîëÿõ) ïî p è q âåðøèí â êàæäîé äîëå
ñîîòâåòñòâåííî.

2M � áóëåàí ìíîæåñòâà M .
2n � êîíå÷íàÿ áóëåâà àëãåáðà ñ n àòîìàìè.

Ñëó÷àéíîå ñîáûòèå � ìîæåò ïðîèçîéòè èëè íå ïðî-
èçîéòè â ðåçóëüòàòå íåêîòîðîãî èñïûòàíèÿ (îïûòà).

P[A] � âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A.

P[A+B] = P[A] + P[B]− P[A ·B],

P

[∑
i

Ai

]
6
∑
i

P[A],

P[A ·B] = P[A] · P[B], åñëè ñîáûòèÿ íåçàâèñèìû,
= P[A] · P[B | A] = P[B] · P[A | B], èíà÷å.
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Åñëè ïðîâîäèòñÿ n èñïûòàíèé ïî ñõåìå Áåðíóëëè ñ
âåðîÿòíîñòüþ åäèíè÷íîãî óñïåõà p, òî âåðîÿòíîñòü P>1

íàáëþäàòü õîòÿ áû îäèí óñïåõ �

P>1 = 1− (1− p)n 6 np

Ñëó÷àéíîé íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ â ðåçóëü-
òàòå èñïûòàíèÿ ìîæåò ïðèíÿòü òî èëè èíîå âîçìîæíîå
çíà÷åíèå, íåèçâåñòíîå çàðàíåå, íî îáÿçàòåëüíî îäíî.
Èëè: ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (ñ.â.) � ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ
íà ìíîæåñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ñëó÷àéíîãî ýêñïå-
ðèìåíòà è ïåðåâîäÿùàÿ èõ â íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ÷è-
ñåë.
E[X] � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñ.â. X.
D[X] = E[X2]− (E[X])2 � äèñïåðñèÿ ñ.â. X.

Íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû X ñ êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæè-
äàíèåì E[X]:

P[X > ε] 6
E[X]

ε
.

Àñèìïòîòèêà ïðè n→∞.

O: f(n) = O(g(n)) ⇔
∣∣f(n)
g(n)

∣∣ 6 const
� îãðàíè÷åííîñòü ñâåðõó;

Ω: f(n) = Ω(g(n)) ⇔
∣∣f(n)
g(n)

∣∣ > const
� îãðàíè÷åííîñòü ñíèçó;

Θ: f(n) = Θ(g(n)) ⇔ � îãðàíè÷åííîñòü è ñâåðõó, è
ñíèçó;

o: f(n) = o(g(n)) ⇔ f(n)
g(n) → 0.
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Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà: îïðåäåëåíèå è

ïðèìåðû

Îïðåäåëåíèå 7.1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ äèñ-
êðåòíîé, åñëè ïðîñòðàíñòâî å¼ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ
(íîñèòåëü) Ω = {ω0, ω1, . . . } íå áîëåå, ÷åì ñ÷¼òíî.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü p0, p1, . . ., ãäå pk = P[ωk] > 0,
k = 0, 1, . . .,

∑
k pk = 1, íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì ðàñ-

ïðåäåëåíèåì èëè ôóíêöèåé âåðîÿòíîñòè.

Ïðèìåðû 7.1. � Ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè B(p, q):
Ω = { 0, 1 }, p0 = p, p1 = q.

� Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Bi(n, k): ðåçóëüòàò
n èñïûòàíèé ïî ñõåìå Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ
0 < p < 1 êàæäîå, q = 1− p, Ω = { 0, 1, . . . , n }:

1 = (p+ q)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
pkqn−k︸ ︷︷ ︸
pk

� âåðîÿòíîñòü íàáëþäåíèÿ k óñïåõîâ, 0 6 k 6 n.

� Îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå (ðàñïðåäåëåíèå Ïàñêàëÿ) NBi(k, p):
Ω = { 0, 1, . . . }, 0 < q < 1, p = 1− q:

1 =

(
1− q
1− q

)n
= (1− q)n · 1

(1− q)n
=

= (1−q)n·
∑
k>0

C
k
nq

k =
∑
k>0

(
n+ k − 1

n− 1

)
pn(1− p)k︸ ︷︷ ︸

pk
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� ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ðàâíîé êîëè÷åñòâó ïðîèçîøåäøèõ íåóäà÷ â ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè èñïûòàíèé Áåðíóëëè ñ âåðîÿò-
íîñòüþ óñïåõà p, ïðîâîäèìîé äî n-ãî óñïåõà.

� Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà Po(λ):
Ω = { 0, 1, . . . }, λ > 0.

1 = e−λeλ = e−λ
(

1 + λ+
λ2

2!
+ . . .

)
=
∑
k>0

λke−λ

k!︸ ︷︷ ︸
pk

Âåðîÿòíîñòü P[A] ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ A ⊆ Ω åñòü∑
ω∈A

p(ω).

Êëàññè÷åñêèé ñïîñîá çàäàíèÿ âåðîÿòíîñòåé: êîëè÷å-
ñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ êîíå÷íî è âñå îíè èìåþò
îäèíàêîâóþ âåðîÿòíîñòü. Òîãäà âåðîÿòíîñòü ëþáîãî ñî-
áûòèÿ ïðè êîíå÷íîì |Ω| îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå
åãî ìîùíîñòè.

Ïðèìåð 7.1. Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå
HGe(k;N,D, n): èìååòñÿ ìíîæåñòâî èç N îáúåêòîâ,
èç êîòîðûõ D äåôåêòíûõ; åñëè èç äàííîãî ìíîæåñòâà
äåëàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ n-âûáîðêà, òî êàêîâà âåðîÿòíîñòü,
÷òî â íåé îêàæåòñÿ ðîâíî d äåôåêòíûõ îáúåêòîâ?

N−D︷ ︸︸ ︷◦ ◦ . . . ◦
D︷ ︸︸ ︷• • . . . • N 0 6 D 6 N

◦ . . . ◦︸ ︷︷ ︸
n−d

• . . . •︸ ︷︷ ︸
d

n 0 6 d 6 n 6 N

pd =
Cn−d
N−D · Cd

D

Cn
N

.
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7.2 Ïîíÿòèå î âåðîÿòíîñòíîì ìåòîäå

Âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä, ïðåäëîæåííûé Ï.Ýðä¼øåì
â ñåðåäèíå XX â., ñòàë ìîùíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ðå-
øåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè.

Èäåÿ ìåòîäà î÷åíü ïðîñòà:
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ îáúåêòà ñ äàííû-
ìè ñâîéñòâàìè îïðåäåëÿþò ïîäõîäÿùåå âåðîÿòíîñò-
íîå ïðîñòðàíñòâî îáúåêòîâ, à çàòåì ïîêàçûâàþò, ÷òî
ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå îáúåêòà âåðîÿòíîñòü íàëè÷èÿ
ó íåãî èíòåðåñóþùèõ ñâîéñòâ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà.

Ãðóáî ãîâîðÿ, ýòîò ìåòîä ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: ïûòàÿñü äîêàçàòü, ÷òî ñòðóêòóðà ñ íåêîòîðûìè
èñêîìûìè ñâîéñòâàìè ñóùåñòâóåò, ìû îïðåäåëÿåì ïîä-
õîäÿùåå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñòðóêòóð, à çàòåì
ïîêàçûâàåì, ÷òî èñêîìûå ñâîéñòâà âûïîëíÿþòñÿ äëÿ
ñëó÷àéíî âûáðàííîãî ýëåìåíòà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ñ
ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâà â ìàòåìàòèêå:

� â êîíñòðóêòèâíûõ äîêàçàòåëüñòâàõ ïðîâîäèòñÿ
ïðåäúÿâëåíèå òðåáóåìîãî îáúåêòà èëè àëãîðèòì
åãî ïîñòðîåíèÿ;

� â ýêçèñòåíöèàëüíûõ äîêàçàòåëüñòâàõ äîêàçûâà-
åòñÿ, ëèøü ÷òî îáúåêò ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó ÿâ-
ëÿåòñÿ ýëåìåíòîì íåêîòîðîãî íåïóñòîãî ìíîæå-
ñòâà.
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Ïàë Ýðä¼ø (âåíã. Erd�os P�al, 1913�1996)
� âåíãåðñêèé ¾ñòðàíñòâóþùèé

ìàòåìàòèê¿.
Êîëè÷åñòâî íàïèñàííûõ èì íàó÷íûõ

ñòàòåé, òàê æå êàê è ÷èñëî åãî
ñîàâòîðîâ íå èìååò àíàëîãîâ

ñðåäè ñîâðåìåííûõ ìàòåìàòèêîâ.

×èñëà Ðàìñåÿ

Îïðåäåëåíèå 7.2. ×èñëî Ðàìñåÿ R(k, l) åñòü íàèìåíü-
øåå öåëîå n, òàêîå, ÷òî ïðè ëþáîé ðàñêðàñêå ðåá¼ð Kn

â ñèíèé è êðàñíûé öâåòà ñóùåñòâóåò ëèáî êðàñíàÿ êëè-
êà Kk, ëèáî ñèíÿÿ êëèêà Kl.

Ðàìñåé ïîêàçàë, ÷òî ÷èñëî R(k, l) êîíå÷íî äëÿ ëþ-
áûõ k è l. R(3,3)

Ãèïîòåçà: R(3, 3)
?
= 5.

Ò.å. ìîæíî ëè ð¼áðà ïîëíîãî
5-âåðøèííîãî ãðàôà ðàñêðàñèòü
â ñèíèé è êðàñíûé öâåòà òàê, ÷òîáû
íå îêàçàëîñü íè ñèíåãî, íè êðàñíîãî
òðåóãîëüíèêà? Ìîæíî: ���−→
Ïîýòîìó 6 6 R(3, 3).

Ïîêàæåì, ÷òî R(3, 3) 6 6, îòêóäà R(3, 3) = 6.
1. ßñíî, ÷òî ëþáîé ðàñêðàñêå ð¼áåð ãðàôà K6 â ñè-

íèé è êðàñíûé öâåòà êàæäîé åãî âåðøèíå èíöèäåíòíî
ëèáî íå ìåíåå 3 ñèíèõ ð¼áåð, ëèáî íå ìåíåå 3 êðàñíûõ.

2. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó v ∈ V (K6)
è ïóñòü åé èíöèäåíòíî 3 êðàñíûõ ðåáðà
(v, v1), (v, v2), (v, v3). Òîãäà äëÿ ð¼áåð (v1, v2), (v2, v3)
è (v3, v1) âîçìîæíû 2 ñëó÷àÿ:
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1) âñå îíè ñèíèå, è òîãäà îíè îáðàçóþò ñèíèé òðå-
óãîëüíèê;

2) õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ ð¼áåð êðàñíîå, íàïðèìåð,
(v1, v2), è òîãäà ð¼áðà (v, v1), (v1, v2), (v2, v) îáðà-
çóþò êðàñíûé òðåóãîëüíèê.

3. Åñëè âåðøèíå v ∈ V (K6) åé èíöèäåíòíî 3 ñèíèõ
ðåáðà, ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû.

×èñëà Ðàìñåÿ òðóäíîâû÷èñëèìû: êîëè÷åñòâî Cn âñå-
âîçìîæíûõ 2-ðàñêðàñîê ð¼áåð ïîëíîãî n-âåðøèííîãî
ãðàôà ðàâíî 2(n2), è, íàïðèìåð

|V (K40)| =
40 · 39

2
= 780, C40 = 2780 ≈ 6,36 · 10234.
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ßñíî, ÷òî R(1, l) = 1 è R(2, l) = l.
Íåêîòîðûå èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ R(k, l) è èõ îöåíêè:

R(k, l) 3 4 5 6 7

3 6 9 14 18 23

4 9 18 25 36...41 49...61

5 14 25 43...49 58...87 80...143

6 18 36...41 58...87 102...165 113...298

Ýðä¼ø ïîëàãàë, ÷òî â ñëó÷àå êðàéíåé íåîáõîäèìîñòè
÷åëîâå÷åñòâî åù¼ ñïîñîáíî íàéòè R(5, 5), íî íå R(6, 6).
Îí íàø¼ë ñïîñîá ïîëó÷èòü íèæíþþ îöåíêó äèàãîíàëü-
íûõ ÷èñåë Ðàìñåÿ, èñïîëüçóÿ âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä.

Íèæíÿÿ îöåíêà äèàãîíàëüíîãî ÷èñëà Ðàìñåÿ � ïðèìåð
ïðèìåíåíèÿ âåðîÿòíîñòíîãî ìåòîäà.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 7.1. Åñëè Ck

n · 21−C2
k < 1, òî R(k, k) > n.

Òàêèì îáðàçîì, R(k, k) > b2k/2c äëÿ âñåõ k > 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ ðàñêðàñêó ðå-
áåð ãðàôà Kn â êðàñíûé è ñèíèé öâåòà ðàâíîâåðîÿòíî
è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.

Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîé k-êëèêè Kk ãðàôà
Kn, k 6 n ñîáûòèå

M(Kk) = 1 ⇔ ïîäãðàô Kk � ìîíîõðîìàòè÷åñêèé

(èëè îäíîöâåòíûé, âñå åãî ðåáðà ÿâëÿþòñÿ ëèáî ÿâëÿ-
þòñÿ êðàñíûìè, ëèáî ñèíèìè).

ßñíî, ÷òî P[M(Kk)] = 2

2C
2
k

= 21−C2
k = pk (äâà

âàðèàíòà èç 2C
2
k âîçìîæíûõ 2-öâåòíûõ ðàñêðàñîê âñåõ

C2
k ð¼áåð ïîäãðàôà).
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Ò.ê. ñóùåñòâóåò Ck
n âàðèàíòîâ âûáîðà ïîäãðàôà

Kk, òî âåðîÿòíîñòü P òîãî, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îä-
íî èç ñîáûòèé M(Kk) ïðîèçîéäåò �

P>1 = 1− (1− pk)C
k
n 6 Ck

n · 21−C2
k < 1.

Òîãäà âåðîÿòíîñòü 1 − P>1 , ÷òî íè îäíîãî òàêîãî ñî-
áûòèÿ íå ïðîèçîéä¼ò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà, ò.å. ñóùå-
ñòâóåò 2-ðàñêðàñêà ãðàôà Kn áåç îäíîöâåòíûõ k-êëèê
è R(k, k) > n.

Åñëè k > 3 è n = b2k/2c, òî
Ck
n21−C2

k = n·(n−1)·...·(n−k+1)
k! ·21−k2/2+k/2 < nk

k! ·
21+k/2

2k2/2
< 1,

ñëåäîâàòåëüíî, R(k, k) > n = b2k/2c äëÿ âñåõ k > 3. �

Ïðèíöèï Äèðèõëå: åñëè n êðîëèêîâ ðàññàæåíû â k
êëåòîê, òî ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî â îäíîé èç êëåòîê íàõî-
äèòñÿ áîëåå îäíîãî êðîëèêà, ìîæíî åñëè n > k, à åñëè
k > n, òî êàê ìèíèìóì îäíà êëåòêà ïóñòà.

Âàðèàíò � ¾ïðèíöèï ãîëóáåé è ÿùèêîâ¿ (Pigeonhole
principle). Òåîðèÿ Ðàìñåÿ îáîáùàåò ýòîò ïðèíöèï.

×èñëà Ðàìñåÿ â îáùåì ñëó÷àå: R(k1, k2; r), 2 6 r �
ìîùíîñòü ïîäìíîæåñòâ âåðøèí ãðàôà, ò.å. ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ãèïåðãðàôû, R(k, l) = R(k, l; 2).

Íàèëó÷øèå îöåíêè äëÿ ÷èñåë Ðàìñåÿ ïîëó÷åíû ñ ïî-
ìîùüþ âåðîÿòíîñòíîãî ìåòîäà.
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Ôðýíê Ïëàìïòîí Ðàìñåé

(Frank Plumpton Ramsey, 1903�1930)
� àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê, óñïåâøèé
âíåñòè òàêæå çíà÷èòåëüíûé âêëàä â
ôèëîñîôèþ è ýêîíîìè÷åñêóþ íàóêó.

Îí äîêàçàë, ÷òî óïîðÿäî÷åííûå
êîíôèãóðàöèè íåèçáåæíî ïðèñóòñòâóþò â ëþáîé

áîëüøîé ñòðóêòóðå.
...

Åñëè âçÿòü ïðèìåð ñî çâ¼çäàìè, òî âñåãäà ìîæíî
íàéòè â íåé ãðóïïó, êîòîðàÿ ñ î÷åíü áîëüøîé
òî÷íîñòüþ îáðàçóåò êàêóþ-íèáóäü çàäàííóþ

êîíôèãóðàöèþ: ïðÿìóþ ëèíèþ, ïðÿìîóãîëüíèê è äð.
Ôàêòè÷åñêè òåîðèÿ Ðàìñåÿ óòâåðæäàåò, ÷òî ëþáàÿ

áîëüøàÿ ñòðóêòóðà îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò
óïîðÿäî÷åííóþ ïîäñòðóêòóðó.

= ïîëíàÿ íåóïîðÿäî÷åííîñòü íåâîçìîæíà.

Èç äîêàçàòåëüñòâà R(k, k) > b2k/2c, k > 3 ñëåäó-
åò, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåáåðíàÿ 2-ðàñêðàñêà ãðàôà Kn áåç
îäíîöâåòíûõ êëèê K2 log2 n.
Êàê íàéòè òàêóþ ðàñêðàñêó ÿâíî?

Ïîëíàÿ ïðîâåðêà îäíîãî ïîäãðàôà Kk �
2C

2
k = 2k

2/2−k/2 âàðèàíòîâ.
Äëÿ áîëüøèõ k ïðè n = b2k/2c âûïîëíåíî

Ck
n · 21−C2

k <
21+k/2

k!

( n

2k2/2

)k
6

21+k/2

k!
� 1.

⇒ ñëó÷àéíàÿ ðàñêðàñêà ãðàôà Kn ñ áîëüøîé âåðîÿò-
íîñòüþ íå ñîäåðæèò îäíîöâåòíûõ ïîäãðàôîâ ïîäãðàôîâ
K2 log2 n.
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×òîáû ïðåäñòàâèòü ÿâíî 2-ðàñêðàñêó ðåáåð ãðà-
ôà K1024 áåç îäíîöâåòíûõ ïîäãðàôîâ K20, òî ìîæíî
ïîäáðîñèòü ïðàâèëüíóþ ìîíåòó C2

1024 ðàç è ïîëó÷èòü
òðåáóåìóþ ðàñêðàñêó: âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàñêðà-
øåííûé ïîëíûé ãðàô ñîäåðæèò îäíîöâåòíûé ïîäãðàô
K1024 ìåíüøå 211

20! ≈ 8, 4 · 10−16.

Ïðèìåíåíèå âåðîÿòíîñòíîãî ìåòîäà: òóðíèðû

Îïðåäåëåíèå 7.3. Òóðíèð T íà ìíîæåñòâå èç n èãðî-
êîâ åñòü ðåçóëüòàò îðèåíòàöèè ðåáåð Kn (= ïîëíûé
n-âåðøèííûé îðãðàô).

Òóðíèð T îáëàäàåò ñâîéñòâîì Sk, åñëè äëÿ êàæ-
äîãî k-ýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà èãðîêîâ íàéäåòñÿ
õîòÿ áû îäèí èãðîê, êîòîðûé ïîáåæäàåò èõ âñåõ � ïî-
áåäèòåëü.

Íàïðèìåð,
îðèåíòèðîâàííûé
òðåóãîëüíèê
ñ V = {1, 2, 3} è
E = {(1, 2), (2, 3), (3, 1)}
îáëàäàåò ñâîéñòâîì S1.

Ïðîáëåìà Øþòòå � âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íî-
ãî k ñóùåñòâóåò òóðíèð T (ñ áîëåå ÷åì k âåðøèíàìè),
îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì Sk?

Ñëó÷àéíûé òóðíèð � òóðíèð, ïîëó÷àåìûé èç ïîë-
íîãî ãðàôà âûáîðîì äëÿ êàæäîé ïàðû åãî âåðøèí u
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è v íåçàâèñèìî è ðàâíîâåðîÿòíî ëèáî äóãè (u, v), ëèáî
äóãè (v, u).

Ïðè ýòîì âñå 2C
2
n âîçìîæíûõ òóðíèðîâ íà ìíîæå-

ñòâå V ðàâíîâåðîÿòíû.

Èäåÿ: åñëè n äîñòàòî÷íî âåëèêî ïî ñðàâíåíèþ ñ k,
òî ñëó÷àéíûé òóðíèð íà ìíîæåñòâå V = {1, . . . , n} ñ
áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ îáëàäàåò ñâîéñòâîì Sk.

::::::::::
Òåîðåìà 7.1 (Ýðä¼ø, 1963). Åñëè Ck

n

(
1− 2−k

)n−k
< 1,

òî ñóùåñòâóåò òóðíèð íà n âåðøèíàõ, îáëàäàþùèé
ñâîéñòâîì Sk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé òóðíèð íà ìíî-
æåñòâå V = {1, . . . , n}.

Äëÿ êàæäîãî k-ýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà âåðøèí
K ⊆ V îïðåäåëèì ñîáûòèå Nk, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî
íå ñóùåñòâóåò ïîáåäèòåëÿ K.

Ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ V rK âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî v íå åñòü ïîáåäèòåëü K ðàâíà 1−2−k,
è âñå n− k ñîáûòèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì âû-
áîðàì âåðøèí v, íåçàâèñèìû, òî

P[Nk] =
(
1− 2−k

)n−k
.

Îöåíèì âåðîÿòíîñòü P òîãî, ÷òî õîòÿ áû îäíî ñî-
áûòèå Nk ïðîèçîøëî:

P = P

∑
K⊆V
|K|=k

Nk

 6 ∑
K⊆V
|K|=k

P[Nk] = Ck
n

(
1− 2−k

)n−k
< 1.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ
1−P íè îäíî èç ñîáûòèé Nk íå ïðîèñõîäèò ⇒ ñóùå-
ñòâóåò òóðíèð íà n âåðøèíàõ, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì
Sk. �

7.3 Ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ

Ìîäåëü Ýðä¼øà-Ðåíüè � èñòîðè÷åñêè ïåðâàÿ ìî-
äåëü ñëó÷àéíîãî ãðàôà.

Íà ìíîæåñòâå Vn = {1, . . . , n} âåðøèí ââîäèì ìíî-
æåñòâî ð¼áåð E, ñîåäèíÿÿ ïàðó âåðøèí ðåáðîì ñ çàäàí-
íîé âåðîÿòíîñòüþ p ∈ (0, 1) íåçàâèñèìî îò âñåõ îñòàëü-
íûõ ïàð âåðøèí.

Ò.î. ðåáðà ïîÿâëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñõåìîé Áåð-
íóëëè, èç C2

n èñïûòàíèé ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíè÷íîãî
óñïåõà p. ßñíî, ÷òî E � ñëó÷àéíîå ìíîæåñòâî.

G(n, p) = (Vn, E) � ñëó÷àéíûé ãðàô â ìîäåëè
Ýðä¼øà-Ðåíüè.

Â àêñèîìàòèêå Êîëìîãîðîâà ïîëó÷èì äèñêðåòíîå
âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî G(n, p) = (Ωn, Fn, Prn,p),
â êîòîðîì

Ωn = {G = (Vn, E)}, Fn = 2Ωn,

Prn,p[G] = p|E|(1− p)C2
n−|E|.

Ïðè p = 1
2 âåðîÿòíîñòü âûáîðà ëþáîãî ãðàôà ðàâíà

2−C
2
n.
Ýëåìåíòû ñèãìà-àëãåáðû Fn � íàáîðû ãðàôîâ.

Âåðîÿòíîñòü, ñ êîòîðîé ãðàô íà n âåðøèíàõ îáëàäàåò
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äàííûì ñâîéñòâîì A:

Prn,p[A] =
∑
G∈A

Prn,p[G],

ãäå ìíîæåñòâî A ∈ Fn ñîñòîèò èç âñåõ ãðàôîâ, äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíåíî ñâîéñòâî A.

Ñâîéñòâî A âûïîëíåíî ïî÷òè âñåãäà èëè ñ áîëüøîé
âåðîÿòíîñòüþ (whp � with hight probability ), åñëè

Prn,p[A]→ 1 ïðè n→∞.
Ìîäåëü Ýðä¼øà-Ðåíüè: òðàíñïîðòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ.
Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî â íåêîòîðîé ñòðàíå åñòü n ãî-
ðîäîâ, êîòîðûå ïîïàðíî ñîåäèíåíû äîðîãàìè1.

Äîïóñòèì, êàæäàÿ èç äîðîã çà îïðåäåëåííûé ñðîê
èçíàøèâàåòñÿ è ñòàíîâèòñÿ íåïðîåçæåé ñ èçâåñòíîé âå-
ðîÿòíîñòüþ q, à èçíîñ äàííîé äîðîãè íèêàê íå çàâèñèò
îò èçíîñà îñòàëüíûõ äîðîã.

Âîïðîñ: êàêîâà ìàêñèìàëüíàÿ âåðîÿòíîñòü q, ïðè
êîòîðîé whp åù¼ íå èñ÷åçíåò âîçìîæíîñòü ïåðåìåùå-
íèÿ ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ãîðîäàìè?

Ñîïîñòàâèì (1) êàæäîìó èç n ãîðîäîâ � âåðøèíó
i ∈ Vn, (2) äîðîãå ìåæäó ãîðîäàìè i è j � ñîîòâåòñòâó-
þùåå ðåáðî è (3) èçíîñó äîðîãè � èñ÷åçíîâåíèå ðåáðà.
Òîãäà óòâåðæäåíèå ¾äîðîãà èçíàøèâàåòñÿ ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ q¿ = óòâåðæäåíèþ ¾ðåáðî ïîÿâëÿåòñÿ ñ âåðîÿò-
íîñòüþ p = 1− q¿.

::::::::::
Òåîðåìà 7.2. Ïóñòü p = c lnn

n â ìîäåëè G(n, p).
Åñëè c > 1, òî ïî÷òè âñåãäà ñëó÷àéíûé ãðàô ñâÿçåí,
åñëè c < 1, òî ïî÷òè âñåãäà ñëó÷àéíûé ãðàô íå ÿâëÿ-
åòñÿ ñâÿçíûì.

1 ñèëüíîå ïðåäïîëîæåíèå, îäíàêî
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ñëó÷àé c > 1.
Ââåäåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó íà ïðîñòðàíñòâå G(n, p):

Xn = Xn(G) =

{
0, åñëè G ñâÿçåí,
k, åñëè ó G ðîâíî k êîìïîíåíò.

Ò.î. Xn ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, . . ..
Ïîêàæåì, ÷òî Prn,p[Xn = 0] → 1 ïðè n → ∞, ÷òî
ðàâíîñèëüíî Prn,p[Xn > 1]→ 0.

Ïî íåðàâåíñòâó ×åáûø¼âà: Prn,p[Xn > 1] 6 E[Xn],
è íàì îñòàåòñÿ îáîñíîâàòü ñòðåìëåíèå ê íóëþ E[Xn].

Ïðåäñòàâèì Xn â âèäå ñóììû

Xn = Xn,1 + . . .+Xn,n−1,

ãäå Xn,k = Xn,k(G) � ÷èñëî k-âåðøèííûõ êîìïîíåíò
ãðàôà G.

Çàíóìåðóåì âñå k-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà ìíî-
æåñòâà âåðøèí Vn ñëó÷àéíîãî ãðàôà â íåêîòîðîì (ïðî-
èçâîëüíîì) ïîðÿäêå: K1, . . . , KCkn

.
Òîãäà, â ñâîþ î÷åðåäü � Xn,k = Xn,k,1 + . . . +

Xn,k,Ckn
, ïîñêîëüêó

Xn,k,i = Xn,k,i(G) =

=

{
1, åñëè Ki îáðàçóåò êîìïîíåíòó G,
0, èíà÷å.

Â èòîãå

E[Xn] =
n−1∑
k=1

Ckn∑
i=1

E[Xn,k,i].

Î÷åâèäíî,

E[Xn,k,i] = Prn,p[Ki îáðàçóåò êîìïîíåíòó â G] 6
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6 Prn,p[èç Ki â Vn rKi íåò ð¼áåð â G].

Ïîëó÷àÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, ìû ïðåíåáðåãëè óñëî-
âèåì ñâÿçíîñòè òîé ÷àñòè ãðàôà G, êîòîðàÿ ¾ñèäèò¿ íà
ìíîæåñòâå âåðøèí Ki (òàêóþ ÷àñòü ïðèíÿòî íàçûâàòü
èíäóöèðîâàííûì ïîäãðàôîì, ñèìâîëè÷åñêè G|Ki

).
Äàëåå,

Prn,p[èç Ki â V rKi íåò ðåáåð â G] = (1− p)k(n−k),

è, çíà÷èò,

E[Xn] 6
n−1∑
k=1

Ckn∑
i=1

(1− p)k(n−k) =
n−1∑
k=1

Ck
n(1− p)k(n−k).

Ïîñëåäíÿÿ ñóììà ñèììåòðè÷íà â òîì ñìûñëå, ÷òî å¼
ñëàãàåìûå ïðè k è n− k ðàâíû. Ðàññìîòðèì k = 1:

n(1− p)n−1 6 ne−p(n−1) = ne−
c(lnn)(n−1)

n =

= n

(
1

n

)c(1+o(1))

= o(1), ïîñêîëüêó c > 1.

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ðàññóæäåíèÿ ñîñòîèò â äîêàçà-
òåëüñòâå òîãî, ÷òî ñëàãàåìûå ñ k > 1 è k < n− 1 ïðå-
íåáðåæèìî ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì ñëàãàåìûì.

Ñîîòâåòñòâóþùóþ âûêëàäêó ìû ïðîïóñòèì. Åñëè
æå ïîâåðèòü â å¼ ñïðàâåäëèâîñòü, òî ïîëó÷èòñÿ, ÷òî âñÿ
ñóììà äîìèíèðóåòñÿ ïåðâûì è ïîñëåäíèì ñëàãàåìûìè,
à ñòàëî áûòü, è îíà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Òåîðåìà äëÿ ñëó÷àÿ c > 1 äîêàçàíà.

2. Ñëó÷àé c < 1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xn êîëè÷åñòâî èçîëèðîâàííûõ âåð-
øèí â ñëó÷àéíîì ãðàôå. Çàïèøåì
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Xn = Xn,1 + . . .+Xn,n,

ãäå

Xn,k = Xn,k(G) =

 1, åñëè âåðøèíà k ∈ Vn
� èçîëèðîâàííàÿ â G;

0, èíà÷å.

Òîãäà E[Xn] = E[Xn,1] + . . .+ E[Xn,n].
Â ñâîþ î÷åðåäü

E[X+n, k] = Prn,p[k � èçîëèðîâàííàÿ â G] = (1−p)n−1.

Òàêèì îáðàçîì,

E[Xn] = n(1− p)n−1 = n (1− p)n(1 + o(1)) =

= (1 + o(1))ne−c lnn = (1 + o(1))n1−c.

Çàìåòèì, ÷òî ââèäó íåðàâåíñòâà c < 1 âûïîëíåíî
E[Xn]→∞.

Ïîñ÷èòàåì äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xn:

D[Xn] = E[X2
n]− (E[Xn])

2 =

= E[Xn,1 + . . .+Xn,n]
2 − (E[Xn])

2 =

= E[X2
n,1 + . . .+ E[X2

n,n] +
∑
i6=j

E[Xn,iXn,j]− (E[Xn])
2 =

= E[Xn,1] + . . .+ E[Xn,n] +
∑
i 6=j

E[Xn,iXn,j]− (E[Xn])
2 =

= E[Xn] +
∑
i6=j

E[Xn,iXn,j]− (E[Xn])
2.

Äàëåå,

E[Xn,iXn,j] = P[i è j èçîëèðîâàíû â G] =
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= (1− p)2n−1 = (1 + o(1))(1− p)2n,

∑
i 6=j

E[Xn,iXn,j] = n(n− 1)(1 + o(1))(1− p)2n =

= (1 + o(1))n2−2c = (1 + o(1))(E[Xn])
2.

Â èòîãå

D[Xn] = E[Xn] + (1 + o(1))(E[Xn])
2 − (E[Xn])

2 =

= o
(
(E[Xn])

2
)
.

Ïî íåðàâåíñòâó ×åáûø¼âà

Prn,p[G ñâÿçåí] 6 Prn,p[Xn = 0] = Prn,p[X60] =

= Prn,p[−Xn > 0] =

= Prn,p
[

E[Xn]−Xn > E[Xn]
]
6 D[Xn]

(E[Xn])2 = o(1).

è âòîðàÿ ÷àñòü òåîðåìû äîêàçàíà. �

Íàäåæíîñòü ñåòè: îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ

1. Ñîõðàíåíèå ñâÿçàííîñòè ãðàôà ïðè p→ 0.
Ïðè n → ∞, p = c lnn

n → 0 (äîâîëüíî áûñòðî), íî
ïðè c > 1 ãðàô îñòà¼òñÿ ñâÿçíûì.

Íàïðèìåð, äëÿ 1000 ãîðîäîâ ìû ìîæåì ïîçâîëèòü
äîðîãàì ðàçðóøàòüñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,993 è ïðè ýòîì ñ
âåðîÿòíîñòüþ, áëèçêîé ê åäèíèöå, ïåðåìåùåíèå ìåæäó
ëþáûìè äâóìÿ ãîðîäàìè âñ¼ åù¼ îñòàíåòñÿ âîçìîæíûì.

2. Ðåçêèé ñêà÷îê ñâÿçàíîñòè.
Ôóíêöèÿ p(n) = lnn

n ñëóæèò ãðàíèöåé ïåðåõîäà îò
¾ïî÷òè âñåãäà ñâÿçíîñòè¿ ê ¾ïî÷òè âñåãäà íåñâÿçíî-
ñòè¿.
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Òàêîé ïåðåõîä ïðèíÿòî íàçûâàòü ôàçîâûì, à ñîîò-
âåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ p(n) � ïîðîãîâîé.

::::::::::
Òåîðåìà 7.3. Ïóñòü p = c lnn

n â ìîäåëè G(n, p).
Òîãäà åñëè c > 3, òî ïðè n > 100

Prn,p[G ñâÿçåí] > 1− 1

n
.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî, íàïðèìåð, ïðè
n = 1000 ãîðîäîâ è âåðîÿòíîñòè èçíîñà äîðîãè
1− 3 ln 1000

1000 ≈ 0,98 âåðîÿòíîñòü ñîõðàíåíèÿ ñâÿçàííîñòè
íå ìåíåå 0,999!

::::::::::
Òåîðåìà 7.4 (Ýðä¼ø è Ðåíüè). Ïóñòü p = c

n â ìîäåëè
G(n, p). Òîãäà åñëè

� c < 1, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà β = β(c),
÷òî ïî÷òè âñåãäà ðàçìåð êàæäîé ñâÿçíîé êîìïî-
íåíòû ñëó÷àéíîãî ãðàôà íå ïðåâîñõîäèò β lnn;

� c > 1, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà γ = γ(c),
÷òî ïî÷òè âñåãäà â ñëó÷àéíîì ãðàôå åñòü ðîâíî
îäíà êîìïîíåíòà ðàçìåðà > γn.

Ñíîâà ôàçîâûé ïåðåõîä � ñ ïîðîãîâîé ôóíêöèåé
p = 1

n : åñëè âåðîÿòíîñòü ðåáðà â c > 1 ðàç

� íèæå ïîðîãà, òî âñå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ãðàôà,
ñêîðåå âñåãî, êðîøå÷íûå (èìåþùèå ëîãàðèôìè÷å-
ñêèé ðàçìåð îò îáùåãî ÷èñëà âåðøèí n);

� âûøå ïîðîãà, òî, ñêîðåå âñåãî, íàéäåòñÿ êîìïîíåí-
òà ñ ÷èñëîì âåðøèí ïîðÿäêà n. Òàêàÿ êîìïîíåíòà
íàçûâàåòñÿ ãèãàíòñêîé.
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Ýâîëþöèÿ ãðàôà. Óòî÷íåíèÿ òåîðåìû Ýðä¼øà�
Ðåíüè:

� ïðè c > 1, ïîìèìî åäèíñòâåííîé ãèãàíòñêîé êîì-
ïîíåíòû, â ñëó÷àéíîì ãðàôå íè÷åãî ñêîëü-íèáóäü
êðóïíîãî ïî÷òè íèêîãäà íå âîçíèêàåò: âñå îñòàëü-
íûå êîìïîíåíòû ñíîâà ëîãàðèôìè÷åñêèå;

� âåðíû íå òîëüêî íåðàâåíñòâî > γn, íî è àñèìï-
òîòèêà ∼ γn.

Èçìåíåíèå ñâîéñòâ ñëó÷àéíîãî ãðàôà ïðè èçìåíåíèè âå-
ðîÿòíîñòè ðåáðà p � ýâîëþöèÿ ãðàôà.

Òåðìèíîëîãèÿ À.Ì.Ðàéãîðîäñêîãî: èñòîðèÿ ìèðà.
p� 1

n (¾ôåîäàëèçì¿) � âåñü ãðàô ïîäåëåí íà íåñâÿ-
çàííûå ìåæäó ñîáîé ëîãàðèôìè÷åñêèå êóñî÷êè;

p� 1
n (¾èìïåðèÿ¿) � ãèãàíòñêàÿ êîìïîíåíòà;

p� lnn
n (¾ìèðîâîå ãîñïîäñòâî¿) � ¾èìïåðèÿ¿ óíè÷òî-
æàåò ¾îêðàèíû¿ è äîáèâàåòñÿ âñåîáùåé ñâÿçíî-
ñòè.

Óñòðîéñòâî ¾ìèðà¿ ¾âíóòðè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ¿ ò.å.
ïðè:

p ∼ 1

n
� âñ¼ ñëîæíî;

p ∼ lnn

n
� èìååòñÿ

::::::::::
Òåîðåìà 7.5. Ïóñòü p = lnn+c+o(1)

n . Òîãäà

Prn,p [G ñâÿçåí ]→ e−e
−c
.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè p = lnn
n âåðîÿòíîñòü ñòðåìèò-

ñÿ ê e−1.
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Çäåñü óæå ðå÷ü íå èä¼ò î ¾ïî÷òè âñåãäà ñâÿçíîñòè¿
èëè ¾ïî÷òè âñåãäà íåñâÿçíîñòè¿: àñèìïòîòè÷åñêàÿ âå-
ðîÿòíîñòü ñâÿçíîñòè åñòü, íî îíà ëåæèò â ñòðîãèõ ïðå-
äåëàõ îò 0 äî 1.

Îáîáùåíèÿ ìîäåëè Ýðä¼øà-Ðåíüè

1. Ïóñòü íà âåðøèíàõ Vn = {1, . . . , n} ãðàôà âå-
ðîÿòíîñòü ðåáðà ìåæäó âåðøèíàìè i è j åñòü pij, ò.å.
ðåáðà ïîÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, íî ñ ðàç-
íûìè âåðîÿòíîñòÿìè.

Â ôîðìàòå àêñèîìàòèêè Êîëìîãîðîâà ïîëó÷àåì
äèñêðåòíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, ýëåìåíòû êî-
òîðîãî ñóòü

Ωn = {G = (Vn, E)}, Fn = 2Ωn,

Prn,pij [G] =
∏

(i,j)∈E

pij ·
∏

(i,j)6∈E

(1− pij).

2. Ôèêñèðóåì íåêîòîðûé ãðàô Hn = (Vn, En) è ïî-
ëàãàåì

pij =

{
p, (i, j) ∈ E,
0, (i, j) 6∈ E

(ðåáðà ãðàôà Hn âîçíèêàþò â ñëó÷àéíîì ãðàôå íåçà-
âèñèìî äðóã îò äðóãà ñ îäíîé è òîé æå âåðîÿòíîñòüþ
p = p(n) ∈ [0, 1], à ðåáðà, êîòîðûõ â í¼ì íåò, íå âîçíè-
êàþò âîâñå).

Ýòîò âàðèàíò ìîäåëè ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü G(Hn, p),
â íåé

Prn,nij
[
G
]

= p|E|(1− p)|En|−|E|.
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Ìîäåëü G(Hn, p) âïîëíå àäåêâàòíà âîïðîñó î íà-
äåæíîñòè òðàíñïîðòíîé ñåòè: ñ ñàìîãî íà÷àëà ìîæíî
çàôèêñèðîâàòü ãðàô äîðîã Hn è ñëåäèòü çà èçíîñîì
åãî ðåáåð.

Ìîäåëü G(Hn, p) � áîëåå àäåêâàòíàÿ ðåàëüíîñòè è
áîëåå ñëîæíàÿ äëÿ èçó÷åíèÿ, ÷åì G(n, p).

Ãëàâíûé ðåçóëüòàò îòíîñèòåëüíî ýòîé ìîäåëè �
íåòðèâèàëüíàÿ

::::::::::
Òåîðåìà 7.6 (Ã.À. Ìàðãóëèñ). Ïóñòü {Hn} � ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ãðàôîâ, ðåáåðíàÿ ñâÿçíîñòü êîòîðûõ ñòðå-
ìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè n→∞. Òîãäà ñóùåñòâó-
åò ïîðîãîâàÿ ôóíêöèÿ p äëÿ ñâîéñòâà ñâÿçíîñòè ñëó-
÷àéíîãî ãðàôà â ìîäåëè G(Hn, p).

Ïîèñê ïîðîãîâîé ôóíêöèè, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé
äîêàçûâàåòñÿ â òåîðåìå � âñÿêèé ðàç ñëîæíàÿ çàäà÷à,
ïîâÿçàííàÿ íà ñïåöèôèêó ãðàôîâ èç ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè {Hn}.

Ãðèãîðèé Àëåêñàíäðîâè÷

Ìàðãóëèñ (1946)
� ðîññèéñêèé è àìåðèêàíñêèé

ìàòåìàòèê, ä.ô.-ì.í.,
íàó÷íûé ñîòðóäíèê ÈÏÏÈ ÐÀÍ,

ñ 1991 ã. � ïðîôåññîð Éåëüñêîãîóíèâåðñèòåòà (ÑØÀ).
Ëàóðåàò ïðåìèè Äæ. Ôèëäñà (1978, íà öåðåìîíèè

âðó÷åíèÿ íå ïðèñóòñòâîâàë, ò.ê. åìó áûëî îòêàçàíî â
âûåçäíîé âèçå) è ïðåìèè Âîëüôà (2005).

×ëåí Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê ÑØÀ,
äåéñòâèòåëüíûé ÷ëåíîì Àìåðèêàíñêîãî

ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà.
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Çàêîíû 0 è 1

Ñâîéñòâî ñëó÷àéíîãî ãðàôà ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó 0 è 1,
åñëè îíî ïî÷òè íàâåðíîå ëèáî âûïîëíåíî, ëèáî íå âû-
ïîëíåíî.

ßçûê LG-I ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ãðà-
ôîâ � ñîäåðæèò ñèìâîëû:

� ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ � x, y, . . ., îáîçíà÷àþò
âåðøèíû ãðàôà;

� îòíîøåíèÿ ∼ ñìåæíîñòè âåðøèí;

� ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê � ¬, ∨, N, ��, ≡;
� êâàíòîðîâ � ∀, ∃;
� îòíîøåíèÿ = ðàâåíñòâà âûðàæåíèé;

� ñêîáîê (, ) � âñïîìîãàòåëüíûå ñèìâîëû2.

Ïðàâèëà îáðàçîâàíèÿ êîíå÷íûõ âûðàæåíèé (ôîðìóë
ÿçûêà) � îáû÷íûå.

Ïðèìåðû 7.2 (ôîðìóë LG-I ).
1. Ãðàô ñîäåðæèò òðåóãîëüíèê:

∃x ∃ y ∃z : (x ∼ y) N (y ∼ z) N (z ∼ x).

2. Îòñóòñòâèå èçîëèðîâàííîé âåðøèíû:

∀x ∃ y : x ∼ y

3. Ðàäèóñ ãðàôà íå áîëüøå 2:

∃x ∀ y : ¬(x = y) N¬(x ∼ y) �� ∃ z : (x ∼ z) N(z ∼ y)

2 îíè îáåñïå÷èâàþò ïðàâèëüíîå ÷òåíèå âûðàæåíèé
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Íå âñå ñâîéñòâà ãðàôà âûðàçèìû íà ÿçûêå LG-I, íà-
ïðèìåð ¾ãðàô ñâÿçåí¿:

∀x ∀ y ∃n ∈ N0 ∃x1, . . . , xn :

(x ∼ x1) N (x1 ∼ x2) N . . . N (xn ∼ y)

� óòâåðæäåíèå ∃n ∈ N0 íåâûðàçèìî íà ÿçûêå I-ãî
ïîðÿäêà.

Çàêîíû 0 è 1: ðåçóëüòàòû.

::::::::::
Òåîðåìà 7.7. Ïðè p = const ñâîéñòâî ãðàôà, êîòîðîå
âîçìîæíî çàïèñàòü íà ÿçûêå ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîä÷è-
íÿåòñÿ çàêîíó 0 è 1.

::::::::::
Òåîðåìà 7.8. Ïðè p = nα, α ∈ Q ñâîéñòâî ãðàôà, êî-
òîðîå âîçìîæíî çàïèñàòü íà ÿçûêå ïåðâîãî ïîðÿäêà,
ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó 0 è 1.

Òåîðåìû äîêàçûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ èãðû Ýðåíôîéõ-
òà. Ðàññìîòðèì å¼ âàðèàíò íà ãðàôàõ.

Èãðà Ýðåíôîéõòà EHR [G,H, t ].
Ïðàâèëà. Ïóñòü G è H � äâà ãðàôà ñ íåïåðåñåêàþùè-
ìèñÿ ìíîæåñòâàìè âåðøèí.

Èãðó âåäóò äâà èãðîêà � Íîâàòîð (Í) è Êîíñåðâà-
òîð (Ê)3. Èãðîêè õîäÿò ïî î÷åðåäè, âûáèðàÿ è îòìå÷àÿ
âåðøèíû â ãðàôàõ, ïðè÷¼ì îäíà è òà æå âåðøèíà ìî-
æåò áûòü âûáðàíà íåîäíîêðàòíî.

3 Â îðèãèíàëå � Spoiler (ðàçðóøèòåëü) è Duplicator (ïîâòîðèòåëü); èñ-
ïîëüçóÿ òå æå èíèöèàëû, èõ èíîãäà íàçûâàþò Ñàìñîí è Äàëèëà.
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� Ñíà÷àëà Í îáúÿâëÿåò íàòóðàëüíîå t � êîëè÷å-
ñòâî õîäîâ, êîòîðîå ñäåëàåò êàæäûé èãðîê, âûáè-
ðàåò îäèí èç ãðàôîâ è îòìå÷àåò íåêîòîðóþ âåð-
øèíó â í¼ì.

� Çàòåì Ê äîëæåí îòìåòèòü êàêóþ-ëèáî âåðøèíó â
äðóãîì ãðàôå.

� Äàëåå îïÿòü Í âûáèðàåò ãðàô è îòìå÷àåò íåêîòî-
ðóþ âåðøèíó â í¼ì è ò.ä.

Ê êîíöó èãðû âûáðàíî, íå âàæíî êåì, ïî t âåðøèí èç
êàæäîãî ãðàôà.

Ê âûèãðûâàåò, åñëè ïîäãðàôû G è H íà âûáðàí-
íûõ âåðøèíàõ èçîìîðôíû, èíà÷å âûèãðûâàåò Í.

Ïîñêîëüêó EHR [G,H, t ] � äåòåðìèíèðîâàííàÿ èã-
ðà ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé áåç íè÷üèõ, òî îäèí èç èãðî-
êîâ äîëæåí èìåòü âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ.

::::::::::::::::
Óòâåðæäåíèå 7.2. 1. Ãðàôû ýëåìåíòàðíî ýêâèâà-

ëåíòíû (èçîìîðôíû) i� â èãðå EHR [G,H, t ]
Êîíñåðâàòîð èìååò âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ.

2. Äëÿ ëþáîãî ñâîéñòâà S I-ãî ïîðÿäêà ñóùåñòâó-
åò òàêîå t = t(S), ÷òî äëÿ ëþáûõ ãðàôîâ G è
H èç êîòîðûõ îäèí îáëàäàåò, à äðóãîé � íå îáëà-
äàåò ñâîéñòâîì S, Íîâàòîð èìååò âûèãðûøíóþ
ñòðàòåãèþ â èãðå EHR [G,H, t ].

Èãðà Ýðåíôîéõòà EHR [G,H, t ]: ïîèãðàåì
1. Åñëè ãðàôû èçîìîðôíû, òî âûèãðûøíàÿ ñòðàòå-

ãèÿ Ê � ïîìå÷àòü âåðøèíó, èçîìîðôíóþ âûáðàííîé Í.

2. Äëÿ ñèãíàòóðû σ = {=, <} ïîêàæåì, ÷òî äâå
îäíîòèïíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû (ÀÑ) ýòîé ñèãíà-
òóðû ñ íîñèòåëÿìè N è Z íå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíî
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ýêâèâàëåíòíûìè (ñðåäè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë åñòü íàè-
ìåíüøåå, à ñðåäè öåëûõ � íåò).

Ïîêàæåì, ÷òî â èãðå Ýðåíôîéõòà äëÿ ýòèõ ÀÑ íî-
âàòîð Í èìååò âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ.

� Í îáúÿâëÿåò, ÷òî èãðà áóäåò ïðîâåäåíà â t = 2
õîäà è ïîìå÷àåò ÷èñëî 1 íà ãðàôå Õàññå N.

� Â îòâåò Ê îáÿçàí ïîìåòèòü íåêîòîðîå ÷èñëî
m ∈ Z.

� Íà 2-ì õîäó Í ïîìå÷àåò â Z ëþáîå ÷èñëî, ñòðîãî
ìåíüøåå m.

Òåïåðü Ê ïðîèãðûâàåò ïðè ëþáîì îòâåòíîì õîäå: ïîìå-
òèòü íà N ÷èñëî, ìåíüøåå 1, îí íå ìîæåò.

3. Ïîêàæåì â òîé æå ñèãíàòóðå, ÷òî ÀÑ Z è Q

íå ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíû (ïîðÿäîê íà ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñëàõ ïëîòåí, à íà öåëûõ � íåò), ò.å. ÷òî â èãðå
Ýðåíôîéõòà íîâàòîð Í âñåãäà ìîæåò âûèãðàòü.

� Í îáúÿâëÿåò, ÷òî èãðà áóäåò ïðîâåäåíà â t = 3
õîäà è íà ïåðâûõ äâóõ õîäàõ ïîìå÷àåò ÷èñëà 0 è
1 èç Z.

� Â îòâåò Ê ïîìå÷àåò íåêîòîðûå ÷èñëà q1, q2 ∈ Q
(q1 < q2, èíà÷å Í çàâåäîìî âûèãðàåò).

� Íà 3-ì õîäó Í ïîìå÷àåò ïîìå÷àåò â Q ëþáîå ÷èñ-
ëî, ëåæàùåå ñòðîãî ìåæäó q1 è q2.

Ò.ê. â Z ìåæäó 0 èëè 1 íåò öåëûõ ÷èñåë,Ê ïðîèãðûâàåò
ïðè ëþáîì ñâî¼ì õîäå.
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4. Ïóñòü S îáîçíà÷àåò ñâîéñòâî ∀x ∃ y : x ∼ y îò-
ñóòñòâèÿ èçîëèðîâàííîé âåðøèíû, ãðàô G èìååò èçî-
ëèðîâàííóþ âåðøèíó (îáëàäàåò ñâîéñòâîì S), à H �
íå èìååò.

Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà Ê íå èìååò âûèãðûøíîé ñòðà-
òåãèè â èãðå Ýðåíôîéõòà.

� Í îáúÿâëÿåò, ÷òî èãðà áóäåò ïðîâåäåíà â t = 2
õîäà è îòìå÷àåò èçîëèðîâàííóþ âåðøèíó x â G .

� Â îòâåò Ê ïîìå÷àåò ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó â
y1 ∈ H.

� Íà 2-ì õîäó Í ïîìå÷àåò âåðøèíó â y2 ∈ H, ñìåæ-
íóþ ñ y1.

ÒåïåðüÊ ãàðàíòèðîâàíî ïðîèãðûâàåò, ò.ê. íå ìîæåò âû-
áðàòü â G âåðøèíó, ñìåæíóþ ñ x.

Ñòðàòåãèè: Í âûáèðàåò íåêîòîðûå ¾ñïåöèôè÷åñêèå
ýëåìåíòû¿, à Ê íà äðóãîé ñòðóêòóðå ñòàðàåòñÿ âûáðàòü
ýëåìåíòû ¾ìàêñèìàëüíî ïîõîæèå¿ íà íèõ.

Ðîëàíä Ôðàèñ�å

(Roland Fraisse, 1920�2008)
� ôðàíêî-àëæèðñêèé ñïåöèàëèñò
â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè,
ïðîôåññîð Óíèâåðñèòåòà Ïðîâàíñà,

ã. Ìàðñåëü.
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Àíæ�åé Ýðåíô�îéõò

(Andrzej Ehrenfeucht, 1932)
� ïîëüñêî-àìåðèêàíñêèé
ìàòåìàòèê, îäèí èç îñíîâàòåëåé
ôàêóëüòåòà Êîìïüþòåðíîé
ìàòåìàòèêè Óíèâåðñèòåòà
Êîëîðàäî, ã. Áîëäåð, ÑØÀ.
Äâîå åãî ñòóäåíòîâ Eugene Myers è David Haussler
âíåñëè îïðåäåëÿþùèé âêëàä â ðàñøèôðîâêó ãåíîìà
÷åëîâåêà.

Ð.Ôðàèñå â ñâîåé äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè (1953)
ïðåäëîæèë ìåòîä ¾âïåð¼ä-íàçàä¿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ, ÿâ-
ëÿþòñÿ ëè äâå àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû ÀÑ ýëå-
ìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíûè (â íèõ îäíîâðåìåííî èñòè-
íû/ëîæíû îäíè è òå æå ôîðìóëû äàííîé ñèãíàòóðû
ÀÑ).

×óòü ïîçæå ìåòîä ïåðåîòêðûë
Àñàí Äàáñîâè÷ Òàéìàíîâ (1917�1990).

Â òðåìèíàõ èãðû ìåòîä ïåðåôîðìóëèðîâàí
À.Ýðåíôîéõòîì (1960).

Èäåÿ ìåòîäà Ôðàèñå-Ýðåíôîéõòà � îäíà èç ñàìûõ
ïëîäîòâîðíûõ â ìàòåìàòèêå ÕÕ â.: îíà îêàçàëàñü ïðè-
ìåíèìîé ê øèðîêîìó ñïåêòðó ëîãèê è ÀÑ.
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::::::::::
Òåîðåìà 7.9. Ôóíêöèÿ p = p(n) óäîâëåòâîðÿåò çàêîíó
0 èëè 1 åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáîãî t

lim
m,n→∞

Pr [Ê âûèãðûâàåò EHR [G(n, p(n))] ,

H(m, p(m)), t] = 1,

ãäå G(n, p(n)), H(m, p(m)) � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå
ãðàôû â ìîäåëè Ýðä¼øà-Ðåíüè ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ
ìíîæåñòâàìè âåðøèí.

Çàìå÷àíèå. Êîãäà çàäàíî âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå
ïî (G,H), ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòü P òîãî, ÷òî èãðà
EHR [G,H, t ] áóäåò âûèãðàíà Ê, è ýòà âåðîÿòíîñòü P
äîëæíà ñòðåìèòüñÿ ê åäèíèöå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òîëüêî íåîáõîäèìîñòü.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèå p = p(n) íå óäîâëåòâî-

ðÿåò çàêîíó 0 èëè 1. Ïóñòü ñâîéñòâî S òàêîå, ÷òî äëÿ
0 < c < 1 ñïðàâåäëèâî

lim
n→∞

Pr
[
ãðàô G(n, p(n))îáëàäàåò ñâîéñòâîì S

]
= c.

Ïóñòü t = t(A) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëåììû.
Ñ ïðåäåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ 2c(1 − c) > 0 ðîâíî îäèí
èç ãðàôîâ G(n, p(n)) è H(n, (n)) áóäåò îáëàäàòü ñâîé-
ñòâîì S, ïîýòîìó ïîáåäèò Í, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïî-
ëîæåíèþ. �

Ýòà òåîðåìà � ñâîåîáðàçíûé ìîñò ìåæäó ìàòåìàòè-
÷åñêîé ëîãèêîé è ñëó÷àéíûìè ãðàôàìè.
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7.4 Ìîäåëè Èíòåðíåòà

Êàêèì çàêîíàì ïîä÷èíÿåòñÿ ðîñò Èíòåðíåòà?

� âîïðîñ åñòåñòâåííî âîçíèê â 1990-å, êîãäà Èíòåðíåò
òîëüêî çàðîæäàëñÿ è âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü ïîñòðî-
èòü àäåêâàòíóþ ìîäåëü åãî ¾æèçíè¿.

À.-Ë. Áàðàáàøè è Ð. Àëüáåðò íàøëè ðÿä âàæíûõ
ýìïèðè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé â ïîâåäåíèè Èíòåðíåòà.

Ýòè çàêîíîìåðíîñòè âïîñëåäñòâèè ôîðìàëèçîâûâà-
ëè ìíîãèå àâòîðû.

Ìîäåëè Áàðàáàøè-Àëüáåðò ïðèìåíÿþò äëÿ îïèñà-
íèÿ òàêæå ñîöèàëüíûõ, áèîëîãè÷åñêèõ, òðàíñïîðòíûõ
è ò.ä. ñåòåé.

Àëüáåðò-Ëàñëî Áàðàá�àøè

(Albert-L�aszl�o Barab�asi, 1967)
� ôèçèê, ðàáîòàåò â Óíèâåðñèòåòàõ

ÑØÀ. ×ëåí Àìåðèêàíñêîãî
ôèçè÷åñêîãî îáùåñòâà,

èíîñòðàííûé ÷ëåí âåíãåðñêîé
Àêàäåìèè íàóê.

Ðèê�à Àëüá�åðò (R�eka Albert, 1972)
� ïðîôåññîð ôèçèêè è áèîëîãèè
â Ïåíñèëüâàíñêîì óíèâåðñèòåòå (ÑØÀ).

À.-Ë. Áàðàáàøè è Ð. Àëüáåðò �
ýòíè÷åñêèå âåíãðû, ðîäèâøèåñÿ
â Ðóìûíèè.

Íà ìîìåíò ïóáëèêàöèè ñîâìåñòíîé ðàáîòû
Emergence of scaling in random networks (Science, 1999),
Ð. Àëüáåðò � àñïèðàíòêà À.-Ë. Áàðàáàøè.
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Òåðìèíîëîãèÿ
Âåðøèíû � ñòðóêòóðíûå åäèíèöû â Èíòåðíå-

òå: ñàéòû (Èíòåðíåò-ãðàô), õîñòû (õîñò-ãðàôû),
ñòàòè÷åñêèå-html ñòðàíèöû (HyperText Markup
Language, âåá-ãðàôû), âëàäåëüöû è ïð.

Ð¼áðà (äóãè) � ñîåäèíÿþò âåðøèíû, ìåæäó êîòîðûìè
èìåþòñÿ ññûëêè, ò.å. èìåþòñÿ êðàòíûå � è ðåáðà,
è ïåòëè.

Ïëîòíûé ãðàô � ãðàô, â êîòîðîì ÷èñëî ð¼áåð áëèçêî
ê ìàêñèìàëüíîìó.

Ðàçðåæåííûé ãðàô (ïðîòèâîïîëîæíîå ñâîéñòâî) �
ãðàô, èìåþùèé ìàëîå ÷èñëî ð¼áåð.

Ðàññòîÿíèå â ãðàôå � ÷èñëî ð¼áåð â êðàò÷àéøåì ð¼-
áåðíîì ïóòè.

Äèàìåòð diam(G) ãðàôà � ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå
ìåæäó âåðøèíàìè (íåîïðåäåë¼í äëÿ íåñâÿçàííîãî
ãðàôà).

Åñëè äèàìåòð ìàë, òî ãðàô òåñíûé.

Íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî � ñîâîêóïíîñòü âåðøèí
ãðàôà íèêàêèå äâå èç êîòîðûõ íå ñîåäèíåíû ðåá-
ðîì (èíäóöèðîâàííûé ýòèì ìíîæåñòâîì ïîäãðàô
ñîñòîèò èç èçîëèðîâàííûõ âåðøèí). Ìàêñèìàëü-
íûé ðàçìåð íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà ãðàôà G
îáîçíà÷àþò α(G).

Õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî χ(G) � ìèíèìàëüíîå ÷èñëî
öâåòîâ, â êîòîðûå ìîæíî ðàñêðàñèòü âåðøèíû
ãðàôà òàê, ÷òîáû êîíöû ëþáîãî ðåáðà èìåëè ðàç-
íûå öâåòà.
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Îáõâàò girth(G) � äëèíà êðàò÷àéøåãî öèêëà â G.

Ãèãàíòñêàÿ êîìïîíåíòà. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ãðàôîâ {Gn = (VnEn) } è lim

n→∞
|Vn| = +∞.

Ãîâîðÿò, ÷òî ãðàôû Gn ñîäåðæàò ãèãàíòñêóþ
êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè, åñëè ∃ γ > 0 ∀n:∣∣ íàèáîëüøàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè Gn

∣∣ > γ
∣∣Vn∣∣.

Ñòåïåíè âåðøèí � indeg v, outdeg v, degv � âõîäÿ-
ùàÿ, èñõîäÿùàÿ è ïîëíàÿ ñòåïåíü âåðøèíû v.

Âòîðûå ñòåïåíè âåðøèí � ìîæíî îïðåäåëèòü ïî-
ðàçíîìó:

� ÷èñëî âåðøèí íà ðàññòîÿíèè 2 îò v;
� ÷èñëî âåðøèí íà ðàññòîÿíèè 6 2 îò v;
� ñóììà ñòåïåíåé âåðøèí íà ðàññòîÿíèè 1 îò
v è äð.

Ïåéäæðàíê � ... (ðàññìîòðèì äàëåå).

Íàáëþäåíèÿ Áàðàáàøè-Àëüáåðò

1. Âåá-ãðàô âåñüìà ðàçðåæåí: ó íåãî â t-âåðøèíîì
ïîäãðàôå ïðèìåðíî kt ðåáåð, ãäå k > 1 � êîíñòàíòà,
÷òî îòëè÷àåòñÿ ïî ïîðÿäêó îò ÷èñëà C2

t = Θ(t2) ð¼áåð
ó ïîëíîãî t-âåðøèííîãî ãðàôà.

2. Äèàìåòð âåá-ãðàôà íåâåëèê: â 1999 ã. îí èìåë âå-
ëè÷èíó 5...7 � ãðàô òåñåí.

Ýòî � èçâåñòíîå ñâîéñòâî ñîöèàëüíûõ ñåòåé � ¾ìèð
òåñåí¿ (small-word phenomenon):

� ëþáûå äâà ÷åëîâåêà â ìèðå çíàêîìû ÷åðåç 5...6
ðóêîïîæàòèé;
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� ñ ëþáîãî ñàéòà ìîæíî ïåðåéòè íà ëþáîé äðóãîé
çà 5...7 ïåðåõîäîâ (åñëè íàõîäèìñÿ â ãèãàíòñêîé
êîìïîíåíòå).

Åñëè ó÷èòûâàòü îðèåíòàöèþ ð¼áåð, òî äèàìåòð
≈ 10...20. Ýòè ïàðàìåòðû íå ìåíÿþòñÿ äîëãèå ãîäû.

3. Âåá-ãðàô õàðàêòåðèçóåòñÿ ñòåïåííûì çàêîíîì
ðàñïðåäåëåíèÿ ñòåïåíåé âåðøèí: âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
âåðøèíà âåá-ãðàôà èìååò ñòåïåíü d, îöåíèâàåòñÿ êàê
c/dλ, ãäå λ = const, à c � íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü,
âû÷èñëÿåìûé èç óñëîâèÿ

∑
Pr = 1.

Ðåàëüíûå áèîëîãè÷åñêèå, ñîöèàëüíûå, òðàíñïîðò-
íûå è ò.ä. ñåòè ïîä÷èíÿþòñÿ òàêîìó æå ñòåïåííîìó çà-
êîíó ñ ðàçíûìè λ ∈ (2, 3):

âåá-ãðàôû λ ≈ 2,1; õîñò-ãðàôû λ ≈ 2,3.

Ïîïûòàåìñÿ ïðèìåíåíèòü ìîäåëü Ýðä¼øà-Ðåíüè
äëÿ îïèñàíèÿ ðîñòà Èíòåðíåòà è ïîäîáíûõ ñåòåé.

1. Ïîäáîðîì âåðîÿòíîñòè p ìîæíî äîáèòüñÿ ðàçðå-
æåííîñòè è òåñíîòû (ïðè p = Θ(1/n), õîòÿ è
íå ñ íàáëþäàåìûìè ïàðàìåòðàìè).

2. Ñòåïåííîé çàêîí çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ ñòåïåíåé
âåðøèí íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åí â ñõåìå Áåð-
íóëëè: â ìîäåëè G(n, p) ñòåïåíü êàæäîé âåðøè-
íû ñëó÷àéíîãî ãðàôà áèíîìèàëüíà ñ ïàðàìåòðàìè
n−1 è p, è ïðè p = Θ(1/n) äàííîå áèíîìèàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïóàññîíîâñêèì,
à íå ñòåïåííûì.

Âûâîä: ìîäåëü Ýðä¼øà-Ðåíüè íå ïðèìåíèìà äëÿ îïè-
ñàíèÿ ðîñòà Èíòåðíåòà è ïîäîáíûõ ñåòåé.
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Ìîäåëè ïðåäïî÷òèòåëüíîãî ïðèñîåäèíåíèÿ. Ìî-

äåëü Áîëëîáàøà-Ðèîðäàíà. Ïðåäëîæåíèÿ Ë.-À.
Áàðàáàøè è Ð.Àëüáåðò ïî ìîäåëèðîâàíèþ ïðîöåññà
ôîðìèðîâàíèÿ Èíòåðíåòà:

� ñ÷èòàåì, ÷òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ïîÿâëÿ-
åòñÿ íîâûé ñàéò, êîòîðûé ñòàâèò ôèêñèðîâàííîå
êîëè÷åñòâî ññûëîê íà ñâîèõ ïðåäøåñòâåííèêîâ;

� âåðîÿòíîñòü, ñ êîòîðîé íîâûé ñàéò ïîñòàâèò ññûë-
êó íà îäèí èç ïðåæíèõ ñàéòîâ, ïðîïîðöèîíàëüíà
÷èñëó óæå èìåâøèõñÿ íà òîò ñàéò ññûëîê.

� ìîäåëè ïðåäïî÷òèòåëüíîãî ïðèñîåäèíåíèÿ
(preferential attachment). "Èìóùåìó äàñòñÿ, à ó íåèìó-
ùåãî îòíèìåòñÿ".

Áàðàáàøè è Àëüáåðò íèêàê íå êîíêðåòèçèðîâàëè,
êàêóþ èìåííî èç òàêèõ ìîäåëåé îíè ïðåäëàãàþò ðàñ-
ñìàòðèâàòü.

Àäåêâàòíóþ ôîðìàëèçàöèþ ìîäåëè Áàðàáàøè-
Àëüáåðò ïðåäëîæèëè â íà÷àëå 2000-õ ãîäîâ Á. Áîëëî-
áàø è Î. Ðèîðäàí.

Áåëà Áîëëîá�àø (B�ela Bollob�as, 1943)
� âåíãåðñêèé ìàòåìàòèê, ðàáîòàþùèé

â Âåëèêîáðèòàíèè.
Â þíîñòè ïðèíÿë ó÷àñòèå â äâóõ
ìåæäóíàðîäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ

Îëèìïèàäàõ, çàâîåâàâ äâå
çîëîòûå ìåäàëè.

Ðóêîâîäèòåëåì åãî Ph.D. áûë Ïàë Ýðä¼ø.
Ñòàæèðîâàëñÿ â Ìîñêâå ó È.Ì. Ãåëüôàíäà.
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Îëèâåð Ðèîðäàí

(Oliver Maxim Riordan, ?)
� ïðîôåññîð äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè
Îêñôîðäñêîãî óíèâåðñèòåòà.
Ó÷èëñÿ â Êåìáðèäæñêîì óíèâåðñèòåòå
ó Á. Áîëëîáàøà.

Ìîäåëü Áîëëîáàøà-Ðèîðäàíà (äèíàìè÷åñêàÿ ìîäèôè-
êàöèÿ)

Ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ
ãðàôîâ {Gn

1}n>1 = G1
1, G

2
1, . . ., â êîòîðîé ó ãðàôà ñ

íîìåðîì n ÷èñëî âåðøèí è ðåáåð ðàâíî n;
Çàòåì èç íå¼ ôîðìèðóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{Gn
k}n>1, â êîòîðîé ó ãðàôà ñ íîìåðîì n ÷èñëî âåð-

øèí ðàâíî n, à ÷èñëî ðåáåð � kn, k ∈ N.

1. Íà÷èíàåì ñ ãðàôà G1
1 ñ îäíîé âåðøèíîé è îäíîé

ïåòë¼é.

2. Êîãäà ãðàô Gn−1
1 ñ n− 1 âåðøèíîé n− 1 ïåòëÿ-

ìè ïîñòðîåí, äîáàâèì ê íåìó âåðøèíó n è ðåáðî
(n, i), i ∈ {1, . . . , n}, ïðè ýòîì

� ïåòëÿ (n, n) âîçíèêíåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
2n−1 ;

� ðåáðî (n, i) âîçíèêíåò ñ âåðîÿòíîñòüþ deg i
2n−1 ,

ãäå deg i� ñòåïåíü âåðøèíû i â ãðàôå Gn−1
1 .

Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé çàäàíî êîððåêòíî:
n−1∑
i=1

deg i

2n− 1
+

1i

2n− 1
=

2n− 1

2n− 1
+

1

2n− 1
= 1,

Ñëó÷àéíûé ãðàô Gn
1 ïîñòðîåí, è îí óäîâëåòâîðÿ-

åò ïðèíöèïó ïðåäïî÷òèòåëüíîãî ïðèñîåäèíåíèÿ.



268 Ãëàâà 7. Ñëó÷àéíûå ãðàôû

3. Ñòðîèì Gn
k :

� Áåðåì ãðàô Gkn
1 ñ kn âåðøèíàìè è kn ð¼á-

ðàìè.
� Äåëèì ìíîæåñòâî åãî âåðøèí íà ïîñëåäîâà-
òåëüíûå ÷àñòè ðàçìåðà k:

{1, . . . , k}, {k + 1, . . . , 2k}, . . .
. . . , {k(n− 1) + 1, . . . , kn}.

� Îáúÿâëÿåì êàæäóþ ÷àñòü âåðøèíîé, à ðåá-
ðà ñîõðàíÿåì: ðåáðà âíóòðè ÷àñòè îáðàçóþò
êðàòíûå ïåòëè, à ìåæäó äâóìÿ ðàçëè÷íûìè
÷àñòÿìè � êðàòíûå ðåáðà.
Âåðøèí ñòàëî n, à ðåáåð � ïî-ïðåæíåìó kn.

Ðèñ. 7.1. Ìîäåëü Áîëëîáàøà-Ðèîðäàíà: èëëþñòðàöèÿ ê
ïîñëåäíåìó øàãó

Ìîäåëü Áîëëîáàøà-Ðèîðäàíà (ñòàòè÷åñêàÿ ìîäèôèêà-
öèÿ) � ïî ñâîèì âåðîÿòíîñòíûì õàðàêòåðèñòèêàì
ïðàêòè÷åñêè íåîòëè÷èìà îò äèíàìè÷åñêîé.
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Ïîñòðîèì ëèíåéíóþ õîðäîâóþ äèàãðàììó (linearized
chord diagram, LCD):

1) çàôèêñèðóåì íà îñè àáñöèññ íà ïëîñêîñòè 2n òî-
÷åê 1, 2, 3, . . . , 2n;

2) ðàçîáüåì ýòè òî÷êè íà ïàðû, à ýëåìåíòû êàæäîé
ïàðû ñîåäèíèì äóãîé, ëåæàùåé â âåðõíåé ïîëó-
ïëîñêîñòè.

Äóãè â LCD ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ, ëåæàòü äðóã ïîä äðóæ-
êîé, íî íå ìîãóò èìåòü îáùèõ âåðøèí.

Êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ LCD:

ln = (2n− 1)(2n− 3) . . . 1 =

=
(2n)!

2n(2n− 2)(2n− 4) . . . 2
=

=
(2n)!

2nn(n− 1)(n− 2) . . . 1
=

(2n)!

2nn!
.

Åñëè LCD ñëó÷àéíàÿ, òî âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ êàæ-
äîé � 1

ln
.

Ïî êàæäîé LCD ïîñòðîèì ãðàô:

� èä¼ì ñëåâà íàïðàâî ïî îñè àáñöèññ, ïîêà íå âñòðå-
òèì âïåðâûå ïðàâûé êîíåö êàêîé-ëèáî äóãè; ïóñòü
åãî íîìåð i1;

� îáúÿâëÿåì íàáîð {1, . . . , i1} ïåðâîé âåðøèíîé
áóäóùåãî ãðàôà (ñêëåèâàåì èõ);

� ñíîâà èäåì îò i1 + 1 íàïðàâî äî ïåðâîãî ïðàâî-
ãî êîíöà i2 êàêîé-ëèáî äóãè è îáÿâëÿåì âòîðîé
âåðøèíîé ãðàôà íàáîð i1 + 1, . . . , i2; è ò.ä.
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Ïîëó÷àåì n âåðøèí, à ðåáðà ïîðîæäàåì äóãàìè: âåð-
øèíû ñîåäèíÿåì ðåáðîì, åñëè ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè íàáîðàìè åñòü äóãà; ðåáðà îðèåíòèðóåì ñïðàâà íàëå-
âî, ïåòëè âîçíèêàþò àíàëîãè÷íî: ãðàô ñ n âåðøèíàìè
è n ðåáðàìè ïîñòðîåí.

Ãðàô ñ n âåðøèíàìè è kn ðåáðàìè ïîëó÷àåì êàê
â äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè.

::::::::::
Òåîðåìà 7.10 (Áîëëîáàø è Ðèîðäàí). Îáîçíà÷èì

D̂n = lnn
ln lnn; òîãäà äëÿ ëþáîãî k > 2 è ëþáîãî

ε > 0

P
[ ∣∣ diamGn

k − D̂n

∣∣ 6 ε
]
→ 1, n→∞.

Âûâîä: äèàìåòð ãðàôà Gn
k ïëîòíî ñêîíöåíòðèðîâàí

îêîëî D̂n.
Ó âåá-ãðàôà ïîðÿäêà 107�108 âåðøèí; ïîäñòàâëÿÿ

ýòè çíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì

5,8 6 D̂n 6 6,2

� ôàíòàñòè÷åñêîå ïîïàäàíèå! ( D̂n < 7 äàæå ïðè
n = 109).

::::::::::
Òåîðåìà 7.11. Ïóñòü dn � äîëÿ âåðøèí ñòåïåíè n â
ãðàôå Gn

k è

rd,k =
2k(k + 1)

(d+ k + 1)(d+ k + 2)(d+ k + 3)
.

Òîãäà äëÿ ëþáûõ k > 1 è d 6 n1/15

E
[
dn
]
∼ rd,k,
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Ò.ê. k � êîíñòàíòà, rd,k ≈ const/d3, ò.å. èìååì ñòå-
ïåííîé çàêîí ñ λ = 3.

Äâà íåäîñòàòêà òåîðåìû:

1) îãðàíè÷åíèå d 6 n1/15: òåîðåìà ïðàêòè÷å-
ñêè íåïðèìåíèìà (äàæå ïðè n ≈ 1012, èìååì
d 6 104/5 ≈ 6, 31) � ýòîò íåäîñòàòîê óñòðàí¼í;

2) λ = 3 � íåîáõîäèìî óòî÷íåíèå ìîäåëè.

Â ðàìêàõ ìîäåëè Áîëëîáàøà-Ðèîðäàíà ïîëó÷åíû
îöåíêè ðàñïðåäåëåíèé (ïðè ðàçíûõ å¼ ìîäèôèêàöè-
ÿõ/óïðîùåíèÿõ è îãðàíè÷åíèÿõ íà ïàðàìåòðû)

� âòîðûõ ñòåïåíåé âåðøèí;

� êîëè÷åñòâà ð¼áåð ìåæäó âåðøèíàìè çàäàííûõ
ñòåïåíåé;

� êëàñòåðíûõ êîýôôèöèåíòîâ;

� ÷èñëà êîïèé ôèêñèðîâàííîãî ãðàôà: òðåóãîëüíè-
êîâ (â ìîäåëè � ∼ Θ(ln3 n), à ðåàëüíî � ∼ nα),
òåòðàýäðîâ è ò.ä.; íàëè÷èå êëèê îáúÿñíÿåòñÿ äåé-
ñòâèÿìè ñïàìåðîâ, êîòîðûå èñêóññòâåííî ðàññòàâ-
ëÿþò ññûëêè, æåëàÿ ïîâûñèòü ðåéòèíãè ñàéòîâ,
çàïëàòèâøèõ çà ðàñêðóòêó;

� ïåéäæðàíêà.

Òåîðåòè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ â ðàçíîé ñòåïåíè ñîâ-
ïàäàþò ñ ýìïèðè÷åñêè íàáëþäàåìûìè.

Ñïàì â ìîäåëè Áîëëîáàøà-Ðèîðäàíà íå ó÷ò¼í, ÷òî
òàêæå å¼ ìèíóñ.
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Ïîñëå Áîëëîáàøà-Ðèîðäàíà

1. Ìîäåëü Áàêëè-Îñòãàóçà (2004) � óòî÷íåíèå ìîäåëè
Áàðàáàøè-Àëüáåðò.

Ñòðîèòñÿ ñëó÷éíûé ãðàô Hn
a,m, a � íà÷àëüíàÿ ïðè-

òÿãàòåëüíîñòü âåðøèíû, ïàðàìåòð ìîäåëè.

1. Íà÷èíàåì ñ ãðàôà Hn
a,1 ñ îäíîé âåðøèíîé è îäíîé

ïåòë¼é.

2. Êîãäà ãðàô Hn
a,1 ñ âåðøèíàìè {1, . . . , n} è n

ïåòëÿìè ïîñòðîåí, äîáàâèì ê íåìó âåðøèíó n+1
è ðåáðî (n+ 1, i), i ∈ {1, . . . , n+ 1}, ïðè ýòîì

� ïåòëÿ (n+1, n+1) âîçíèêíåò ñ âåðîÿòíîñòüþ
a

(a+1)n+1 ;

� ðåáðî (n + 1, i) âîçíèêíåò ñ âåðîÿòíîñòüþ
deg i−1+a
(a+1)n+1 , ãäå deg i � ñòåïåíü âåðøèíû i â
ãðàôå Hn

a,1.

Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé çàäàíî êîððåêòíî
(
∑

P = 1) è ïðè a = 1 èìååì ìîäåëü Áîëëîáàøà-
Ðèîðäàíà.

3. Ãðàô Hn
a,m ñòðîèòñÿ, êàê è Gn

m.

2. Ìîäåëü Ìîðè � ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ ìîäåëüþ Áàêëè-
Îñòãàóçà.

Ñòðîèòñÿ ñëó÷éíûé ãðàô H
(n)
β,m, çà ïðèòÿãàòåëü-

íîñòü âåðøèíû îòâå÷àåò ïàðàìåòð β.

1. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èìååì ãðàô H
(2)
β,1 ñ

äâóìÿ âåðøèíàìè è ðåáðîì ìåæäó íèìè.
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2. Êîãäà ãðàô H
(n)
β,1 ñ âåðøèíàìè {1, . . . , n} è n

ïåòëÿìè ïîñòðîåí, äîáàâèì ê íåìó âåðøèíó n+1
è ðåáðî (n + 1, i), i ∈ {1, . . . , n} (ïåòåëü íåò),
ïðè ýòîì ðåáðî (n + 1, i) âîçíèêíåò ñ âåðîÿòíî-

ñòüþ
deg i+ β

(β + 2)n− 2
, ãäå deg i � ñòåïåíü âåðøèíû

i â ãðàôå H(n)
β,1 .

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíî-
ñòåé çàäàíî êîððåêòíî è ïðè β = 0 èìååì ìîäåëü
Áîëëîáàøà-Ðèîðäàíà.

3. Ãðàô H
(n)
β,m ñòðîèòñÿ, êàê è Gn

m, ïðè ýòîì ïîÿâ-
ëÿþòñÿ ïåòëè. Â ýòèõ ìîäåëÿõ îöåíêè íåêîòîðûõ
ïàðàìåòðîâ óëó÷øàþòñÿ, íî äëÿ êëàñòåðíûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ è ÷èñëà òðåóãîëüíèêîâ óëó÷øåíèé
íåò.

Ïðåäëîæåíû è äðóãèå ìîäåëè Èíòåðíåòà:

� Áîëëîáàøà-Áîîãñà-Ðèîäàíà-×àéåñ (2003);
� ìîäåëü êîïèðîâàíèÿ (2000);
� Êóïåðà-Ôðèçà (2003);
� Õîëìà-Êèìà (2002).

7.5 Ïåéäæðàíê

Ïåéäæðàíê PR(i) � õàðàêòåðèñòèêà âåðøèíû i
âåá-ãðàôà (V,E), óòî÷íÿþùàÿ ïîíÿòèå 1-é ñòåïåíè, 2-é
ñòåïåíè è ò.ä.
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PR(i) = d
∑
j→i

PR(j)

outdeg j
+

+
d

|V |
∑

j ∈{ v∈V | outdeg v=0 }

PR(j) +
1− d
|V |

,

ãäå d ∈ (0, 1) � äåìïôèðóþùèé ôàêòîð (êîíñòàíòà).
Ïåéäæðàíê (PageRank) ñòðàíèöû �
� ó÷èòûâàåò íå òîëüêî êîëè÷åñòâî ññûëîê íà íå¼, íî
è èõ êà÷åñòâî;

� = ñóììå êà÷åñòâ ñòðàíèö, ññûëàþùèõñÿ íà äàí-
íóþ, íîðìèðàâàííàÿ ÷èñëîì èñõîäÿùèõ èç íèõ
ññûëîê.

(1−d) � âåðîÿòíîñòü òåëåïîðòàöèè: ñ÷èòàåì, ÷òî
ïîëüçîâàòåëü ïðè áëóæäàíèè ïî ñåòè ñ âåðîÿòíîñòüþ
d ïåðåõîäèò ïî ññûëêå, à ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − d � íà
ñëó÷àéíóþ ñòðàíèöó ⇒ âîçìîæåí ïåðåõîä íà ëþáóþ
ñòðàíèöó.

Ïðèìåð 7.2. 1.


PR(A) = d · PR(A) +

d

2
· PR(B) +

1− d
2

,

PR(B) =
d

2
· PR(B) +

1− d
2

.
PR(A) =

1

2− d
,

PR(B) =
1− d
2− d

. d ∈ (0, 1) ⇒ PR(A) > PR(B).
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Íàïðèìåð, ïðè d = 0,85: PR(A) = 0,87, PR(B) = 0,13.

2.

outdeg A = 3
outdeg B = 2
outdeg C = 2



PR(A) = d

(
PR(A)

3
+
PR(C)

2

)
+

1− d
3

,

PR(B) = d

(
PR(A)

3
+
PR(B)

2

)
+

1− d
3

,

PR(C) = d

(
PR(A)

3
+
PR(B)

2
+
PR(C)

2

)
+

1− d
3

.

Ïðè d ∈ (0, 1) : PR(C) > PR(A) > PR(B),
d = 0,85⇒ PR(C) ≈ 0,45, PR(A) ≈ 0,29, PR(B) ≈ 0,26.

Ïåéäæðàíê ïðèäóìàëè Ë. Ïåéäæ è Ñ. Áðèí � îñíîâà-
òåëè ïîèñêîâîé ñèñòåìû Google (1998).

Ëîóðåíñ ¾Ëàððè¿ Ïåéäæ

(Lawrence ¾Larry¿ Page, 1973)
� ïîëó÷èë ñòåïåíè áàêàëàâðà â
Ìè÷èãàíñêîì è ìàãèñòðà � â
Ñòýíôîðäñêîì óíèâåðñèòåòå.

Ñ 2011 ã. � ãëàâíûé èñïîëíèòåëüíûé äèðåêòîð Google.
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Ñåðãåé Ìèõàéëîâè÷ Áðèí

(àíãë. Sergey Brin, 1973)
� äîñðî÷íî ïîëó÷èë äèïëîì
áàêàëàâðà â Ìýðèëåíäñêîì
óíèâåðñèòåòå.
Ðîäèòåëè Ñåðãåÿ Áðèíà � âûïóñêíèêè Ìåõìàòà ÌÃÓ
(1970 è 1971 ãîäîâ).

Ë. Ïåéäæ è Ñ. Áðèí âõîäÿò â ÷èñëî ñàìûõ áîãàòûõ
ëþäåé ïëàíåòû (17-å è 20-å ìåñòà â Forbes-2014 ).

Ïåéäæðàíê: âû÷èñëåíèå.
Â èñõîäíîé ìîäåëè Áîëëîáàøà-Ðèîðäàíà Gn

m ïåé-
äæðàíê íå ñ÷èòàëè (òàì òðóäíî ðàáîòàòü ñ ïåòëÿìè).

Ïîçæå áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ
ïåéäæðàíêà â åù¼ îäíîé êîíêðåòèçàöèè ìîäåëè
Áîëëîáàøè-Àëüáåðò:

� íà÷èíàåì ñ âåðøèíû 0 áåç ïåòåëü, íî ïîëàãàåì å¼
âåñ m;

� äîáàâëÿåì âåðøèíó 1 è èç íå¼ ñòàâèì m ññûëîê
íà 0, ïîëàãàåì âåñ âåðøèíû 0 ðàâíûì 2m, à âåñ
1 � m;

� äàëüíåéøèå âåðøèíû, ïîÿâëÿÿñü íà ñâåò, âûñòàâ-
ëÿþò ñâîè m ññûëîê íåçàâèñèìî, êàæäóþ ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé âåñàì ñóùåñòâóþ-
ùèõ âåðøèí, êîòîðûå ðàâíû ñóììå èõ âõîäÿùèõ
ñòåïåíåé è m:

P[n+1→ i] =
indeg i+m

n∑
k=0

(indeg k +m)
=

indeg i+m

2mn+m
.
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Ïîêàçàíî, ÷òî â äàííîé ìîäåëè ïëîòíîñòü ïåé-

äæðàíêà pn(x) ≈ Θ
(
x−

3+d
1+d

)
� ñòåïåííîé çàêîí.

Ïðè d = 0, 85 λ ≈ 2, 1, ÷òî áëèçêî ê ýìïèðè÷åñêèì
äàííûì.

Ïðèìåð 7.3 (âû÷èñëåíèÿ PageRank).

PR(C) > PR(E), õîòÿ indeg C < indeg E, íî ññûë-
êà íà C èñõîäèò èç î÷åíü âàæíîé ñòðàíèöû B ⇒ îíà
èìååò áîëüøîé âåñ.

Áåç òåëåïîðòàöèè âñå ïîëüçîâàòåëè â êîíå÷íîì èòî-
ãå ïîïàäàþò íà ñòðàíèöû A, B èëè Ñ. Ïðè íàëè÷èè
òåëåïîðòàöèè èç À ìîæíî ïîïàñòü íà ëþáóþ ñòðàíèöó
â ýòîé Ñåòè, äàæå ïðè indeg A = 0.
Ìîäåëü ïîèñêà â èíòåðíåò

� Ñòðàíèöû Èíòåðíåòà íåýêâèâàëåíòíû è ýòà
íåýêâèâàëåíòíîñòü îïèñûâàåòñÿ âåëè÷èíîé
PR(v), v ∈ Vn.
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� Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà ìåæäó ñòðàíèöàìè ñîäåð-
æàò äâå êîìïîíåíòû: îáóñëîâëåííóþ ðåàëüíûìè
ñâÿçÿìè ìåæäó íèìè è âîçìîæíîñòüþ ïîïàäàíèÿ
íà ëþáóþ ñòðàíèöó (òåëåïîðòàöèÿ).

� Åñëè ïî çàïðîñó ïîëüçîâàòåëÿ íàéäåíî ìíîæåñòâî
ñòðàíèö W ⊂ Vn, òî ðåëåâàíòíóþ èíôîðìàöèþ
íóæíî èñêàòü íà ñòðàíèöàõ, èìåþùèõ íàèáîëü-
øåå çíà÷åíèå PR(v), v ∈ W .

� Â íàñòîÿùåå âðåìÿ êëàññè÷åñêèå ïåéäæðàíêè óæå
íå óïîòðåáëÿþòñÿ.

Íàäñòðîéêà äëÿ áðàóçåðà Google Toolbar

� PageRank êàæäîé âåá-ñòðàíèöû � öåëîå ÷èñëî îò
0 äî 10 (âàæíîñòü ýòîé ñòðàíèöû ñ òî÷êè çðåíèÿ
Google).

� Ìåõàíèçì ðàñ÷¼òà PageRank è ÷òî â òî÷íîñòè îáî-
çíà÷àåò ýòî çíà÷åíèå, íå ðàñêðûâàåòñÿ.

� Ïî íåêîòîðûì äàííûì, ýòè çíà÷åíèÿ îáíîâëÿþòñÿ
ëèøü íåñêîëüêî ðàç â ãîä è ïîêàçûâàþò çíà÷åíèÿ
PageRank ñòðàíèö íà ëîãàðèôìè÷åñêîé øêàëå.

Çàìå÷åíà îñîáåííîñòü: Page Rank âûøå 5 ìî-
ãóò ïîëó÷èòü ñàéòû òîëüêî äîâîëüíî ñòàðûå èëè
î÷åíü áîëüøèå ïðîåêòû (ñàéòû) ñ áîëüøèì êîëè-
÷åñòâîì ïîñåùåíèé.

� Ïîèñêîâàÿ ñèñòåìà Google èñïîëüçóåò áîëåå 200
ðàíæèðóþùèõ ñèãíàëîâ, ëèøü îäíèì èç êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ PageRank, íî îí äî ñèõ ïîð èãðàåò ñó-
ùåñòâåííóþ ðîëü.
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Áîðüáà ñî ñïàìîì

Ëèíêîâûå êîëüöà: ññûëêè ïî êðóãó. Êàê ¾ðàêðóòèòü¿
ñàéò S � îí äîëæåí ïîìåñòèòüñÿ â ÒÎÏ âûäà÷è ïîèñêà?

Æóëüíè÷åñêèé ìåòîä: çàïëàòèòü ñ ñàéòàìè S1...Sn,
êîòîðûå îáëàäàþò âûñîêèì èíäåêñîì öèòèðîâàíèÿ,
÷òîáû îíè ññûëàëèñü íà S.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîèñêîâîé ñèñòåìû, ñàéò, ïðîöè-
òèðîâàííûé ðåñïåêòàáåëüíûì ñàéòîì, ðåçêî ïîâûøàåò
ñâîé ¾âåñ¿ ïðè ðàíæèðîâàíèè â õîäå ñîñòàâëåíèÿ ñïèñ-
êà âûäà÷è ïî çàïðîñó.

1. Ñàìîå ïðîñòîå � ññûëêè ïî êðóãó: S1 ñòàâèë
ññûëêó íà S2, S2 � íà S3, ..., Sn � íà S1.

Ýòî ¾ëèíêîâîå êîëüöî¿. Òàêóþ ñõåìó áûñòðî íàó÷è-
ëèñü îòëàâëèâàòü, íî íàçâàíèå îñòàëîñü.

2. Ñåé÷àñ òèïè÷íàÿ êîíñòðóêöèÿ � äâóäîëüíûé
ãðàô.

Òàêèõ ëèíêîâûõ êîëåö � ñîòíè òûñÿ÷.
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Çàäà÷à ïîèñêîâîé ñèñòåìû � àâòîìàòè÷åñêîì âû-
ÿâèòü òàêèå èñêóññòâåííî çàâûøåííûå ¾èíäåêñû öèòè-
ðîâàíèÿ¿.

Êàê ìîæíî îáíàðóæèòü ìîøåéíè÷åñòâî

1) ðàçðàáàòûâàþò àäåêâàòíóþ ìîäåëü èíòåðíåòà áåç
ñïàìà;

2) ïîäñ÷èòûâàþò âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè
òåõ èëè èíûõ ãðàôîâûõ ñòðóêòóð â ïîñòðîåí-
íîé ìîäåëè è â ¾ïîäîçðèòåëüíîì¿ ôðàãìåíòå
èíòåðíåòà;

3) åñëè äàííûå õàðàêòåðèñòèêè ñóùåñòâåííî îòëè÷à-
þòñÿ, òî, ñêîðåå âñåãî, îáíàðóæåíî êîëüöî.

Íàïðèìåð, äëÿ äàííîãî äâóäîëüíîãî ôðàãìåíòà íà-
õîäÿò ðåàëüíîå êîëè÷åñòâî µ ð¼áåð ìåæäó äîëÿìè è ìà-
òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå M òàêèõ ð¼áåð â ìîäåëè.
Åñëè M � µ, òî, ñêîðåå âñåãî, äàííàÿ ñòðóêòóðà àíî-
ìàëüíàÿ.

Ìîæíî ïîäñ÷èòûâàòü #âåðøèí äàííîé ñòåïåíè,
#òðåóãîëüíèêîâ, ïàðìåòðû ñâÿçàííîñòè...

Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ îøèáîê (èõ öåíà ìîæåò áûòü î÷åíü
áîëüøîé), ñàéòàì ïðèñâàèâàþò íåêîòîðóþ ÷èñëîâóþ
õàðàêòåðèñòèêó, çàâèñÿùóþ îò M è µ, êîòîðàÿ çàòåì
ó÷èòûâàåòñÿ ïðè ðàíæèðîâàíèè äîêóìåíòîâ ïî çàïðî-
ñó.
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7.6 Çàäà÷è ñ ðåøåíèÿìè

Çàäà÷à 7.1. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

R(k, l) 6 R(k − 1, l) +R(k, l − 1), k > 2, l > 2.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî R(2, l) = 2 è R(k, 2) = k.
Ïðèìåíèì ìàòåìàòè÷åñêóþ èíäóêöèþ ïî ÷èñëó
s = k + l.
Ïî äîêàçàííîìó ðàíåå

6 = R(3, 3) 6 R(3, 2) +R(2, 3) = 3 + 3.

Ïóñòü ñóùåñòâîâàíèå ÷èñåë R(k − 1, l) è R(k, l − 1)
óñòàíîâëåíî.

Ðàññìîòðèì ïîëíûé n-ãðàô, ãäå n = R(k − 1, l) +
R(k, l−1), ð¼áðà êîòîðîãî îêðàøåíû â êðàñíûé è ñèíèé
öâåòà.

Îáîçíà÷èì

v � ïðîèçâîëüíî âûáðàííóþ âåðøèíó ãðàôà;
Vr � ìíîæåñòâî âåðøèí, ñîåäèí¼ííûõ ñ v êðàñíûì

ðåáðîì, |Vr| = n1;
Vb � ìíîæåñòâî âåðøèí, ñîåäèí¼ííûõ ñ v ñèíèì

ðåáðîì, |Vb| = n2.

Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

n = n1 + n2 = R(k − 1, l) +R(k, l − 1).

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ

1) n1 > R(k − 1, l), n2 < R(k, l − 1);
2) n2 > R(k − 1, l), n1 < R(k − 1, l).
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Â ñëó÷àå 1) ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñëà R(k−1, l) â ïîä-
ãðàôå Vr íàéäóòñÿ îäíîöâåòíûå ëèáî ñèíèé l-ïîäãðàô,
ëèáî êðàñíûé k− 1-ïîäãðàô, è òîãäà äîáàâëÿÿ ê êðàñ-
íîìó k−1-ïîäãðàôó âåðøèíó v ïîëó÷èì îäíîöâåòíûé
êðàñíûé k-ïîäãðàô.

Ñëó÷àé 2) ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Çàäà÷à 7.2. Ïîêàçàòü, ÷òî R(4, 3) > 8.

Ðåøåíèå. Â ïðàâèëüíîì 8-óãîëüíèêå ðàñêðàñèì

� ñòîðîíû è äèàãîíàëè, ñîåäèíÿþùèå ïðîòèâîïî-
ëîæíûå âåðøèíû â êðàñíûé öâåò,

� îñòàëüíûå äèàãîíàëè � â ñèíèé.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ïðîèçâîëüíûå ñîâîêóïíîñòè

èç 3 è 4 âåðøèí 8-óãîëüíèêà.
Òîãäà èç ëþáûõ 3 âåðøèí

íàéä¼òñÿ ïàðà ëèáî
ïðîòèâîïîëîæíûõ,
ëèáî íåñîñåäíèõ,

è ïîýòîìó ñèíåãî 3-ïîäãðàôà íåò.

Èç ëþáûõ 4 âåðøèí íàéäóòñÿ ëèáî 2 ñîñåäíèå, ëèáî 2
ïðîòèâîïîëîæíûå, ïîýòîìó êðàñíîãî 4-ïîäãðàôà íåò.

Çàäà÷à 7.3. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

R(k, l) 6 Ck−1
m+k−2, k > 2, l > 2.
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Ðåøåíèå. Ïðèìåíÿåì ìàòåìàòè÷åñêóþ èíäóêöèþ ïî
÷èñëó s = k + l.

Åñëè s = 6, ò.å. k = l = 3, òî íåðàâåíñòâî

6 = R(3, 3) 6 C3−1
3+3−2 = C2

4 = 6

âûïîëíÿåòñÿ.
Ïóñòü R(k−1, l) 6 Ck−2

k+l−3, R(k, l−1) 6 Ck−1
k+l−3.

Òîãäà, èñïîëüçóÿ äîêàçàííîå â çàäà÷å 7.1 íåðàâåí-
ñòâî

R(k, l) 6 R(k − 1, l) +R(k, l − 1), k > 2, l > 2

è ñâîéñòâî áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ, ïîëó÷èì
îöåíêó

R(k, l) 6 R(k−1, l)+R(k, l−1) 6 Ck−2
k+l−3 +Ck−1

k+l−2 =

= Ck−1
k+l−2.

Çàäà÷à 7.4. Íàéòè ðàñêðàñêó â äâà öâåòà ïîëíîãî 13-
ãðàôà òàêóþ, ÷òî íè îäèí 3-ïîäãðàô íå ÿâëÿåòñÿ êðàñ-
íûì è íè îäèí 5-ïîäãðàô íå ÿâëÿåòñÿ ñèíèì.

Ðåøåíèå. Çàíóìåðóåì âåðøèíû 13-ãðàôà ÷èñëàìè îò 0
äî 12.

Ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíû i è j áóäåì ðàñêðà-
øèâàòü â êðàñíûé öâåò, åñëè i−j ≡13 2 èëè i−j ≡13 3,
à îñòàëüíûå � â ñèíèé.
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Êðàñíûé ïîäãðàô Ñèíèé ïîäãðàô


