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ÀííîòàöèÿÄàííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ êîìáèíàòîðíîé òåîðèè íàäåæíîñòè îáó-÷åíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì [4, 3, 5]. Îñíîâíîé öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëå-äîâàíèå âëèÿíèÿ ýôôåêòîâ ñõîäñòâà è ðàññëîåíèÿ íà âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿè ðàñøèðåíèå êëàññà ñåìåéñòâ àëãîðèòìîâ, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíî ïîëó÷åíèå÷èñëåííî òî÷íûõ îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ.Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ îáîáùåíèå òåîðåòèêî-ãðóïïîâîãî ïîäõîäà [7], óïðî-ùàþùåãî ïîëó÷åíèå òî÷íûõ îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ â ñëó÷àÿõ, êîãäàñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ îáëàäàåò îïðåäåë¼ííîé ñèììåòðèåé. Âûâîäÿòñÿ òî÷íûåîöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ òðåõ ìîäåëüíûõ ñåìåéñòâ �øàðà àëãî-ðèòìîâ, íèæíèõ ñëîåâ øàðà è ïåðåñå÷åíèÿ øàðà ñî ñëîåì àëãîðèòìîâ. Ýêñïå-ðèìåíòàëüíî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ó÷¼ò ñõîäñòâà àëãîðèòìîâ ñóùåñòâåííî óëó÷-øàåò òî÷íîñòü îöåíîê. Ïîêàçûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü àïïðîêñèìàöèè âåðîÿòíîñòèïåðåîáó÷åíèÿ ðàññëîåííûõ ñåìåéñòâ íåñêîëüêèìè èõ íèæíèìè ñëîÿìè.Â ïðàêòè÷åñêîé ÷àñòè ðàáîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ âòî-ðè÷íîé ñòðóêòóðû áåëêà ïî åãî ïåðâè÷íîé ñòðóêòóðå. Ïðåäëàãàþòñÿ àëãîðèòìûïîèñêà ëîêàëüíûõ çàêîíîìåðíîñòåé. Èññëåäóþòñÿ ýôôåêòû ðàññëîåíèÿ è ñõîä-ñòâà â ñåìåéñòâàõ çàêîíîìåðíîñòåé. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî, áëàãîäàðÿ ýôôåêòóðàññëîåíèÿ, âûáîð èíôîðìàòèâíûõ çàêîíîìåðíîñòåé áàçå áåëêîâ PDB (ProteinData Bank) ïðàêòè÷åñêè íå ïîäâåðæåí ïåðåîáó÷åíèþ.
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1 ÂâåäåíèåÑ ÿâëåíèåì ïåðåîáó÷åíèÿ ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷êëàññèôèêàöèè, ðåãðåññèè, ïðîãíîçèðîâàíèÿ. Îíî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî àëãîðèòì,íàéäåííûé ïî êðèòåðèþ ìèíèìóìà ÷àñòîòû îøèáîê íà îáó÷àþùåé âûáîðêå, ìîæåòçíà÷èòåëüíî ÷àùå îøèáàòüñÿ íà íåçàâèñèìîé êîíòðîëüíîé âûáîðêå. Çíàíèå òî÷íîãîçíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ïîçâîëèëî áû óïðàâëÿòü ïðîöåññîì îáó÷åíèÿè ñòðîèòü áîëåå íàäåæíûå àëãîðèòìû.Êëàññè÷åñêèå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ, ïðåäëîæåííûå Â.Í.Âàïíèêîìè À.ß.×åðâîíåíêèñîì [1, 2], ñèëüíî çàâûøåíû. Íåñìîòðÿ íà ìíîãî÷èñëåííûå ïî-ïûòêè óëó÷øåíèÿ òî÷íîñòè îöåíîê, ïðåäïðèíÿòûå ñ òåõ ïîð, ïðîáëåìà çàâûøåí-íîñòè îñòàåòñÿ îòêðûòîé. Ñåðèÿ ýêñïåðèìåíòîâ [5, 4] ïîêàçàëà, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ÷èñëåííî òî÷íûõ îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ íåîáõîäèì îäíîâðåìåííûé ó÷åòäâóõ ñâîéñòâ ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ � ñòåïåíè ñõîäñòâà àëãîðèòìîâ âíóòðè ñåìåé-ñòâà è ðàññëîåíèÿ ñåìåéñòâà ïî óðîâíÿì ÷àñòîòû îøèáîê.Â [3] ïðåäëîæåíà êîìáèíàòîðíàÿ òåîðèÿ íàäåæíîñòè îáó÷åíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì,ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷àòü òî÷íûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ. Îñíîâíîé öåëüþäàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ýôôåêòîâ ñõîäñòâà è ðàññëîåíèÿ íàâåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ, à òàêæå ðàñøèðåíèå êëàññà ñåìåéñòâ àëãîðèòìîâ, äëÿêîòîðûõ âîçìîæíî ïîëó÷åíèå òî÷íûõ êîìáèíàòîðíûõ îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó-÷åíèÿ.Â ðàçäåëå 1 îïðåäåëÿþòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ïðèâîäÿòñÿ êëàññè÷åñêèå îöåíêè.Â ðàçäåëå 2 ïðåäëàãàåòñÿ îáîáùåíèå òåîðåòèêî-ãðóïïîâîãî ïîäõîäà [7].Â ðàçäåëàõ 3 è 4 âûâîäÿòñÿ òî÷íûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ òð¼õìîäåëüíûõ ñåìåéñòâ àëãîðèòìîâ, è íà èõ ïðèìåðå èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå ðàññëîåíèÿ èñõîäñòâà àëãîðèòìîâ íà âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ.Â ðàçäåëå 5 èññëåäóåòñÿ ïåðåîáó÷åíèå ëîãè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé â ïðèêëàä-íîé çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ âòîðè÷íîé ñòðóêòóðû áåëêà.1.1 Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿÏóñòü çàäàíû ìíîæåñòâî îáúåêòîâ X = {x1, x2, . . . , xL}, ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ
A = {a1, a2, . . . aD} è èíäèêàòîð îøèáêè � áèíàðíàÿ ôóíêöèÿ I : X × A → {0, 1}:

I(a, x) =
[àëãîðèòì a îøèáàåòñÿ íà îáúåêòå x

]
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Àëãîðèòìû çàäàþòñÿ ñâîèìè áèíàðíûìè âåêòîðàìè îøèáîê a ≡
(
I(a, xi)

)L

i=1äëèíû L. Òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ñèñòåìû âñåõ âîçìîæíûõìíîæåñòâ àëãîðèòìîâ 2A (A = {0, 1}L � ìíîæåñòâî âñåõ áèíàðíûõ âåêòîðîâ äëè-íû L). Ìàòðèöåé îøèáîê íàçûâàåòñÿ D×L-ìàòðèöà, ñòðîêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿâåêòîðû îøèáîê àëãîðèòìîâ èç ìíîæåñòâà A. ×èñëî îøèáîê àëãîðèòìà a íà âûáîð-êå X ⊆ X âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
n(a, X) =

∑

x∈X

I(a, x).×àñòîòîé îøèáîê àëãîðèòìà a íà âûáîðêå X ⊆ X (åãî ýìïèðè÷åñêèì ðèñêîì)íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà
ν(a, X) =

n(a, X)

|X|
.Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî öåëîãî ÷èñëà ` îáîçíà÷èì [X]` ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõâûáîðîê X ⊆ X.Ìåòîäîì îáó÷åíèÿ íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå µ : [X]` → A, ñòàâÿùåå â ñîîòâåò-ñòâèå ïðîèçâîëüíîé âûáîðêå X äëèíû ` íåêîòîðûé àëãîðèòì a èç ñåìåéñòâà A.Ìåòîä îáó÷åíèÿ µ, ìèíèìèçèðóþùèé ÷èñëî îøèáîê íà îáó÷àþùåé âûáîðêå

X ⊆ X, íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà (ÌÝÐ):
µX = arg min

a∈A
n(a, X). (1.1)Óêëîíåíèåì ÷àñòîò îøèáîê àëãîðèòìà a íà ðàçáèåíèè X íàçûâàåòñÿ âåëè÷è-íà δ(a, X) = ν

(
a, X̄

)
− ν(a, X). Âåëè÷èíó δµ(X) = ν (µX, X\X) − ν (µX, X) áóäåìíàçûâàòü ïåðåîáó÷åííîñòüþ ìåòîäà µ íà âûáîðêå X. Â ñëó÷àå áîëüøîãî óêëîíåíèÿ÷àñòîò δµ(X) > ε, ãäå ε�ôèêñèðîâàííûé ïîðîã ïåðåîáó÷åíèÿ, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òîìåòîä µ ïåðåîáó÷åí íà âûáîðêå X.Îñíîâíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ �âåðîÿòíî-ñòè áîëüøîãî óêëîíåíèÿ ÷àñòîò îøèáîê âûáèðàåìûõ ìåòîäîì µ àëãîðèòìîâ íà êîí-òðîëüíîé âûáîðêå X̄ = X\X ïî ñðàâíåíèþ ñ îáó÷àþùåé âûáîðêîé X.Ñëåäóÿ êîìáèíàòîðíîìó ïîäõîäó [3], áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì `âñå C`

L ðàçáèåíèé ãåíåðàëüíîé âûáîðêè X íà íàáëþäàåìóþ îáó÷àþùóþ X äëèíû `è êîíòðîëüíóþ X̄ äëèíû k, ðàâíîâåðîÿòíû, k + ` = L. Òîãäà âåðîÿòíîñòü áîëüøîãîóêëîíåíèÿ ÷àñòîò îøèáîê ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå:
Qε(µ, X) = P [δµ(X) > ε] =

1

C`
L

∑

X⊆[X]`

[δµ(X) > ε] ,4



à âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ àëãîðèòìà a ∈ A â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ � â âèäå
P [µX = a] =

1

C`
L

∑

X⊆[X]`

[µX = a] .1.2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÊëàññè÷åñêèå îöåíêè Âàïíèêà-×åðâîíåíêèñà [2] (äàëåå VC-îöåíêè) â ðàìêàõêîìáèíàòîðíîãî ïîäõîäà ìîãóò áûòü çàïèñàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì [5]:
Qε(µ, X) 6

L∑

m=dεke

∆mH l,m
L

(
l
L
(m − εk)

)
6

6 |A| max
m=0,...,L

H l,m
L

(
l
L
(m − εk)

)
, (1.2)ãäå ∆m� êîýôèöèåíò ðàçíîîáðàçèÿ m-ãî ñëîÿ (ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ Am, äîïóñêà-þùèõ ðîâíî m îøèáîê íà ãåíåðàëüíîé âûáîðêå X), ðàâíûé ÷èñëó ðàçëè÷íûõ àëãî-ðèòìîâ m-ãî ñëîÿ; H`,m

L (z)� ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ:
H`,m

L (z) =

bzc
∑

s=max(0,m−k)

Cs
mC`−s

L−m

C`
L

.Èçâåñòíî, ÷òî VC-îöåíêè ñèëüíî çàâûøåíû, à â íàèáîëåå èíòåðåñíûõ äëÿ ïðàê-òèêè ñëó÷àÿõ ìàëûõ âûáîðîê è ñëîæíûõ ñåìåéñòâ àëãîðèòìîâ ïðåâîñõîäÿò åäèíèöó.Â [4, 3] ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíû îñíîâíûå ïðè÷èíû çàâûøåííîñòèVC-îöåíîê. Äåëî â òîì, ÷òî VC-îöåíêè ó÷èòûâàþò ëèøü ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû îøè-áîê, íî íå ó÷èòûâàþò å¼ ñîäåðæèìîå. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ îöåíîê íåîáõîäèìîîäíîâðåìåííî ó÷èòûâàòü ýôôåêòû ñõîäñòâà è ðàññëîåíèÿ â ñåìåéñòâå àëãîðèòìîâ.
• Ðàññëîåíèå: ñåìåéñòâà, èñïîëüçóåìûå äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, îáû÷-íî ñîäåðæàò îòíîñèòåëüíî ìàëî ¾õîðîøèõ¿ àëãîðèòìîâ â íèæíèõ ñëîÿõè îãðîìíîå ÷èñëî ¾íåïîäõîäÿùèõ¿ àëãîðèòìîâ â âåðõíèõ ñëîÿõ. Àëãîðèòì,äîïóñêàþùèé á�îëüøåå ÷èñëî îøèáîê, èìååò ìåíüøóþ âåðîÿòíîñòü áûòü âû-áðàííûì íà ýòàïå îáó÷åíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àëãîðèòìû èç âåðõíèõ ñëî¼âôàêòè÷åñêè íå âíîñÿò âêëàäû â âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ.
• Ñõîäñòâî: â ðåàëüíûõ ñåìåéñòâàõ äëÿ êàæäîãî àëãîðèòìà, êàê ïðàâèëî, íà-õîäèòñÿ íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî äðóãèõ àëãîðèòìîâ, ïîõîæèõ íà íåãî â ñìûñëåìåòðèêè Õýììèíãà. ×åì ¾ïëîòíåå¿ ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ, òî åñòü ÷åì áîëüøåâ í¼ì ïîõîæèõ àëãîðèòìîâ, òåì ñèëüíåå çàâûøåíî íåðàâåíñòâî Áóëÿ, èñïîëü-çóåìîå ïðè âûâîäå VC-îöåíîê, è, êàê ñëåäñòâèå, ñàìè VC-îöåíêè.5



Â äàííîé ðàáîòå âëèÿíèå ýôôåêòîâ ñõîäñòâà è ðàññëîåíèÿ íà âåðîÿòíîñòü ïåðå-îáó÷åíèÿ èññëåäóåòñÿ íà ïðèìåðå ÷åòûðåõ ìîäåëüíûõ ñåìåéñòâ:
1) ñëîé 2) ñëîé øàðà 3) øàð 4) íèæíèå ñëîè øàðà1. Ñåìåéñòâî, ñîñòîÿùåå èç ñëó÷àéíûõ àëãîðèòìîâ m-ãî ñëîÿ, íå îáëàäàåò íè ðàñ-ñëîåíèåì, íè ñâÿçíîñòüþ.2. Ñåìåéñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ àëãîðèòìîâ m-ãî ñëîÿ õýììèíãîâà øàðà ðàäèóñà rñ öåíòðîì â íåêîòîðîì àëãîðèòìå a0 èç m-ãî ñëîÿ, n (a0, X) = m. Ýòî ñåìåéñòâîíå îáëàäàåò ýôôåêòîì ðàññëîåíèÿ, íî îáëàäàåò ýôôåêòîì ñõîäñòâà, ïðè÷¼ìÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå ¾íàèáîëåå ïëîòíûì¿.3. Õýììèíãîâ øàð� ýòî ñåìåéñòâî ñî ñõîäñòâîì è ðàññëîåíèåì.4. Íàêîíåö, t íèæíèõ ñëî¼â õýììèíãîâà øàðà� ýòî ñåìåéñòâî, ïîçâîëÿþùåå èñ-ñëåäîâàòü ýôôåêò ðàññëîåíèå âíóòðè õýììèíãîâà øàðà.2 Ñèììåòðèè ñåìåéñòâ àëãîðèòìîâÌåòîä ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà, ââåäåííûé â ïåðâîé ãëàâå, ñâÿçàíñî ñëåäóþùåé íåîäíîçíà÷íîñòüþ: â ñåìåéñòâå A ⊆ A ìîæåò îêàçàòüñÿ íåñêîëüêîàëãîðèòìîâ, ìèíèìèçèðóþùèõ (1.1): |A(X)| > 1, ãäå

A(X) = Arg min
a∈A

n(a, X).Â [4] ââîäèòñÿ ìåòîä ïåññèìèñòè÷åñêîé ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà(ÏÌÝÐ), êîòîðûé â ýòîì ñëó÷àå âûáèðàåò àëãîðèòì èç A(X) ñ ìàêñèìàëüíûì ÷èñ-ëîì îøèáîê íà êîíòðîëüíîé âûáîðêå X̄:
µX ∈ Arg max

a∈A(X)
n(a, X̄).6



Åñëè è òàêèõ àëãîðèòìîâ îêàçûâàåòñÿ íåñêîëüêî, òî âûáèðàåòñÿ àëãîðèòì ñ áîëü-øèì ïîðÿäêîâûì íîìåðîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòîðûì ôèêñèðîâàííûì ëèíåéíûìïîðÿäêîì íà ìíîæåñòâå àëãîðèòìîâ A.Ìåòîä ïåññèìèñòè÷åñêîé ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà ïðåäñòàâëÿåò, ãëàâ-íûì îáðàçîì, òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ, ïîñêîëüêó îí äà¼ò òî÷íûå (äîñòèãàåìûå) âåðõ-íèå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ. Îäíàêî îí íå ðåàëèçóåì íà ïðàêòèêå, ïîñêîëü-êó òðåáóåò çíàíèÿ ñêðûòîé êîíòðîëüíîé âûáîðêè X̄. Êðîìå òîãî, ââåäåíèå ëèíåéíîãîïîðÿäêà íà àëãîðèòìàõ ÿâëÿåòñÿ èñêóññòâåííûì ïðèåìîì, íå èìåþùèì àäåêâàòíûõàíàëîãîâ ñðåäè ïðàêòè÷åñêèõ ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ.Â ðàáîòå [7] ïðåäëîæåí ðàíäîìèçèðîâàííûé ìåòîä ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêî-ãî ðèñêà, íå òðåáóþùèé ââåäåíèÿ ëèíåéíîãî ïîðÿäêà íà àëãîðèòìàõ. Îí âûáèðàåòïðîèçâîëüíûé àëãîðèòì èç A(X) ñëó÷àéíî è ðàâíîâåðîÿòíî.Äëÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìåòîäà ââîäèòñÿ ïîíÿòèå âêëàäà àëãîðèòìà a â âåðî-ÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ:
Qε(µ, X, a) =

1

C l
L

∑

X∈[X]` : a∈A(X)

[δ(a, X) > ε]

|A(X)|
,à ñàìà âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Qε(µ, X) =
∑

a∈A

Qε (µ, X, a)Äàëåå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî ðàíäîìèçèðîâàííûé ìåòîä ÌÝÐ.Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà SL î÷åâèäíûì îáðàçîì äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå îáú-åêòîâ SL : X → X. Îïðåäåëèì äåéñòâèå ýëåìåíòà π ãðóïïû SL íà ïðîèçâîëüíóþâûáîðêó X ∈ [X]` ïîýëåìåíòíûì äåéñòâèåì π íà îáúåêòû âûáîðêè X: π(X) =

{π(x) : x ∈ X}. Î÷åâèäíî, äåéñòâèå ýëåìåíòà ãðóïïû íà âûáîðêó íå ìåíÿåò ÷èñëàîáúåêòîâ â íåé |X| = |π(X)|.Äåéñòâèå ãðóïïû SL íà ìíîæåñòâå âñåõ àëãîðèòìîâ A îïðåäåëèì ïåðåñòàíîâêîéêîîðäèíàò âåêòîðîâ îøèáîê àëãîðèòìîâ: π(a) = (a (π−1(xi)))
L
i=1. Ïðè òàêîì îïðåäåëå-íèè âûïîëíÿåòñÿ åñòåñòâåííîå ðàâåíñòâî n(a, X) = n (π(a), π(X)). Çàìåòèì, ÷òî ýòîîòîáðàæåíèå áèåêòèâíî.Íàêîíåö, äåéñòâèå ýëåìåíòà π ãðóïïû SL íà ñèñòåìå âñåõ ïîäìíîæåñòâ àëãîðèò-ìîâ 2A îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó π(A) = {π(a) : a ∈ A}.Ãðóïïîé ñèììåòðèé S(A) ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ A ⊆ A áóäåì íàçûâàòü åãîñòàöèîíàðíóþ ïîäãðóïïó:

S(A) = {π ∈ SL : π(A) = A} .7



Îðáèòîé äåéñòâèÿ ãðóïïû ñèììåòðèé A íà àëãîðèòì a ∈ A áóäåì íàçûâàòüìíîæåñòâî {π(a) : π ∈ S(A)}. Èç òåîðèè ãðóïï èçâåñòíî, ÷òî îðáèòû ðàçíûõ ýëåìåí-òîâ ìíîæåñòâà ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâîàëãîðèòìîâ A ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè � íåïåðåñåêàþùèåñÿ îðáèòûäåéñòâèÿ ãðóïïû S(A). Àëãîðèòìû èç îäíîé îðáèòû äîãîâîðèìñÿ íàçûâàòü èäåí-òè÷íûìè (ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíûõ àëãîðèòìîâ ââîäèëîñü â [2] ñîâåðøåííî â äðóãîìñìûñëå).Â [7] ïîêàçàíî, ÷òî èäåíòè÷íûå àëãîðèòìû âíîñÿò ðàâíûå âêëàäû â âåðîÿòíîñòüïåðåîáó÷åíèÿ. À èìåííî, ñïðàâåäëèâû äâå òåîðåìû.Òåîðåìà 2.1. Âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ èäåíòè÷íûõ àëãîðèòìîâ â ðåçóëüòàòå îáó-÷åíèÿ îäèíàêîâà: ∀π ∈ S(A) âûïîëíåíî
P [µX = a] = P [µX = π(a)] .Òåîðåìà 2.2. Èäåíòè÷íûå àëãîðèòìû äàþò ðàâíûé âêëàä â âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó-÷åíèÿ: ∀π ∈ S(A) âûïîëíåíî
Qε(µ, X, a) = Qε (µ, X, π(a)) .Ýòè ðåçóëüòàòû ñóùåñòâåííî óïðîùàþò ïîëó÷åíèå òî÷íûõ îöåíîê âåðîÿòíîñòèïåðåîáó÷åíèÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ îáëàäàåò îïðåäåë¼ííîé ñèì-ìåòðèåé.Çàìå÷àíèå. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ïåññèìèñòè÷åñêîé ìèíèìèçàöèè ýìïèðè-÷åñêîãî ðèñêà âåðîÿòíîñòè ïîëó÷åíèÿ èäåíòè÷íûõ àëãîðèòìîâ ìîãóò íå ñîâïàäàòü.Ïðèâåä¼ì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìàòðèöó îøèáîê äëÿ äâóõ àëãîðèòìîâ è ÷åòûð¼õ îáú-åêòîâ:

x1 x2 x3 x4

a1 1 1 0 0
a2 0 0 1 1Ïîëîæèì ` = k = 2. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè îáó÷åíèè ÏÌÝÐ àëãîðèòì a1 áóäåòâûáðàí ëèøü íà ðàçáèåíèè X = {x3, x4}, X̄ = {x1, x2}. Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòèïîëó÷åíèÿ àëãîðèòìîâ a1 è a2 â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ ÏÌÝÐ íå ñîâïàäàþò. Â òî æåâðåìÿ, àëãîðèòìû ÿâëÿþòñÿ èäåíòè÷íûìè, è âåðîÿòíîñòè èõ ïîëó÷åíèÿ ïðè îáó÷åíèèðàíäîìèçèðîâàííûì ìåòîäîì ðàâíû. 8



2.1 Ëåììà î ïîäãðóïïå ñèììåòðèéÌíîæåñòâî âñåõ îðáèò äåéñòâèÿ ãðóïïû ñèììåòðèé S(A) íà A áóäåì îáîçíà-÷àòü Ω(A). Îïèñàííûå ðåçóëüòàòû äàþò âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâèòü âåðîÿòíîñòü ïåðå-îáó÷åíèÿ â âèäå:
Qε(µ, X) =

∑

ω∈Ω(A)

|ω|Qε (µ, X, aω) =

=
∑

ω∈Ω(A)

|ω|

C l
L

∑

X∈[X]` : aω∈A(X)

[δ(aω, X) > ε]

|A(X)|
, (2.1)ãäå aω�ïðîèçâîëüíûé ïðåäñòàâèòåëü îðáèòû ω ∈ Ω(A).Íà ïðàêòèêå íàõîæäåíèå ãðóïïû ñèììåòðèé S(A) ìîæåò îêàçàòüñÿ ñëèøêîìñëîæíîé çàäà÷åé. Ïîýòîìó â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ îãðàíè÷èòüñÿ ïîèñêîì ïîä-ãðóïïû Ŝ ãðóïïû ñèììåòðèé. Äëÿ íàéäåííîé ïîäãðóïïû ôîðìóëà (2.1), î÷åâèäíî,îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé. Â ýòîì ñëó÷àå Ω(A) áóäåì ïîíèìàòü êàê ìíîæåñòâî îðáèòäåéñòâèÿ ïîäãðóïïû Ŝ 6 S(A) íà A.Ëåììà 2.1. Àëãîðèòìû èç îäíîé îðáèòû äåéñòâèÿ ïîäãðóïïû ãðóïïû ñèììåò-ðèé S(A) íà ìíîæåñòâå àëãîðèòìîâ A äàþò ðàâíûå âêëàäû â âåðîÿòíîñòü ïåðå-îáó÷åíèÿ: ∀π ∈ Ŝ 6 S(A) âûïîëíåíî

Qε(µ, X, a) = Qε (µ, X, π(a)) .Äîêàçàòåëüñòâî. Îðáèòà äåéñòâèÿ ïîäãðóïïû Ŝ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ñîîòâåò-ñòâóþùåé îðáèòû äåéñòâèÿ ãðóïïû S (a), òàêèì îáðàçîì, ëåììà î÷åâèäíûì îáðàçîìñëåäóåò èç òåîðåìû 2.2. �2.2 Ñèììåòðèè è îðáèòû ðàçáèåíèéÌû îïðåäåëèëè äåéñòâèå ãðóïïû ñèììåòðèé S(A) íà ìíîæåñòâå âñåâîçìîæíûõðàçáèåíèé [X]`. Îðáèòîé ðàçáèåíèÿ X íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî {π(X) : π ∈ S(A)}. Ðàçáè-åíèÿ èç îäíîé îðáèòû äåéñòâèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû S(A) íà ìíîæåñòâå ðàçáèå-íèé [X]` áóäåì íàçûâàòü èäåíòè÷íûìè.Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà [7].Ëåììà 2.2. Äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè π

n(a, X) = n (π(a), π(X)) .9



Òåîðåìà 2.3. Äëÿ ëþáûõ äâóõ èäåíòè÷íûõ ðàçáèåíèé X1, X2 ⊆ X âåðíî
|A (X1) | = |A (X2) |.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî åñëè a0 ∈ A(X) è π ∈ S(A), òî π(a0) ∈ A (π(X)).

n (a0, X) = min
a∈A

n(a, X) = min
a∈A

n (π(a), π(X)) .Ïîñêîëüêó π(A) = A, òî
min
a∈A

n (π(a), π(X)) = min
a∈A

n (a, π(X)) .À òàê êàê
n (π(a0), π(X)) = n (a0, X) = min

a∈A
n (a, π(X)) ,òî π(a0) ∈ A (π(X)). �Òåîðåìà 2.4. Åñëè X1, X2 ⊆ X�èäåíòè÷íûå ðàçáèåíèÿ è ñóùåñòâóåò àëãîðèòì

a ∈ A (X1) ∩ A (X2), òî âåðíî:
δ (a, X1) = δ (a, X2) .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X2 = π (X1) , π ∈ S(A). Ïîñêîëüêó a ∈ A (X1) òî

π(a) ∈ A (π (X1)) = A (X2) .Íî àëãîðèòì a òàêæå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A (X2). Ñëåäîâàòåëüíî
n (a, X2) = n (π(a), X2) = n (π(a), π (X1)) = n (a, X1) .Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �Ìíîæåñòâî âñåõ îðáèò äåéñòâèÿ ãðóïïû ñèììåòðèé S(A) íà [X]` áóäåì îáîçíà-÷àòü Ω

(
X

). Òåîðåìû 2.3 è 2.4 äàþò âîçìîæíîñòü ïåðåïèñàòü (2.1) â ñëåäóþùåì âèäå:
Qε(µ, X) =

∑

ω∈Ω(A)

|ω|

C l
L

∑

τ∈Ω(X)

|X ∈ τ : aω ∈ A(X)|
[δ (aω, Xτ) > ε]

|A (Xτ ) |
. (2.2)Çàìå÷àíèå Ýòîò ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è äëÿ ïîäãðóïïû Ŝ 6 S(A), ïîñêîëüêóîðáèòà äåéñòâèÿ Ŝ � ïîäìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâóþùåé îðáèòû äåéñòâèÿ S(A).10
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Ðèñ. 1: Îöåíêè äëÿ ìíîæåñòâ ñëó÷àéíûõ àëãîðèòìîâ ñëîÿ è àëãîðèòìîâ ñëîÿ øàðà.3 Ýôôåêò ñõîäñòâàÍà÷í¼ì èçó÷åíèå âëèÿíèÿ ýôôåêòà ñõîäñòâà íà âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ñ ïðî-ñòîãî ýêñïåðèìåíòà.Äëÿ ïðîèçâîëüíîé çàäàííîé ìàòðèöû îøèáîê âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ Qεíåòðóäíî îöåíèòü ýìïèðè÷åñêè ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìå-íèòü âåðîÿòíîñòü, îïðåäåëÿåìóþ êàê äîëþ âñåõ ðàçáèåíèé âûáîðêè, íà äîëþ ðàç-áèåíèé èç çàäàííîãî ñëó÷àéíîãî ïîäìíîæåñòâà ðàçáèåíèé. Â äàííîì ýêñïåðèìåíòåáðàëàñü òûñÿ÷à ñëó÷àéíûõ ðàçáèåíèé. Ñðàâíèâàëèñü äâà ñåìåéñòâà, ëåæàùèõ â m-ìñëîå, m = 10. Ïåðâîå ñåìåéñòâî ñîñòîÿëî èç D ñëó÷àéíûõ ïðåäñòàâèòåëåé m-ãî ñëîÿ.Âòîðîå ñåìåéñòâî ñîñòîÿëî èç D ñëó÷àéíûõ ïðåäñòàâèòåëåé ïåðåñå÷åíèÿ m-ãî ñëîÿè õýììèíîâà øàðà ðàäèóñà r = 2 ñ öåíòðîì â òîì æå m-ì ñëîå. Àëãîðèòìû èç âòîðî-ãî ñåìåéñòâà ìîùíîñòüþ 1901 áðàëèñü â ïîðÿäêå óâåëè÷åíèÿ õýììèíãîâà ðàññòîÿíèÿîò öåíòðà øàðà. Äëèíà âûáîðêè l = k = 100, ïîðîã ïåðåîáó÷åííîñòè ε = 0.05. Êðîìåòîãî, âû÷èñëÿëàñü VC-îöåíêà (1.2), î÷åâèäíî, îäèíàêîâàÿ äëÿ îáîèõ ñåìåéñòâ. Çàâè-ñèìîñòè ýìïèðè÷åñêèõ îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ Qε îò ÷èñëà àëãîðèòìîâ Dâ ñåìåéñòâå ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 1.Ïî ãðàôèêó ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.1. Âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ áîëåå ¾ïëîòíîãî¿ âòîðîãî ñåìåéñòâà ïðîõîäèòçíà÷èòåëüíî íèæå, ÷åì äëÿ ¾ðàçðåæåííîãî¿ ïåðâîãî ñåìåéñòâà. Ïîëó÷åíèå òî÷íûõîöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ õýììèíãîâà øàðà è åãî ñëî¼â ïðåäñòàâëÿåòçíà÷èòåëüíûé òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ, ïîñêîëüêó õýììèíãîâ øàð ÿâëÿåòñÿ ¾ìàêñè-11



ìàëüíî ïëîòíûì¿ ìíîæåñòâîì áóëåâûõ âåêòîðîâ.2. Äëÿ ïåðâîãî ñåìåéñòâà âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ Qε äîñòèãàåò åäèíèöû óæåïðè D ≈ 100. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ îöåíèâàíèÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ¾ïëîò-íûõ¿ ñåìåéñòâ íå îáÿçàòåëüíî áðàòü âñå àëãîðèòìû ñåìåéñòâà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòà-òî÷íî òî÷íûõ íèæíèõ îöåíîê ìîæíî áðàòü îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîå ¾ðàçðåæåííîå¿ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç íåñõîæèõ àëãîðèòìîâ. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî îòáèðàòüèõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì.Íèæå áóäóò ïîëó÷åíû òî÷íûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ ñëîÿ øàðà,ïîëíîãî õýììèíãîâà øàðà è çàäàííîãî ÷èñëà åãî íèæíèõ ñëî¼â. Ïîñêîëüêó õýììèíãî-âû øàðû îáëàäàþò îïðåäåë¼ííûìè ñèììåòðèÿìè, âïîëíå åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòüòåîðåòèêî-ãðóïïîâîé ïîäõîä è ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðèìåíÿåòñÿ ðàíäîìèçèðîâàííûéìåòîä îáó÷åíèÿ.3.1 Òî÷íàÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ ñëîÿ øàðàÇàäàäèì ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ A êàê ïåðåñå÷åíèå õýììèíãîâà øàðà Br(a0) ñ m-ìñëîåì àëãîðèòìîâ Am, ãäå m = n(a0, X). Ïîëîæèì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òîàëãîðèòì a0 îøèáàåòñÿ íà m ïåðâûõ îáúåêòàõ ãåíåðàëüíîé âûáîðêè X.Â äàëüíåéøåì ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïåðâûõ m îáúåêòîâ, áóäåì îáîçíà-÷àòü Xm. Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïîñëåäíèõ L − m îáúåêòîâ, áóäåì îáîçíà-÷àòü XL−m. Ðàññòîÿíèå Õýììèíãà ìåæäó àëãîðèòìàìè a1, a2 ∈ A áóäåì îáîçíà÷àòü
d(a1, a2). Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå b = m − br/2c.Îïðåäåëèì ñòàíäàðòíûì îáðàçîì äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå Sm × SL−m, ãäå Smè SL−m � ñèììåòðè÷åñêèå ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê, äåéñòâóþùèõ íà ìíîæåñòâàõ Xmè XL−m ñîîòâåòñòâåííî. Äåéñòâèå ýëåìåíòà (π, ϕ) ãðóïïû Sm × SL−m, ãäå π ∈ Sm è
ϕ ∈ SL−m, íà àëãîðèòìû îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì äåéñòâèåì ïåðåñòàíîâîê πè ϕ. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, πϕ = ϕπ.Ëåììà 3.1. Ãðóïïà Sm×SL−m ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû ñèììåòðèè ñåìåéñòâààëãîðèòìîâ A.Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè a ∈ Br(a0) ∩ Am, òî è π(a) ∈

∈ Br(a0) ∩ Am, ãäå ïåðåñòàíîâêà π ∈ Sm × SL−m.Ïîñêîëüêó äåéñòâèå ýëåìåíòîâ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû SL íà àëãîðèòìû íåìåíÿåò ÷èñëà îøèáîê àëãîðèòìîâ, òî n (π(a), X) = n (a, X) = m. Î÷åâèäíî, äëÿ12



π ∈ Sm × SL−m ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà: n (a, Xm) = n (π(a), Xm) è
n

(
a, XL−m

)
= n

(
π(a), XL−m

). Èç íèõ ïîëó÷àåì:
d(a, a0) = m − n(a, Xm) + n(a, XL−m) =

= m − n(π(a), Xm) + n(π(a), XL−m) = d(π(a), a0).Èòàê, àëãîðèòì π(a) äîïóñêàåò m îøèáîê íà ãåíåðàëüíîé âûáîðêå X, è ðàññòî-ÿíèå Õýììèíãà d(π(a), a0) = d(a, a0) 6 r. �Ëåììà 3.2. Îðáèòàìè äåéñòâèÿ ãðóïïû Sm × SL−m íà ìíîæåñòâå àëãîðèòìîâ Aÿâëÿþòñÿ ïåðåñå÷åíèÿ m-ãî ñëîÿ áóëåâà êóáà ñî ñôåðàìè ðàäèóñîâ 2k, k = 0 . . . br/2cñ öåíòðàìè â a0.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü àëãîðèòì a äîïóñêàåò m îøèáîê íà ãåíåðàëüíîé âûáîðêåè ïðèíàäëåæèò ñôåðå ðàäèóñà r1: d(a, a0) = r1. Â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé ëåììûìû óñòàíîâèëè, ÷òî åñëè π ∈ Sm×SL−m, òî d(π(a), a0) = r1 è π(a) òàêæå ïðèíàäëåæèò
m-ìó ñëîþ. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ðàññòîÿíèå Õýììèíãà ìåæäó äâóìÿ àëãîðèòìàìèîäíîãî ñëîÿ � âåëè÷èíà ÷åòíàÿ.Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ àëãîðèòìîâ a1, a2 ∈ Am òàêèõ, ÷òî d(a1, a0) =

d(a2, a0) = r1, íàéäåòñÿ ïåðåñòàíîâêà π ∈ Sm × SL−m äëÿ êîòîðîé π(a1) = a2. Íî ýòîñëåäóåò èç òîãî, ÷òî n (a1, X
m) = n (a2, X

m) è n
(
a1, X

L−m
)

= n
(
a2, X

L−m
). Ïîñëåäíèéôàêò ëåãêî óñòàíîâèòü, âûðàçèâ ÷èñëî îøèáîê, äîïóñêàåìûõ àëãîðèòìàìè a1 è a2íà ìíîæåñòâå Xm, ÷åðåç m è r1. �Òàêèì îáðàçîì, âñåãî èìååòñÿ br/2c+1 îðáèò. Ïðîíóìåðóåì èõ èíäåêñàìè îò b äî

m ïî ÷èñëó îøèáîê, äîïóñêàåìûõ àëãîðèòìàìè èç íèõ íà ìíîæåñòâå Xm. Òîãäà â h-éîðáèòå, êîòîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü Orb(h), ðîâíî Ch
mCm−h

L−m àëãîðèòìîâ. Â äàëüíåé-øèõ ðàññóæäåíèÿõ ìîæåò ïîìî÷ü ðèñ. 2, íà êîòîðîì ïîêàçàíî ïî îäíîìó àëãîðèòìóèç êàæäîé îðáèòû ðàññìàòðèâàåìîãî ñåìåéñòâà.Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (2.2). Äëÿ ýòîãîíàì íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü óñëîâèÿ ïîïàäàíèÿ àëãîðèòìîâ âî ìíîæåñòâî A(X).Ëåììà 3.3. ∀X, ∀a ∈ A\Orb(m − br/2c),
a ∈ A(X) ⇔ n(a, X) = 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü.13



Ðèñ. 2: Àëãîðèòìû èç îðáèò ñåìåéñòâà A.Ïóñòü àëãîðèòì ah ∈ Orb(h), h 6= b, ïîïàë âî ìíîæåñòâî A(X). Íàì òðåáóåòñÿäîêàçàòü, ÷òî îí íå äîïóñêàåò îøèáîê íà âûáîðêå X.Ïóñòü X l1 = |Xm ∩ X|, X l2 = |XL−m ∩ X|; l1 = |X l1|, l2 = |X l2|; l = |X|,
l = l1 + l2; X = X l1 ∪ X l2 . Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ ìîæåò ïîìî÷ü ðèñ. 2, íà êî-òîðîì ïðåäñòàâëåíû àëãîðèòìû èç ðàçíûõ îðáèò ñåìåéñòâà A.Äîïóñòèì, l1 6 br/2c. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî X íàéä¼òñÿ àëãîðèòì a ∈ A òà-êîé, ÷òî n(a, X) = 0. Ðàññìîòðèì Orb(m−l1). Âñå àëãîðèòìû ýòîé îðáèòû äîïóñêàþòðîâíî m− l1 îøèáîê íà ìíîæåñòâå Xm è l1 îøèáîê íà ìíîæåñòâå XL−m. Ïóñòü A1 �òå èç íèõ, êîòîðûå íå äîïóñêàåò íè îäíîé îøèáêè íà ìíîæåñòâå X l1 . Ìíîæåñòâî A1,î÷åâèäíî, íåïóñòî. Àëãîðèòìû èç A1 íå îøèáàþòñÿ íà L − m − l1 îáúåêòàõ ìíîæå-ñòâà XL−m. À ïîñêîëüêó l1 + l2 = l 6 L − m, òî L − m − l1 > l2. Òàêèì îáðàçîì, âîìíîæåñòâå A1 ñóùåñòâóåò àëãîðèòì a′, äëÿ êîòîðîãî n

(
a′, X l2

)
= 0. Ïî îïðåäåëåíèþìíîæåñòâà A1 èìååì n (a′, X) = 0.Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà l1 > br/2c. Àëãîðèòìû èç Orb(m −

br/2c) äîïóñêàþò ðîâíî br/2c îøèáîê íà XL−m, à ïðàâèëüíûå îòâåòû äàþò íà
L − m − br/2c îáúåêòàõ ýòîãî ìíîæåñòâà. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî A2 =
{
a ∈ Orb(m − br/2c) : n

(
a, X l2

)
= 0

} íåïóñòî, ïîñêîëüêó l2 = l − l1 < l − br/2c 6

L−m−br/2c. Àëãîðèòìû èç óêàçàííîé îðáèòû äîïóñêàþò m−br/2c îøèáîê íà ìíîæå-ñòâå Xm. Âî ìíîæåñòâå A2 íàéä¼òñÿ àëãîðèòì a′′, äëÿ êîòîðîãî n
(
a′′, X l1

)
= l1−br/2c.Èòàê, n

(
a′′, X l2

)
= 0 è n

(
a′′, X l1

)
= l1 − br/2c. Íî n

(
ah, X l1

)
> l1 − (m − h) >14



l1−m+(m−br/2c) = l1−br/2c = n
(
a′′, X l1

), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ah ∈ A(X).Íà ýòîì äîêàçàòåëüñòâî êðèòåðèÿ çàâåðøåòñÿ. �Ñëåäñòâèå 3.4. Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè |X ∩ Xm| > br/2càëãîðèòìû èç îðáèò, îòëè÷íûõ îò b-îé, íå ìîãóò ïîïàñòü âî ìíîæåñòâî A(X).Ëåììà 3.5. ∀ab ∈ Orb(m − br/2c)åñëè X : |X ∩ Xm| 6 br/2c, òî
ab ∈ A(X) ⇔ n

(
ab, X

)
= 0;åñëè X : |X ∩ Xm| > br/2c, òî

ab ∈ A(X) ⇔







n
(
ab, X ∩ XL−m

)
= 0;

n
(
ab, X ∩ Xm

)
= |X ∩ Xm| − br/2c.Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷í¼ì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà l1 6 br/2c. Â ýòîì ñëó÷àå ðàññóæäå-íèÿ ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿþò ïðåäûäóùèå (ïåðâàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3.3,è ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ab ∈ A(X) ⇔ n

(
ab, X

)
= 0.Äëÿ l1 > br/2c ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ab ∈ Orb(m − br/2c) è

ab ∈ A(X), |X ∩Xm| > br/2c. Íàøåé áëèæàéøåé öåëüþ áóäåò ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîìñëó÷àå n
(
ab, X l2

)
= 0, à n

(
ab, X l1

)
= l1 − br/2c.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n

(
ab, X l2

)
6= 0. Ïîñêîëüêó l2 = l − l1 < l − br/2c 6 L − m −

br/2c, â Orb(m−br/2c) íàéä¼òñÿ àëãîðèòì ab
0, êîòîðûé íà ìíîæåñòâå Xm èäåíòè÷åíàëãîðèòìó ab, â òî âðåìÿ êàê n

(
ab

0, X
l2
)

= 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ab ∈ A(X).Ðàâåíñòâî n
(
ab, X l1

)
= l1 − br/2c ñëåäóåò èç âòîðîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà ëåì-ìû 3.3.Íà ýòîì äîêàçàòåëüñòâî êðèòåðèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ, ïîñêîëüêó äëÿ ðàçáèåíèé X :

|X ∩ Xm| > br/2c íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìîâ èç ñåìåéñòâà A, äîïóñêàþùèõ íà Xìåíüøå l1 − br/2c îøèáîê. �Ëåììà 3.6. Îðáèòàìè äåéñòâèÿ ãðóïïû Sm × SL−m íà ìíîæåñòâå ðàçáèåíèé ÿâ-ëÿþòñÿ ìíîæåñòâà {X : |X ∩ Xm| = i}, ãäå i = max(0, m − k), . . . , min(l, m) .Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé îðáèòû è äåé-ñòâèÿ ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå ðàçáèåíèé. �15



Òåîðåìà 3.1 (Òî÷íàÿ îöåíêà äëÿ ñëîÿ øàðà). Ïóñòü n(a0, X) = m. Ðàññìîòðèìïåðåñå÷åíèå øàðà Br(a0) ñ ïîëíûì m-ì ñëîåì àëãîðèòìîâ Am. Òîãäà ïðè îáó÷åíèèðàíäîìèçèðîâàííûì ìåòîäîì ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà è l 6 L − m âåðî-ÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå:
Qε(µ, X) =







H`,m
L

(
sd(ε) + r/2

)
, sd(ε) > 0;

0, sd(ε) < 0,ãäå sd(ε) = `
L

(m − εk).Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà 3.1 äàåò âîçìîæíîñòü âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (2.2):
Qε(µ, X) =

∑

ω∈Ω(A)

|ω|

C l
L

∑

τ∈Ω(X)

|X ∈ τ : aω ∈ A(X)|
[δ (aω, Xτ) > ε]

|A (Xτ ) |
.Ñ ó÷åòîì ëåìì 3.2 è 3.6

Qε(µ, X) =
m∑

h=m−br/2c

Ch
mCm−h

L−m

C l
L

min(l,m)
∑

i=0

|X : |X ∩ Xm| = i, ah ∈ A(X)|
︸ ︷︷ ︸

S(i,h)

[
δ
(
ah, Xi

)
> ε

]

|A(Xi)|
,ãäå ah � àëãîðèòìû, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñóíêå 2, à Xi � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå,â êîòîðîå âõîäÿò ðîâíî i îáúåêòîâ èç Xm. Âñþäó äàëåå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþ-ùèì îáîçíà÷åíèåì: ρ = br/2c.Ðàçîáüåì ñóììó ïî i íà äâà ñëàãàåìûõ:

Qε(µ, X) =
m∑

h=m−ρ

Ch
mCm−h

L−m

C l
L

ρ∑

i=0

S(i, h)

[
δ
(
ah, Xi

)
> ε

]

|A(Xi)|
+

+

m∑

h=m−ρ

Ch
mCm−h

L−m

C l
L

min(l,m)
∑

i=ρ+1

S(i, h)

[
δ
(
ah, Xi

)
> ε

]

|A(Xi)|
.Èç ëåììû 3.3 ñëåäóåò, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ âûáîðà àëãîðèò-ìîâ, íå äîïóñêàþùèõ îøèáîê íà îáó÷àþùåé âûáîðêå. Èç ëåììû 3.5 è èç ñëåäñòâèÿ 3.4ñëåäóåò, ÷òî âî âòîðîì ñëàãàåìîì ñóììó ïî îðáèòàì àëãîðèòìîâ ìîæíî îïóñòèòü,ïîñêîëüêó ïðè äàííûõ ðàçáèåíèÿõ âûáèðàòüñÿ áóäóò òîëüêî àëãîðèòìû èç îðáè-òû m − ρ, äîïóñêàþùèå i − ρ îøèáîê íà Xi. Ó÷èòûâàÿ ýòè ôàêòû, èìååì:

Qε(µ, X) =
[
sd(ε) > 0

]
m∑

h=m−ρ

Ch
mCm−h

L−m

C l
L

ρ
∑

i=0

S(i, h)

|A(Xi)|
+

+
Cρ

mCρ
L−m

C l
L

min(l,m)
∑

i=ρ+1

S(i, h)

|A(Xi)|

[
i 6 sd(ε) + r/2

]
. (3.1)16



Çíà÷åíèÿ |A(Xi)| ïîëó÷àþòñÿ ëåãêî èç ëåìì 3.3 è 3.5:
|A(Xi)| =







m∑

j=m−ρ

Cj
m−iC

m−j
k−m+i, i 6 ρ;

Cρ
i Cρ

k−m+i, i > ρ.Çíà÷åíèÿ S(i, h) òàêæå ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ èç ëåìì 3.3 è 3.5:
S(i, h) =







Ci
m−hC

l−i
L−2m+h, i 6 ρ;

Cm−i
m−ρC

l−i
L−m−ρ, i > ρ.Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ â (3.1):

Qε(µ, X) = [sd(ε) > 0]

m∑

h=m−ρ

Ch
mCm−h

L−m

C l
L

ρ
∑

i=0

Ci
m−hC

l−i
L−2m+h

m∑

j=m−ρ

Cj
m−iC

m−j
k−m+i

+

+
Cρ

mCρ
L−m

C l
L

min(l,m)
∑

i=ρ+1

[i 6 sd(ε) + r/2]
Cm−i

m−ρC
l−i
L−m−ρ

Cρ
i Cρ

k−m+i

.Ñîêðàòèì âèä âòîðîãî ñëàãàåìîãî ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà Cm−k
n−k /Cm

n = Ck
m/Ck

n.Çàìåòèì, ÷òî
Cm−i

m−ρ

Cρ
i

=
C

ρ−(i−m+ρ)
i−(i−m+ρ)

Cρ
i

=
Ci−m+ρ

ρ

Ci−m+ρ
i

=
Cm−i

ρ

Cm−ρ
i

.Äàëåå,
C l−i

L−m−ρ

Cρ
L−m−l+i

=
C

ρ−(i−l+ρ)
L−m−l+i−(i−l+ρ)

Cρ
L−m−l+i

=
C l−i

ρ

Ci−l−ρ
L−m−l+i

.Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ àíàëîãè÷íûì òîæäåñòâîì Cm
n Ck

m = Ck
nCm−k

n−k è ïîëó÷èì:
Cρ

mCm−i
ρ = Ci

mCm−ρ
i ,

Cρ
L−mCi−l+ρ

ρ = C l−i
L−mCρ−l+i

L−m−l+i.Ïîäñòàíîâêà ýòèõ ðåçóëüòàòîâ âî âòîðîå ñëàãàåìîå äàåò:
min(l,m)
∑

i=ρ+1

hl,m
L (i) [i − ρ ≤ sd(ε)] =

br/2+sd(ε)c
∑

i=ρ+1

hl,m
L (i). (3.2)Òåïåðü çàéìåìñÿ ïåðâûì ñëàãàåìûì. Ñ ó÷åòîì

Ch
mCi

m−h = Cm−h
m Ci

m−h = Ci
mCh

m−i,

Cm−h
L−mC l−i

L−2m+h = CL−2m+h
L−m C l−i

L−2m+h = C l−i
L−mCm−h

k−m+i.17



 Q, вероятность переобучения  log10(D), D - число алгоритмов
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Ðèñ. 3: Çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ Qε è log10 |A| îò ðàäèóñà øàðà r, ïðè
l = k = 100, m = 10, ε = 0.05.ïåðâîå ñëàãàåìîå ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå:

[
0 ≤ sd(ε)

]
m∑

h=m−ρ

ρ
∑

i=0

hl,m
L (i)

Ch
m−iC

m−h
k−m+i

m∑

j=m−ρ

Cj
m−iC

m−j
k−m+i

=

=
[
0 ≤ sd(ε)

]
m∑

h=m−ρ

ρ
∑

i=0

hl,m
L (i)

hm,m−i
k (h)

m∑

j=m−ρ

hm,m−i
k (j)

=

=
[
0 ≤ sd(ε)

]
ρ

∑

i=0

hl,m
L (i)

m∑

h=m−ρ

hm,m−i
k (h)

m∑

j=m−ρ

hm,m−i
k (j)

=

=
[
0 ≤ sd(ε)

]
ρ

∑

i=0

hl,m
L (i). (3.3)Ïîäñòàíîâêà (3.2) è (3.3) â (3.1) çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü òî÷íîé îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿäëÿ ñëîÿ øàðà Qε, à òàêæå ÷èñëà àëãîðèòìîâ â ñåìåéñòâå, îò ðàäèóñà øàðà r. Âèäíî,÷òî çà ñ÷¼ò çíà÷èòåëüíîé ¾ïëîòíîñòè¿ äàííîãî ñåìåéñòâà âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿìîæåò îñòàâàòüñÿ íà ïðèåìëåìî íèçêîì óðîâíå ïðè ìîùíîñòè ñåìåéñòâà ïîðÿäêà òû-ñÿ÷ è îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîé äëèíå âûáîðêè l = k = 100. Çàìåòèì, ÷òî VC-îöåíêèâ ýòîé ñèòóàöèè âûðîæäåíû è ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþò åäèíèöó.Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü n(a0, X) = m. Ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå øàðà Br(a0) ñ ïîëíûì18



m-ì ñëîåì àëãîðèòìîâ Am. Òîãäà ïðè îáó÷åíèè ðàíäîìèçèðîâàííûì ìåòîäîì ìè-íèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà è l > L − m âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ìîæåòáûòü çàïèñàíà â âèäå:
Qε(µ, X) =







H`,m
L

(
sd(ε) + r/2

)
, sd(ε) > m − k;

0, sd(ε) < m − k,ãäå sd(ε) = `
L

(m − εk).Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1.Îòëè÷èå ñëó÷àÿ k < m îò ïðåäûäóùåãî çàêëþ÷àåòñÿ â íîâûõ óñëîâèÿõ ïîïàäàíèÿàëãîðèòìîâ âî ìíîæåñòâî A(X), îïèñûâàåìûõ ñëåäóþùèìè ëåììàìè.Ëåììà 3.7. ∀X, ∀a ∈ A\Orb(m − br/2c),
a ∈ A(X) ⇔ n(a, X) = m − k.Ëåììà 3.8. ∀ab ∈ Orb(m − br/2c)åñëè X : |X ∩ Xm| ≤ br/2c + m − k, òî

ab ∈ A(X) ⇔ n
(
ab, X

)
= m − k;åñëè X : |X ∩ Xm| > br/2c + m − k, òî

ab ∈ A(X) ⇔







n
(
ab, X ∩ XL−m

)
= 0;

n
(
ab, X ∩ Xm

)
= |X ∩ Xm| − br/2c.Çàìå÷àíèå. Îáå ïîëó÷åííûå îöåíêè íå çàâèñÿò îò öåíòðà øàðà a0, à òîëüêî îò íî-ìåðà ñëîÿ m, â êîòîðîì ëåæèò öåíòð øàðà.Ñëåäñòâèå 3.9. Âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ñåìåéñòâà, ñîñòîÿùåãî èç îäíîãî àë-ãîðèòìà a : n (a, X) = m, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Qε(µ, X) = H`,m
L

(
sd(ε)

)Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåì 3.1 è 3.2. �Ñëåäñòâèå 3.10. Âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ñåìåéñòâà Am, ñîñòîÿùåãî èç âñåõàëãîðèòìîâ m-ãî ñëîÿ, ðàâíà:
Qε(µ, X) =







1, ïðè εk 6 m 6 L − ε`;
0, èíà÷å.Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåì 3.1 è 3.2. �19



4 Ýôôåêò ñõîäñòâà è ðàññëîåíèÿÂ äàííîì ðàçäåëå èññëåäóåòñÿ ñîâìåñòíîå âëèÿíèå ñõîäñòâà è ðàññëîåíèÿ íà âå-ðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ.4.1 Òî÷íàÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ õýììèíãîâàøàðàÏóñòü ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ A ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õýììèíãîâ øàð Br0
(a0),ãäå n(a0, X) = m. Ïóñòü, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, àëãîðèòì a0 äîïóñêàåò îøèá-êè íà ïåðâûõ m îáúåêòàõ ãåíåðàëüíîé âûáîðêè X.Ïîëó÷èì òî÷íóþ îöåíêó âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ øàðà. Â äàëüíåéøåììíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ïåðâûõ m îáúåêòîâ, áóäåì îáîçíà÷àòü Xm. Ìíîæåñòâî,ñîñòîÿùåå èç ïîñëåäíèõ L − m îáúåêòîâ, áóäåì îáîçíà÷àòü XL−m.Ëåììà 4.1. Ãðóïïà Sm × SL−m, ãäå Sm è SL−m � ñèììåòðè÷åñêèå ãðóïïû ïåðåñòà-íîâîê, äåéñòâóþùèõ íà ìíîæåñòâàõ Xm è XL−m ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ ïîä-ãðóïïîé ãðóïïû ñèììåòðèè ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ A.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.1 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äåéñòâèåýëåìåíòîâ ãðóïïû Sm × SL−m íå ìåíÿåò ðàññòîÿíèå äî öåíòðà øàðà a0: äëÿ ëþáûõ

a ∈ A è π ∈ Sm × SL−m ñïðàâåäëèâî
d(a, a0) = d(π(a), a0).Òîãäà, åñëè a ∈ Br0

(a0), òî è π(a) ∈ Br0
(a0). Ïîñêîëüêó äåéñòâèå ýëåìåíòîâñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû íà àëãîðèòìû èíúåêòèâíî, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî Br0

(a0) =

= π(Br0
(a0)). �Ëåììà 4.2. Îðáèòàìè äåéñòâèÿ ãðóïïû Sm × SL−m íà ìíîæåñòâå àëãîðèòìîâ Aÿâëÿþòñÿ ïåðåñå÷åíèÿ ñëîåâ m− r0, . . . , m+ r0 ñî ñôåðàìè ðàäèóñîâ 0, 1, . . . , r0 è öåí-òðàìè â àëãîðèòìå a0.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü àëãîðèòì a ∈ Ap: d(a, a0) = r1. Ìû óñòàíîâèëè, ÷òî â ýòîìñëó÷àå d(π(a), a0) = d(a, a0) = r1. Òàêæå ìû çíàåì, ÷òî äåéñòâèå ïåðåñòàíîâêè íà àë-ãîðèòì íå ìåíÿåò ÷èñëà åãî îøèáîê íà X. Òàêèì îáðàçîì, π(a) òàêæå ïðèíàäëåæèòïåðåñå÷åíèþ p-ãî ñëîÿ ñî ñôåðîé ðàäèóñà r1.20



Ðèñ. 4: Àëãîðèòìû èç îðáèò ñåìåéñòâà A.Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ a1, a2 ∈ Ap òàêèõ, ÷òî d(a1, a0) = d(a2, a0) =

= r1, íàéä¼òñÿ ïåðåñòàíîâêà π ∈ Sm × SL−m, ïðè êîòîðîé π(a1) = a2. Ýòî óæå áûëîäîêàçàíî â ëåììå 3.2. �Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíî ïî îäíîìó àëãîðèòìó èç êàæäîé îðáèòû ñåìåéñòâà A.Ïðîíóìåðóåì îðáèòû äâóìÿ öåëî÷èñëåííûìè èíäåêñàìè ñëåäóþùèì îáðàçîì: àëãî-ðèòìû èç îðáèòû Orb(r, n), r = 0, . . . , r0, n = 0, . . . , r, ïðèíàäëåæàò ïåðåñå÷åíèþñôåðû ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â a0 ñî ñëîåì r + m − 2n. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òîàëãîðèòì a(r,n) èç îðáèòû Orb(r, n) èìååò m − n åäèíèö è n íóëåé íà ìíîæåñòâå Xmè r − n åäèíèö, L − m − r + n íóëåé íà ìíîæåñòâå XL−m. Âñåãî â îðáèòå Orb(r, n)ñîäåðæèòñÿ Cn
mCr−n

L−m àëãîðèòìîâ.Ëåììà 4.3. ∀X, ∀a ∈ A\Orb(r0, r0)

a ∈ A(X) ⇔ n(a, X) = 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü.21



Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ: X`1 = |Xm ∩X|, X`2 = |XL−m ∩X|, `1 = |X`1|, `2 = |X`2|,
` = |X|, ` = `1 + `2, X = X`1 ∪ X`2.Ïóñòü a ∈ A(X) è a ïðèíàäëåæèò îðáèòå Orb(r, n), îòëè÷íîé îò Orb(r0, r0).Äîêàæåì, ÷òî àëãîðèòì a íå äîïóñêàåò îøèáîê íà îáó÷àþùåé âûáîðêå X.Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àÿ `1 6 r0. Àëãîðèòìû îðáèòû Orb(`1, `1) èìåþò ðîâ-íî `1 íóëåé íà ìíîæåñòâå Xm è íå äîïóñêàþò íè îäíîé îøèáêè íà ìíîæåñòâå XL−m.Î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò a`1 ∈ Orb(`1, `1) : n

(
a`1 , X

)
= 0.Â ñëó÷àå `1 > r0 â îðáèòå Orb(r0, r0) ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ar0 : n

(
ar0 , XL−m

)
= 0è n (ar0, Xm) = `1 − r0. Ïîñêîëüêó n (a, Xm) > `1 − n > `1 − r0 = n (ar0 , Xm), òî ìûïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåì, ÷òî a ∈ A(X). �Ñëåäñòâèå 4.4. Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè |X ∩ Xm| > r0àëãîðèòìû èç îðáèò, îòëè÷íûõ îò Orb(r0, r0), íå ìîãóò ïîïàñòü âî ìíîæå-ñòâî A(X).Ëåììà 4.5. ∀a ∈ Orb(r0, r0)åñëè X : |X ∩ Xm| 6 r0, òî

a ∈ A(X) ⇔ n(a, X) = 0;åñëè X : |X ∩ Xm| > r0, òî
a ∈ A(X) ⇔ n (a, X ∩ Xm) = |X ∩ Xm| − r0.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé |X ∩ Xm| 6 r0 ïîâòîðÿåò ïåðâóþ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâàëåììû 4.3. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé |X ∩ Xm| > r0.Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå íè îäèí àëãîðèòì èç ìíîæåñòâà A íå äîïóñêàåò ìåíüøå

|X ∩ Xm| − r0 îøèáîê íà îáó÷àþùåé âûáîðêå X, à àëãîðèòìû èç Orb(r0, r0) íå îøè-áàþòñÿ íà àëãîðèòìàõ ìíîæåñòâà XL−m, òî äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà. Íåîáõîäèìîñòüâûòåêàåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî ∃a ∈ Orb(r0, r0) : n(a, X) = n(a, Xm) = |X ∩ Xm| − r0. �Òåîðåìà 4.1 (Òî÷íàÿ îöåíêà äëÿ øàðà). Ïóñòü n(a0, X) = m. Ðàññìîòðèì øàð àë-ãîðèòìîâ Br0
(a0). Òîãäà ïðè îáó÷åíèè ðàíäîìèçèðîâàííûì ìåòîäîì ìèíèìèçàöèèýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà è r 6 min (m, L − m) âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ìîæåò áûòüçàïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå:

Qε(µ, X) =

r0∑

i=max(0,m−k)

h`,m
L (i)

r0∑

r1=0

r1∑

n1=0

S(n1, r1, i)
[
m + r1 − 2n1 > εk

]

r0∑

r2=0

r2∑

n2=0

S(n2, r2, i)
+

bs′
d
(ε)c

∑

i=r0+1

h`,m
L (i),22



ãäå h`,m
L (i) =

Ci
mC`−i

L−m

C`

L

, S (n, r, i) = Cn−i
m−iC

r−n
k−m+i, s′d(ε) = `

L
(m − εk) + r0k

L
.Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (2.2) ñ ó÷åòîì ëåìì 4.1, 4.2 è 3.6:

Qε(µ, X) =

r0∑

r=0

r∑

n=0

Cn
mCr−n

L−m

C l
L

min(l,m)
∑

i=max(0,m−k)

|X : |X ∩ Xm| = i, a(r,n) ∈ A(X)|
︸ ︷︷ ︸

S(i,r,n)

[
δ
(
a(r,n), Xi

)
> ε

]

|A(Xi)|
,ãäå a(r, n)�àëãîðèòìû, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñóíêå 4, à Xi �ïðîèçâîëüíîå ðàçáèå-íèå, â êîòîðîå âõîäÿò ðîâíî i îáúåêòîâ èç Xm.Ðàçîáüåì ñóììèðîâàíèå ïî îðáèòàì ðàçáèåíèé (ïî i) íà äâà ñëàãàåìûõ:

Qε(µ, X) =

r0∑

r=0

r∑

n=0

Cn
mCr−n

L−m

C l
L

r0∑

i=max(0,m−k)

S (i, r, n)

[
δ
(
a(r,n), Xi

)
> ε

]

|A(Xi)|
+

+

r0∑

r=0

r∑

n=0

Cn
mCr−n

L−m

C l
L

min(l,m)
∑

i=r0+1

S (i, r, n)

[
δ
(
a(r,n), Xi

)
> ε

]

|A(Xi)|
.Èç ëåìì 4.3 è 4.5, à òàêæå èç ñëåäñòâèÿ 4.4 ñëåäóåò, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå ñî-îòâåòñòâóåò ñëó÷àþ âûáîðà àëãîðèòìà, íå äîïóñêàþùåãî îøèáîê íà îáó÷àþùåé âû-áîðêå X. Ñëåäñòâèå 4.4 ïîçâîëÿåò îïóñòèòü ñóììèðîâàíèå ïî îðáèòàì âî âòîðîìñëàãàåìîì, ïîñêîëüêó ïðè i > r0 âî ìíîæåñòâî A(Xi) ïîïàäàþò òîëüêî àëãîðèòìûèç Orb(r0, r0), äîïóñêàþùèå â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 4.5 ðîâíî i − r0 îøèáîê íà X.Ñ ó÷åòîì ýòîãî:

Qε(µ, X) =
r0∑

r=0

r∑

n=0

Cn
mCr−n

L−m

C l
L

r0∑

i=max(0,m−k)

S (i, r, n)
[r + m − 2n > εk]

|A(Xi)|
+

+
Cr0

m C0
L−m

C l
L

min(l,m)
∑

i=r0+1

S (i, r, n)

[
i 6 sd(ε) + r0k

L

]

|A(Xi)|
. (4.1)Âû÷èñëèì çíà÷åíèå S (i, r, n). Â ñëó÷àå i 6 r0 ýòî ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü ièç n îáúåêòîâ ìíîæåñòâà Xm è l − i èç L − m − r + n îáúåêòîâ ìíîæåñòâà XL−m,íà êîòîðûõ íå îøèáàåòñÿ àëãîðèòì a(r,n). Â ñëó÷àå i > r0�÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü

i − r0 îáúåêòîâ èç ìíîæåñòâà Xm, íà êîòîðûõ àëãîðèòì a(r,n) îøèáàåòñÿ, è l − iïðîèçâîëüíûõ îáúåêòîâ èç XL−m. Èòîãî:
S (i, r, n) =







Ci
nC l−i

L−m−r+n, i 6 r0;

Ci−r0

m−r0
C l−i

L−m, i > r0.Íàéä¼ì çíà÷åíèÿ |A(Xi)|. Â ñëó÷àå i > r0 â A(Xi) ïîïàäàþò òå àëãîðèòìû
Orb(r0, r0), êîòîðûå îøèáàþòñÿ íà ìíîæåñòâå Xm i − r0 ðàç. Ïðè i 6 r0 èç êàæ-äîé îðáèòû âî ìíîæåñòâî A(Xi) ïîïàäàþò àëãîðèòìû, íå îøèáàþùèåñÿ íè íà îäíîì23



îáúåêòå ìíîæåñòâ Xm è XL−m. Ïîëó÷àåì:
|A(Xi)| =







r0∑

r1=0

r1∑

n1=0

Cn1−i
m−i Cr1−n1

k−m+i, i 6 r0;

Cr0

i , i > r0.Ïîäñòàíîâêà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â (4.1) äàåò:
Qε(µ, X) =

r0∑

r=0

r∑

n=0

Cn
mCr−n

L−m

C l
L

r0∑

i=max(0,m−k)

Ci
nC l−i

L−m−r+n

[r + m − 2n > εk]
r0∑

r1=0

r1∑

n1=0

Cn1−i
m−i Cr1−n1

k−m+i

+

+
Cr0

m

C l
L

min(l,m)
∑

i=r0+1

Ci−r0

m−r0
C l−i

L−m

[
i 6 sd(ε) + r0k

L

]

Cr0

i

. (4.2)Âî âòîðîì ñëàãàåìîì:
Ci−r0

m−r0

Cr0

i

=
Cm−i

m−r0

Cr0

i

=
C

r0−(i−m+r0)
i−(i−m+r0)

Cr0

i

=
Ci−m+r0

r0

Ci−m+r0

i

=
Cm−i

r0

Cm−r0

iÄàëåå, Cr0

m Cm−i
r0

= Ci
mCr0−m+i

i = Ci
mCm−r0

i . Ïîäñòàíîâêà ïîëó÷åííûõ ôîðìóëâî âòîðîå ñëàãàåìîå (4.2) äàåò:
Cr0

m

C l
L

min(l,m)
∑

i=r0+1

Ci−r0

m−r0
C l−i

L−m

[
i 6 sd(ε) + r0k

L

]

Cr0

i

=

=

min(l,m)
∑

i=r0+1

hl,m
L (i)

[

i 6 sd(ε) +
r0k

L

]

=

bs′
d
(ε)c

∑

i=r0+1

hl,m
L (i). (4.3)Â ïåðâîì ñëàãàåìîì Cn

mCi
n = Ci

mCn−i
m−i, à Cr−n

L−mC l−i
L−m−r+n = CL−m−r+n

L−m C l−i
L−m−r+n =

= C l−i
L−mCr−n

k−m+i. Çàìåíèâ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ, ïîëó÷èì:
r0∑

r=0

r∑

n=0

Cn
mCr−n

L−m

C l
L

r0∑

i=max(0,m−k)

Ci
nC

l−i
L−m−r+n

[r + m − 2n > εk]
r0∑

r1=0

r1∑

n1=0

Cn1−i
m−i Cr1−n1

k−m+i

=

=

r0∑

i=max(0,m−k)

hl,m
L (i)

r0∑

r=0

r∑

n=0

Cn−i
m−iC

r−n
k−m+i [r + m − 2n > εk]

r0∑

r1=0

r1∑

n1=0

Cn1−i
m−i Cr1−n1

k−m+i

(4.4)Ïîäñòàíîâêà (4.3) è (4.4) â (4.2) çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �Çàìå÷àíèå. Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ñíîâà íå çàâèñÿò îò öåíòðà øàðà a0, è çàâèñèòëèøü îò íîìåðà ñëîÿ m, â êîòîðîì ëåæèò öåíòð øàðà.24
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Ðèñ. 5: Âêëàäû ñëî¼â øàðà â âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ïðè l = k = 100, m = 20,
r0 = 10, ε = 0.05.Ñëåäñòâèå 4.6. Ïóñòü n (a1, X) = n (a2, X) = m è k 6 l. Òîãäà äëÿ ε ∈

[
0; m−r

k

] âåðî-ÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ñåìåéñòâà Br(a1) íå ïðåâîñõîäèò âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿñåìåéñòâà Br(a2) ∩ Am.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç òåîðåì3.1, 3.2 è 4.1:
Qε(µ, X)äëÿ Br(a1)

=

r0∑

i=max(0,m−k)

h`,m
L (i)

r∑

r1=0

r1∑

n1=0

S (n1, r1, i)
[
m + r1 − 2n1 > εk

]

r∑

r2=0

r2∑

n2=0

S (n2, r2, i)
+

bs′
d
(ε)c

∑

i=r+1

h`,m
L (i) =

=
r∑

i=max(0,m−k)

h`,m
L (i) +

bs′
d
(ε)c

∑

i=r+1

h`,m
L (i) =

= H l,m
L

(
sd(ε) + rk

L

)
6 H l,m

L (sd(ε) + r/2) = Qε(µ, X)äëÿ Br(a2) ∩ Am

.

�Çàìå÷àíèå. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ìû ïîëó÷èëè ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñ-ïðåäåëåíèå èç äâóõ ñëàãàåìûõ èìåííî áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ε ∈
[
0; m−r

k

]. Ïðè ýòèõ εçíà÷åíèå bs′d(ε)c > r, ÷òî è äàåò âîçìîæíîñòü ¾ñëèòü¿ äâå ñóììû â îäíó. Â ïðîòèâíîìñëó÷àå bs′d(ε)c ñòðîãî ìåíüøå r, è çíà÷åíèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäå-ëåíèÿ ñëåäóåò áðàòü íå â òî÷êå s′d(ε), à â òî÷êå r. Òàêæå èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè
ε ∈

[
0; m−r

k

] ïåðâîå ñëàãàåìîå â îöåíêå äëÿ øàðà â òî÷íîñòè ðàâíÿåòñÿ H l,m
L (r).Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ âêëàäîâ ñëîåâ øàðà â åãî âåðîÿòíîñòüïåðåîáó÷åíèÿ. Âèäíî, ÷òî íåñêîëüêî íèæíèõ ñëîåâ øàðà äàþò áîëüøóþ ÷àñòü âåðîÿò-25



íîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ. Âîçíèêàåò âîïðîñ: íåëüçÿ ëè ïðèáëèæàòü îöåíêó øàðà îöåíêîé
t åãî íèæíèõ ñëîåâ.4.2 Ïðèáëèæåíèå îöåíêè øàðà t åãî íèæíèìè ñëîÿìèÒåîðåìà 4.2 (Òî÷íàÿ îöåíêà äëÿ íèæíèõ ñëîåâ øàðà). Ïóñòü n(a0, X) = m. Ðàñ-ñìîòðèì t íèæíèõ ñëîåâ øàðà àëãîðèòìîâ Br0

(a0). Òîãäà ïðè îáó÷åíèè ðàíäîìèçè-ðîâàííûì ìåòîäîì ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà è r 6 min (m, L − m) âåðî-ÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå:
Qε(µ, X) =

=

r0∑

i=max(0,m−k)

h`,m
L (i)

r0∑

r1=0

r1∑

n1=0

S ′ (n1, r1, i)
[
m + r1 − 2n1 > εk

]

r0∑

r2=0

r2∑

n2=0

S ′ (n2, r2, i)
+

[
t > 1

]
bs′

d
(ε)c

∑

i=r0+1

h`,m
L (i),ãäå h`,m

L (i) =
Ci

mC`−i

L−m

C`

L

, S ′ (n, r, i) = Cn−i
m−iC

r−n
k−m+i [m + r − 2n 6 m − r0 + t − 1], s′d(ε) =

= `
L
(m − εk) + r0k

L
.Ýòà òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 4.1. Ëåììû 4.1, 4.3 è 4.5 îñòàþòñÿñïðàâåäëèâû äëÿ ýòîãî ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ. Â ëåììå 4.2 ìíîæåñòâî ñëîåâ, â ïåðåñå-÷åíèè ñ êîòîðûìè ñôåðû äàþò îðáèòû àëãîðèòìîâ, ìåíÿåòñÿ íà m−r0 . . .m−r0+t−1.Îñíîâíîå îòëè÷èå â õîäå äîêàçàòåëüñòâà � ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóëû (2.2)â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà ìíîæåñòâî ñóììèðóåìûõ îðáèò àëãîðèòìîâ ñîêðàùàåòñÿ äî-áàâëåíèåì ïðîâåðî÷íîãî ìíîæèòåëÿ [m + r − 2n 6 m − r0 + t − 1] ïîñëå çíàêîâ ñóì-ìèðîâàíèÿ ïî èíäåêñàì r è n.Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü òî÷íîé îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿäëÿ t íèæíèõ ñëîåâ øàðà îò ïàðàìåòðà t. Ñíîâà âèäèì, ÷òî ñóùåñòâåííûå ñêà÷êèïðîèñõîäÿò ëèøü íà ïåðâûõ íåñêîëüêèõ ñëîÿõ.Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïðèáëèæåíèÿ îöåíêè øàðà t åãî íèæíèìèñëîÿìè. ×åðíûì öâåòîì èçîáðàæåíà îöåíêà øàðà. Êðàñíûì, çåëåíûì è ñèíèì� îöåí-êè 1, 2 è 3 åãî íèæíèõ ñëîåâ ñîîòâåòñòâåííî. Ïàäåíèå ê íóëþ îöåíîê ïåðâûõ ñëîåâøàðà îáúÿñíÿåòñÿ óìåíüøåíèåì íèæíåãî ñëîÿ øàðà ñ ðîñòîì åãî ðàäèóñà. Â îïðåäå-ëåííûé ìîìåíò êîëè÷åñòâî îøèáîê m, äîïóñêàåìîå àëãîðèòìàìè íèæíåãî ñëîÿ øàðà,ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå εk. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåîáó÷åíèå íåâîçìîæíî.
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Ðèñ. 6: Çàâèñèìîñòü Qε îò ÷èñëà t íèæíèõ ñëîåâ øàðà, ïðè l = k = 100, m = 10,
r0 = 6, ε = 0.05.
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Ðèñ. 7: Çàâèñèìîñòü Qε îò ðàäèóñà øàðà r äëÿ ïîëíîãî øàðà (âåðõíÿÿ êðèâàÿ) è dåãî íèæíèõ ñëî¼â, ïðè l = k = 100, m = 10, r0 = 6, ε = 0.05.
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5 Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ âòîðè÷íîé ñòðóêòóðû áåëêàÂ äàííîé ðàáîòå âëèÿíèå ýôôåêòîâ ðàññëîåíèÿ è ñõîäñòâà àëãîðèòìîâ íà âåðî-ÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ èññëåäóåòñÿ íà ïðèìåðå ïðèêëàäíîé çàäà÷è èç îáëàñòè áèî-èíôîðìàòèêè � çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ âòîðè÷íîé ñòðóêòóðû áåëêà ïî åãî ïåðâè÷-íîé ñòðóêòóðå. Â ðîëè àëãîðèòìîâ âûñòóïàþò çàêîíîìåðíîñòè. Êàæäàÿ çàêîíîìåð-íîñòü � ýòî ýëåìåíòàðíûé êëàññèôèêàòîð, îòíîñÿùèé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåð-âè÷íîé ñòðóêòóðû áåëêà ê îäíîìó èç âèäîâ âòîðè÷íîé ñòðóêòóðû. Â êà÷åñòâå èñõîä-íîé âûáîðêè ðàññìàòðèâàåòñÿ áàíê äàííûõ PDB (Protein Data Bank), ñîäåðæàùèéîêîëî 130 òûñÿ÷ çàïèñåé î áåëêàõ.5.1 Ñòðóêòóðà áåëêà, ïîñòàíîâêà çàäà÷èÁåëîê � ýòî ìàêðîìîëåêóëà, òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õèìè÷åñêè ñâÿçàííûõìîëåêóë ìåíüøåãî ðàçìåðà (àìèíîêèñëîò). Ïðèíÿòî ðàçëè÷àòü ÷åòûðå óðîâíÿñòðóêòóðû áåëêîâ [13].
• Ïåðâè÷íàÿ ñòðóêòóðà �ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àìèíîêèñëîò, ñîñòàâëÿþùèõ äàí-íûé áåëîê. Îáðàçóåòñÿ àìèíîêèñëîòàìè äâàäöàòè âèäîâ, è, ñîîòâåòñòâåííî, êî-äèðóåòñÿ ñëîâîì â äâàäöàòèáóêâåííîì àëôàâèòå.
• Âòîðè÷íàÿ ñòðóêòóðà � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëîêàëüíûõ êîíôîðìàöèé ïåðâè÷-íîé ñòðóêòóðû. Ó÷àñòêè öåïî÷êè àìèíîêèñëîò, îáðàçóþùèõ ïåðâè÷íóþ ñòðóê-òóðó, ïîä äåéñòâèåì ðÿäà ñèë ïðèíèìàþò îäèí èç íåñêîëüêèõ âèäîâ (â äàí-íîé ðàáîòå ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî èç òðåõ âèäîâ) ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Òàêèìîáðàçîì, âòîðè÷íàÿ ñòðóêòóðà êîäèðóåòñÿ ñëîâîì â òðåõáóêâåííîì àëôàâèòå,òîé æå äëèíû, ÷òî è ïåðâè÷íàÿ ñòðóêòóðà.
• Òðåòè÷íàÿ ñòðóêòóðà �òðåõìåðíàÿ êîíñòðóêöèÿ ¾ñâåðíóòîé¿ âòîðè÷íîé ñòðóê-òóðû. Òðåòè÷íàÿ ñòðóêòóðà ìîæåò çàäàâàòüñÿ êîîðäèíàòàìè è òèïàìè âñåõàòîìîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ìîëåêóëó áåëêà. Â äàííîé ðàáîòå òðåòè÷íàÿ ñòðóêòó-ðà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.
• ×åòâåðòè÷íàÿ ñòðóêòóðà � ñîâîêóïíîñòü òðåõìåðíûõ ñòðóêòóð. Â äàííîé ðà-áîòå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ óñòàíîâëåíèÿ ðàçëè÷íûõñòðóêòóðíûõ óðîâíåé áåëêà. Ïåðâè÷íàÿ ñòðóêòóðà áåëêà óñòàíàâëèâàåòñÿ âûäåëå-28



íèåì ÄÍÊ êëåòêè è ðàñøèôðîâêîé åãî ãåíîìà. Âòîðè÷íóþ ñòðóêòóðó áåëêà, ñîäåð-æàùóþ âñþ íåîáõîäèìóþ èíôîðìàöèþ î åãî ôóíêöèÿõ è ñâîéñòâàõ, óñòàíàâëèâàþòïî òðåòè÷íîé ñòðóêòóðå. Åå, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîëó÷àþò íåïîñðåäñòâåííî èç áåëêà, âû-äåëåííîãî èç æèâîé êëåòêè. Óñòàíîâëåíèå òðåòè÷íîé ñòðóêòóðû áåëêà ïðîèçâîäèòñÿìåòîäàìè ÿäåðíîãî ìàãíèòíîãî ðåçîíàíñà (ßÌÐ) è ðåíòãåíî-ñòðóêòóðíîãî êðèñòàë-ëîãðàôè÷åñêîãî àíàëèçà. Ýòè ìåòîäû ÷ðåçâû÷àéíî òðóäîåìêè, ïðèìåíèìû íå êî âñåìáåëêàì è èìåþò ïîãðåøíîñòè. Ïîýòîìó àêòóàëüíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ïðîãíîçèðîâà-íèå âòîðè÷íîé ñòðóêòóðû áåëêà ïî åãî ïåðâè÷íîé ñòðóêòóðå.Çàäà÷à ïðîãíîçèðîâàíèÿ âòîðè÷íîé ñòðóêòóðû áåëêà çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåâîäå ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè 20-áóêâåííîãî àëôàâèòà (ïåðâè÷íîé ñòðóêòóðû) â ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü 3-áóêâåííîãî àëôàâèòà (âòîðè÷íóþ ñòðóêòóðó) òîé æå äëèíû.Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ ñëåäóþùåé ïðè-íÿòîé â áèîëîãèè ãèïîòåçå.Ãèïîòåçà 5.1. Ïåðâè÷íàÿ ñòðóêòóðà áåëêà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó áåë-êà íà âñåõ ïîñëåäóþùèõ óðîâíÿõ.5.2 Âèäû çàêîíîìåðíîñòåé è èõ ïåðåîáó÷åííîñòüÄëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ âòîðè÷íîé ñòðóêòóðû áåëêà áûëè âûáðàíûëîãè÷åñêèå àëãîðèòìû êëàññèôèêàöèè. Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîä ïîèñ-êà ëîêàëüíûõ çàêîíîìåðíîñòåé, êîòîðûå çàòåì áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿêëàññèôèêàòîðà.Ãèïîòåçà 5.2. Ñîñòîÿíèå i-é ïîçèöèè âòîðè÷íîé ñòðóêòóðû áåëêà îïðåäåëÿåòñÿëîêàëüíîé îêðåñòíîñòüþ i-é ïîçèöèè ïåðâè÷íîé ñòðóêòóðû áåëêà.Èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé áûëî ïðèíÿòî ðåøåíèå îáúåêòàìè ñ÷èòàòü ïîçèöèè âòîðè÷-íîé ñòðóêòóðû, èõ êëàññàìè � áóêâû âòîðè÷íîé ñòðóêòóðû Y = {H, E, L}, à ïðèçíà-êîâûìè îïèñàíèÿìè� ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóêâ ïåðâè÷íîé ñòðóêòóðû, ëåæàùèåâ îêðåñòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé ïîçèöèè:
29



Çàêîíîìåðíîñòè áóäåì èñêàòü ñðåäè ïðåäèêàòîâ, ïðèíèìàþùèõ ðåøåíèå î ïî-êðûòèè îáúåêòà íà îñíîâå åãî ïðèçíàêîâîãî îïèñàíèÿ.Ïðåäèêàòû äåëÿòñÿ íà 6 òèïîâ YΦ =
{
H, E, L, H̄, Ē, L̄

}: ïî äâà òèàï ïðåäèêàòîâ,ãîëîñóþùèõ çà êëàññ è ïðîòèâ îäíîãî èç òð¼õ êëàññîâ. Èíäèêàòîð îøèáêè ïðåäèêàòà
ϕ òèïà c ∈ YΦ:

L (ϕ, xi) = [ϕ(xi) = 1 è yi = y] ,åñëè òèï çàêîíîìåðíîñòåé c ãîëîñóåò ïðîòèâ êëàññà y è
L (ϕ, xi) = [ϕ(xi) = 1 è yi 6= y] ,åñëè òèï c ãîëîñóåò çà êëàññ y.Ïóñòü n(ϕ, X) =

∑

x∈X L (ϕ, x) è p(ϕ, X) =
∑

x∈X (ϕ(x) − L (ϕ, x)). Èíôîðìà-òèâíîñòü ïðåäèêàòà ϕ, êàê ôóíêöèþ âåëè÷èí p è n, ìîæíî îïðåäåëÿòü ïî-ðàçíîìó.Â îáçîðå [9] ïðèâîäèòñÿ îêîëî 20 ðàçëè÷íûõ êðèòåðèåâ èíôîðìàòèâíîñòè, èñïîëüçó-åìûõ â ìåòîäàõ ïîèñêà ëîãè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé. Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿêðèòåðèé èíôîðìàòèâíîñòè, ðàçðàáîòàííûé â òåîðèè áóñòèíãà äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíîéêîìïîçèöèè ëîãè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé [11]:
I(ϕ, X) =

√

p(ϕ, X) −
√

n(ϕ, X). (5.1)Ïîñêîëüêó ïîñòðîåíèå êëàññèôèêàòîðà ïðåäïîëàãàåò îòáîð íàèáîëåå èíôîðìà-òèâíûõ çàêîíîìåðíîñòåé, âñòàåò âîïðîñ � íå âåä¼ò ëè îïòèìèçàöèÿ çàêîíîìåðíîñòåéê ïåðåîáó÷åíèþ.Îïðåäåëèì ïåðåîáó÷åííîñòü ïðåäèêàòà êàê ðàçíîñòü ÷àñòîòû åãî îøèáîê íà êîí-òðîëüíîé è îáó÷àþùåé âûáîðêå:
δ
(
ϕ, X, X̄

)
=

1

k
n

(
ϕ, X̄

)
−

1

`
n(ϕ, X),ãäå ` = |X|, k = |X̄|.Ìåòîäîì îáó÷åíèÿ çàêîíîìåðíîñòåé òèïà c ∈ YΦ áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæå-íèå µc, êîòîðîå ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå X ñòðîèò íàáîð çàêîíîìåðíîñòåé òèïà c:

µcX = Rc ≡
{
ϕt

c|t = 1, . . . , Tc

}
.Â íàøåì ñëó÷àå ìåòîä îáó÷åíèÿ âûäåëÿåò çàêîíîìåðíîñòè òèïà c, ïîïàâøèå â îïðåäå-ëåííûì îáðàçîì îòáèðàåìîå ìíîæåñòâî íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûõ ïî êðèòåðèþ (5.1)çàêîíîìåðíîñòåé. 30



Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü, íàñêîëüêî âåëèêî çíà÷åíèå ïåðåîáó÷åííîñòè çàêîíîìåð-íîñòåé, âûáèðàåìûõ ìåòîäîì ìàêñèìèçàöèè êðèòåðèÿ èíôîðìàòèâíîñòè.Âñå îïèñàííûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü íà áàçå áåëêîâ Protein Data Bank, äî-ñòóïíîé â èíòåðíåòå1. Â ðåçóëüòàòå ñëèÿíèÿ äàííûõ ñ ñîâïàäàþùèìè ïåðâè÷íûìèñòðóêòóðàìè â áàçå íàõîäèëîñü 39015 ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóð áåëêîâ. Êàæäîé èç íèõ ñî-îòâåòñòâîâàëî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âòîðè÷íûõ ñòðóêòóð (âïëîòüäî 300). Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â áàçó ïîïàäàþò ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ, ïðî-âîäèìûõ ðàçíûìè ëàáîðàòîðèÿìè ïî ðàçëè÷íûì ìåòîäèêàì.Íà ýòàïå ïåðâè÷íîé îáðàáîòêè áûëà ïðîâåäåíà êëàñòåðèçàöèÿ áàçû áåëêîâ.Â îäèí êëàñòåð ñëèâàëèñü áåëêè, ïåðâè÷íûå ñòðóêòóðû êîòîðûõ îòëè÷àëèñü íå áî-ëåå ÷åì íà 20% ïî íîðìèðîâàííîé ìåòðèêå Ëåâåíøòåéíà. Çàòåì èç êàæäîãî êëàñòåðàîïðåäåëåííûì îáðàçîì îòáèðàëîñü ïî îäíîìó áåëêó. Âñå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñüíà ïîëó÷åííîé òàêèì îáðàçîì áàçå, ñîñòîÿùåé èç 14928 ïàð ïåðâè÷íûõ è âòîðè÷íûõñòðóêòóð, íàñ÷èòûâàþùåé îêîëî 3.5 ìèëëèîíîâ îáúåêòîâ. Áàçà äåëèëàñü ïîïîëàì íàîáó÷àþùóþ è êîíòðîëüíóþ âûáîðêè.5.2.1 Çàêîíîìåðíîñòè-ìàñêèÑíà÷àëà áûëè èçó÷åíû ïðåäèêàòû, ïðåäëîæåííûå â [6]. Ïðåäèêàò ϕ ïðåäñòàâëÿ-åòñÿ â âèäå ìàñêè äëèíû d ñ r ôèêñèðîâàííûìè ïîçèöèÿìè, â êîòîðûõ ñòîÿò áóêâûàëôàâèòà ïåðâè÷íîé ñòðóêòóðû. Ïðåäèêàò ϕ âûäåëÿåò îáúåêò x â òîì ñëó÷àå, åñ-ëè ìàñêà ïðåäèêàòà ñîâïàäàåò ñ ïðèçíàêîâûì îïèñàíèåì îáúåêòà x. Â ïðèâåäåííîìâûøå ïðèìåðå îáúåêò âûäåëÿåòñÿ ïðåäèêàòîì ϕ1 = {K −−NP} è íå âûäåëÿåòñÿïðåäèêàòîì ϕ1 = {KN −−P}.Äîñòîèíñòâîì äàííîãî âèäà çàêîíîìåðíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîòà èõ ôîðìû. Ïî-ëó÷èâ èíôîðìàòèâíûå çàêîíîìåðíîñòè, ìîæíî áóäåò íå òîëüêî ñòðîèòü êëàññèôèêà-òîð, íî è ïûòàòüñÿ ïîíÿòü èõ áèîõèìè÷åñêèé ñìûñë.Ðàññìàòðèâàëèñü ïðåäèêàòû ñ ïàðàìåòðàìè d ∈ {5, 7} è r ∈ {3, 4}. Â áîëüøèí-ñòâå ñëó÷àåâ áîëåå 95% ïðåäèêàòîâ êàæäîãî òèïà (âñåãî èõ 20rCr
d) âûäåëÿëî õîòÿ áûîäèí îáúåêò îáó÷àþùåé âûáîðêè. Íà ðèñóíêå 8 ïðèâåäåíî ðàñïðåäåëåíèå ïðåäèêà-òîâ ñ ïàðàìåòðàìè d = 5, r = 3 ïî ÷èñëó ïîêðûòûõ îáúåêòîâ âûáîðêè. Âñåãî òàêèõïðåäèêàòîâ 80000. Èç íèõ ëèøü îêîëî 20 ïîêðûâàåò áîëüøå 1000 îáúåêòîâ.Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ d è r êàðòèíà íå ìåíÿåòñÿ. Âî âñåõ1RCSB Protein Data Bank - www.pdb.org 31
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Ðèñ. 8: Ðàñïðåäåëåíèå ïðåäèêàòîâ-ìàñîê (r = 3, d = 5) ïî ÷èñëó âûäåëÿåìûõ îáúåê-òîâ.ñëó÷àÿõ íàèáîëüøåå ÷èñëî îáúåêòîâ âûäåëÿëè ïðåäèêàòû, âêëþ÷àâøèå íåñêîëüêîáóêâ ¾H¿ ïåðâè÷íîé ñòðóêòóðû � òàêèå, êàê {− − HHH}, {−HHHH −−}. Îíè ïî-êðûâàëè îêîëî 5000 îáúåêòîâ, ÷òî ñîñòàâëÿåò îêîëî 0.1% îáó÷àþùåé âûáîðêè. Îíèæå îäíîâðåìåííî ÿâëÿëèñü íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûìè.Äëÿ âûÿâëåíèÿ ýôôåêòà ïåðåîáó÷åíèÿ ïðîâîäèëèñü ñëåäóþùèå ýêñïåðèìåíòû.Íà îáó÷àþùåé âûáîðêå âûäåëÿëîñü ìíîæåñòâî ïðåäèêàòîâ âñåõ òèïîâ Φ(X). Íàé-äåííûå ïðåäèêàòû ñîðòèðîâàëèñü â ïîðÿäêå óìåíüøåíèÿ èíôîðìàòèâíîñòè. Çàòåìâ êàæäîì èç 6-òè òèïîâ çàêîíîìåðíîñòåé ìíîæåñòâà Φ(X) îòáèðàëîñü ïî K íàèáîëååèíôîðìàòèâíûõ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àëîñü 6 âàðèàöèîííûõ ðÿäîâ èíôîðìàòèâíî-ñòè. Äëÿ êàæäîãî òèïà çàêîíîìåðíîñòåé âû÷èñëÿëàñü çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî çíà÷åíèÿè 95%-ãî äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà ïåðåîáó÷åííîñòè n
(
ϕ

(i)
c , X̄

)
− n

(
ϕ

(i)
c , X

) çàêîíî-ìåðíîñòåé îò ïîðÿäêîâîãî íîìåðà i â âàðèàöèîííîì ðÿäó. Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó âíàøåì ñëó÷àå ` = k, ìû äîìíîæàëè çíà÷åíèå ïåðåîáó÷åííîñòè íà äëèíó îáó÷àþùåéâûáîðêè.Â ñëó÷àå ïåðåîáó÷åííîñòè çàêîíîìåðíîñòåé îæèäàëîñü çíà÷èìîå ïîâûøåíèå íà-÷àëüíûõ ó÷àñòêîâ ãðàôèêîâ. Îäíàêî â ýêñïåðèìåíòàõ ýòîãî íå íàáëþäàëîñü. Äîâå-ðèòåëüíûå èíòåðâàëû ñ çàïàñîì ïîêðûâàþò íîëü, õîòü è íå ñèììåòðè÷íû îòíîñè-òåëüíî íóëÿ, à ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ëèøü íåìíîãî ïîäíÿëèñü íàä íóëåì. Â êà÷åñòâåïðèìåðà íà ðèñóíêå 9 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû äëÿ çàêîíîìåðíîñòåé-ìàñîê ñ ïàðàìåò-ðàìè d = 7, r = 4, ãîëîñóþùèõ ïðîòèâ êëàññà ¾L¿. Ñïëîøíîé ëèíèåé èçîáðàæåíîñðåäíåå çíà÷åíèå ïåðåîáó÷åííîñòåé, ïóíêòèðíîé � 95%-ûå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâà-ëû. Âñå êðèâûå ñãëàæåíû ìåòîäîì ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî ñ îêíîì 100.32
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Ðèñ. 9: Çíà÷åíèÿ ïåðåîáó÷åííîñòåé (dn) íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûõ çàêîíîìåðíîñòåéòèïà ¾íå L¿.Íà ðèñóíêå 10 ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå ïðåäèêàòîâ ïî èíôîðìàòèâíîñòè.Ãðàôèêè âûðîâíåíû ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè, òàêèì îáðàçîì ìîæíî ñóäèòü î êîëè-÷åñòâå èíôîðìàòèâíûõ ïðåäèêàòîâ êàæäîãî òèïà. Ýòè ãðàôèêè îáúÿñíÿþò, ïî÷åìóïåðåîáó÷åíèå ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò. Îòáîð çàêîíîìåðíîñòåé ïðîèçâîäèòñÿ ïî êðè-òåðèþ èíôîðìàòèâíîñòè, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ñåìåéñòâî âñåõ ïðåäèêàòîâ-ìàñîêÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ðàññëîåííûì. Ñëîè, ñîäåðæàùèå íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûå çàêîíî-ìåðíîñòè, êàê ïðàâèëî, íå ìíîãî÷èñëåííû; èõ ÷èñëî íà ïîðÿäêè ìåíüøå äëèíû âû-áîðêè. Â òî æå âðåìÿ, íèçêàÿ ïåðåîáó÷åííîñòü çàêîíîìåðíîñòåé åù¼ íå ãàðàíòèðóåòïîñòðîåíèå íàäåæíîãî êëàññèôèêàòîðà, ïîñêîëüêó âûñîêîèíôîðìàòèâíûõ çàêîíî-ìåðíîñòåé, äîïóñêàþùèõ ìàëóþ äîëþ îøèáîê, ÿâíî íå õâàòàåò äëÿ ïîêðûòèÿ âñåéâûáîðêè.Íà ðèñóíêå 11 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè äîëè ïîêðûòèé ãåíåðàëüíîé âûáîð-êè îò ïîðîãà èíôîðìàòèâíîñòè I0 îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî òèïà çàêîíîìåðíîñòåé.Íà ðèñóíêå 12 ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå 10% íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûõ ïðåäè-êàòîâ ïî çíà÷åíèÿì n è p íà îáó÷àþùåé âûáîðêå. Áîëåå òåìíûé öâåò òî÷åê ñîîòâåò-ñòâóåò á�îëüøåìó çíà÷åíèþ èíôîðìàòèâíîñòè ïðåäèêàòîâ.33



Íà ãðàôèêàõ âèäíî, ÷òî äëÿ ïîêðûòèÿ 95% âñåé âûáîðêè íåîáõîäèìî âçÿòüïîðÿäêà òðåòè âñåõ ïðåäèêàòîâ. Ó÷èòûâàÿ áîëüøîå ÷èñëî ¾ïëîõèõ¿ çàêîíîìåðíî-ñòåé, âûäåëÿþùèõ ìàëî îáúåêòîâ, âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ õîðîøåãî êëàññèôèêàòî-ðà íà îñíîâå çàêîíîìåðíîñòåé-ìàñîê ñ ïàðàìåòðàìè d = 5, r = 3 ñòîèò ïîä âîïðîñîì.Äëÿ îñòàëüíûõ ðàññìîòðåííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ d è r ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íàÿ.Òàêæå ïðåäâàðèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî êëàññèôèêàòîðû, ïîñòðî-åííûå íà îñíîâå çàêîíîìåðíîñòåé-ìàñîê, ïåðåîáó÷åíû.Âîçíèêàåò âîïðîñ � íåëüçÿ ëè ïðèäóìàòü ïðîñòîå ïðàâèëî îáúåäèíåíèÿ îïèñàí-íûõ ïðåäèêàòîâ â íîâûå, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
• ïîëó÷àþùèåñÿ çàêîíîìåðíîñòè äîëæíû ïî-ïðåæíåìó èìåòü ïðîñòîé è ïîíÿò-íûé âèä;
• íîâûå çàêîíîìåðíîñòè äîëæíû âûäåëÿòü äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî îáúåêòîâ;
• ïðè îáúåäèíåíèè èíôîðìàòèâíîñòü çàêîíîìåðíîñòåé äîëæíà óâåëè÷èâàòüñÿâ áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ.5.2.2 Çàêîíîìåðíîñòè-ïîäìíîæåñòâàÐàññìîòðèì çàêîíîìåðíîñòè äðóãîãî âèäà. Çàêîíîìåðíîñòü ϕ çàäàåòñÿ r áóê-âàìè àëôàâèòà ïåðâè÷íîé ñòðóêòóðû è äëèíîé îêðåñòíîñòè d. Çàêîíîìåðíîñòü ϕïîêðûâàåò îáúåêò x, åñëè â ïðèçíàêîâîì îïèñàíèè îáúåêòà x äëèíû d âñòðå÷àåòñÿêàæäàÿ èç r áóêâ ïðåäèêàòà ñ ó÷åòîì ïîâòîðåíèé. Íà ïðèìåðå ïðèâåäåííîãî ðàíååó÷àñòêà áåëêà îáúåêò xi ïîêðûâàåòñÿ ïðåäèêàòîì ϕ = ({K, N} , 5), íî íå ïîêðûâàåòñÿïðåäèêàòîì ϕ = ({N, N} , 5), ãäå 5�äëèíà îêðåñòíîñòè.Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðåäèêàò-ïîäìíîæåñòâî ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïóò¼ìñëèÿíèÿ âñåõ ïðåäèêàòîâ-ìàñîê, èìåþùèõ îäèíàêîâûé íàáîð áóêâ è òó æå äëèíóîêðåñòíîñòè d. Íàïðèìåð, ïðåäèêàòû-ìàñêè {AB − C}, {C − BA} è ïðî÷èå, âñåãî

4! = 24 øòóê, ñëèâàþòñÿ â ïðåäèêàò-ïîäìíîæåñòâî ϕ = ({A, B, C} , 4).Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî ñëèÿíèå ïðåäèêàòîâ-ìàñîê â ïðåäèêàòû-ïîäìíî-æåñòâà â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïîâûøàþò èíôîðìàòèâíîñòü çàêîíîìåðíîñòåé. Áûëèðàññìîòðåíû ïðåäèêàòû ñ d ∈ {5, 7} è r ∈ {3, 4}. Íà îáó÷àþùåé âûáîðêå ñíîâà âû-äåëÿëèñü ïðàêòè÷åñêè âñå ïðåäèêàòû (èõ âñåãî Cr
r+19 �îáùåå êîëè÷åñòâî íàáîðîâïðè âûáîðå r ýëåìåíòîâ èç 20 ñ âîçâðàùåíèåì è áåç ó÷åòà ïîðÿäêà.).Íà ðèñóíêå 13 ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ïðåäèêàòîâ-ïîäìíîæåñòâ ñ ïàðà-34
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Ðèñ. 10: ââåðõó �ðàñïðåäåëåíèå ïðåäèêàòîâ-ìàñîê (d = 5, r = 3) ïî èíôîðìàòèâ-íîñòè; âíèçó � çàâèñèìîñòü äîëè ïîêðûòèÿ ãåíåðàëüíîé âûáîðêè îò ÷èñëà íàèáîëååèíôîðìàòèâíûõ ïðåäèêàòîâ, ïóíêòèð � äîëÿ ïðàâèëüíî âûäåëåííûõ îáúåêòîâ.35
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Ðèñ. 11: Çàâèñèìîñòè äîëè âûäåëåííûõ îáúåêòîâ è îøèáî÷íî âûäåëåííûõ îáúåêòîâ(ïóíêòèð) îò ïîðîãà èíôîðìàòèâíîñòè I0 äëÿ ïðåäèêàòîâ-ìàñîê (d = 5, r = 3).
36
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Ðèñ. 12: Ðàñïðåäåëåíèå ïåðâûõ 10% íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûõ ïðåäèêàòîâ-ìàñîê (d =

5, r = 3) ïî çíà÷åíèÿì p (ϕ, X) è n (ϕ, X).
37
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Ðèñ. 13: Ðàñïðåäåëåíèå ïðåäèêàòîâ-ïîäìíîæåñòâ (r = 4, d = 7) ïî ÷èñëó âûäåëÿåìûõîáúåêòîâ.ìåòðàìè r = 4 è d = 7 ïî ÷èñëó ïîêðûâàåìûõ îáúåêòîâ ãåíåðàëüíîé âûáîðêè. Âèäíî,÷òî ÷èñëî ïîêðûâàåìûõ ïðåäèêàòàìè îáúåêòîâ ñóùåñòâåííî âûðîñëî.Äëÿ âûÿâëåíèÿ ïåðåîáó÷åíèÿ íîâûõ çàêîíîìåðíîñòåé áûë ïîâòîðåí ýêñïåðè-ìåíò, îïèñàííûé â ïðîøëîì ðàçäåëå. Ðåçóëüòàòû îïÿòü íå ïîêàçàëè âèäèìîãî ïîäú-åìà ïåðåîáó÷åííîñòè íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûõ çàêîíîìåðíîñòåé. Íà ðèñóíêå 14ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü çíà÷åíèÿ n
(
ϕ

(i)
c , X̄

)
−n

(
ϕ

(i)
c , X

) äëÿ òèïà ïðåäèêàòîâ-ïîä-ìíîæåñòâ (r = 4, d = 7), ãîëîñóþùèõ ïðîòèâ ¾L¿. Ïóíêòèðîì èçîáðàæåí 95%-é äîâå-ðèòåëüíûé èíòåðâàë, ñïëîøíîé ëèíèåé � ñðåäíåå çíà÷åíèå. Âñå êðèâûå áûëè ñãëà-æåíû ìåòîäîì ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî ñ îêíîì 100.Íà ðèñóíêàõ 15, 16 è 17 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè äëÿ ïðåäèêàòîâ-ïîäìíîæåñòâ(r = 4, d = 7), àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Âìåñòå ñ ÷èñëîìîøèáîê ïðåäèêàòîâ âîçðîñëî è ÷èñëî ïîêðûâàåìûõ èìè îáúåêòîâ: òåïåðü äëÿ ïî-êðûòèÿ 95% ãåíåðàëüíîé âûáîðêè íàäî áðàòü îêîëî ÷åòâåðòè âñåõ çàêîíîìåðíîñòåé.Â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå ìû áûëè âûíóæäåíû äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïîêðûòèÿ âûáîðêè èñ-êàòü èíôîðìàòèâíûå çàêîíîìåðíîñòè ñðåäè ìíîæåñòâà ïðåäèêàòîâ, áîëüøàÿ ÷àñòüêîòîðûõ áûëè ñòàòèñòè÷åñêè íåíàäåæíûìè.Ñ ïîìîùüþ ïðåäèêàòîâ-ïîäìíîæåñòâ áûëè ñäåëàíû ïåðâûå ïîïûòêè ïîñòðîåíèÿàëãîðèòìà ïðîñòîãî ãîëîñîâàíèÿ. Ïîðîã èíôîðìàòèâíîñòè îòáîðà çàêîíîìåðíîñòåéíàñòðàèâàëñÿ èç ñîîáðàæåíèé ïîêðûòèÿ âûáîðêè: íàõîäèëîñü íàèìåíüøåå çíà÷åíèåèíôîðìàòèâíîñòè I0, ïðè êîòîðîì ïðåäèêàòû ñ I(ϕ, X) > I0 ïîêðûâàëè íå ìåíåå38
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Ðèñ. 14: Çíà÷åíèÿ ïåðåîáó÷åííîñòåé (dn) íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûõ çàêîíîìåðíîñòåéòèïà ¾íå L¿.
95% îáó÷àþùåé âûáîðêè. Çàòåì äëÿ îáúåêòîâ îáó÷àþùåé âûáîðêè ïîäñ÷èòûâàëèñüñóììû ãîëîñîâ êàæäîãî èç 6 òèïîâ îòîáðàííûõ çàêîíîìåðíîñòåé. Íàñòðîéêà âåñîâûõêîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé ïðîâîäèëàñü äâóìÿ íåçàâèñèìûìè îáðàçàìè.Ñíà÷àëà ãðóáî ñðàâíèâàëèñü äîëè ãîëîñîâàâøèõ ïðàâèë, ïðè ýòîì äîëè çàêîíî-ìåðíîñòåé, ãîëîñîâàâøèõ ïðîòèâ êëàññà, áðàëèñü ñ îòðèöàòåëüíûì çíàêîì. Ýòîò ìå-òîä äàë êðàéíå ïëîõèå ðåçóëüòàòû: ñðåäíåå çíà÷åíèå îøèáêè íà îáó÷åíèè ∼ 43%, ÷òîïî÷òè ñîâïàäàëî ñî çíà÷åíèåì îøèáêè è íà êîíòðîëüíîé âûáîðêå. Ñ ó÷åòîì ìàëîãî÷èñëà õîðîøèõ çàêîíîìåðíîñòåé, ãîëîñîâàâøèõ çà è ïðîòèâ êëàññà ¾E¿, áûëè ïîëó-÷åíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ îøèáîê îïèñàííîãî àëãîðèòìà êëàññèôèêàöèè íà ìíîæåñòâåîáúåêòîâ âûáîðêè, íå ïðèíàäëåæàâøèõ êëàññó ¾E¿. Äëÿ îáó÷àþùåé è êîíòðîëüíîéâûáîðêè îøèáêà ñîñòàâèëà ïîðÿäêà 30%.Òàêæå áûëè ïðåäïðèíÿòû ïîïûòêè íàñòðîéêè âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ñ ïîìî-ùüþ ìåòîäà îïîðíûõ âåêòîðîâ. Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè íà 3 êëàññà ñ êîëè÷åñòâîìãîëîñîâ ïðåäèêàòîâ 6-òè òèïîâ â êà÷åñòâå ïðèçíàêîâ ðåøàëàñü ñ ïîìîùüþ ìíîãî-êëàññîâîãî ìîäóëÿ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè SV M light [10], ñâîáîäíî äîñòóïíîé â39



ñåòè. Ìåòîä îïîðíûõ âåêòîðîâ äàë òå æå ðåçóëüòàòû: îêîëî 42% îøèáîê íà âñåìîáó÷åíèè è êîíòðîëå è ïîðÿäêà 30% îøèáîê íà îáúåêòàõ, íå ïðèíàäëåæàâøèõ êëàñ-ñó ¾E¿. Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ïðîâåäåíèå ðÿäÿ ýêñïåðèìåíòîâ ïî îïòèìèçàöèèïàðàìåòðîâ ìåòîäà îïîðíûõ âåêòîðîâ.5.3 Îñíîâíûå âûâîäû
• Êàêèå èç ðàññìîòðåííûõ çàêîíîìåðíîñòåé ëó÷øå ïîäõîäÿò äëÿ ïîñòðîåíèÿêëàññèôèêàòîðà ðåøàòü ðàíî. Ýòîò âîïðîñ òðåáóåò ïîèñêà íîâûõ âèäîâ çàêî-íîìåðíîñòåé, áîëåå äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ âîçìîæíûõ êðèòåðèåâ îòáîðà èíôîð-ìàòèâíûõ çàêîíîìåðíîñòåé è äàëüíåéøèõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ïîñòðîåíèþ êëàñ-ñèôèêàòîðà.
• Îòñóòñòâèå ïåðåîáó÷åíèÿ ó çàêîíîìåðíîñòåé, îòîáðàííûõ ïî êðèòåðèþ èíôîð-ìàòèâíîñòè 5.1, îáúÿñíÿåòñÿ ìàëûì êîëè÷åñòâîì èíôîðìàòèâíûõ àëãîðèòìîâè ñèëüíûì ðàññëîåíèåì ñåìåéñòâà ïðåäèêàòîâ ïî çíà÷åíèþ èíôîðìàòèâíîñòè.
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88.5323 36.0985 25.2189 18.3753 12.7255 8.24979 3.84383 −2.2883 −10.7826
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Ðèñ. 15: Ââåðõó �ðàñïðåäåëåíèå ïðåäèêàòîâ-ïîäìíîæåñòâ (d = 7, r = 4) ïî èíôîðìà-òèâíîñòè. Âíèçó � çàâèñèìîñòü äîëè ïîêðûòèÿ ãåíåðàëüíîé âûáîðêè îò ÷èñëà íàèáî-ëåå èíôîðìàòèâíûõ ïðåäèêàòîâ, ïóíêòèð � äîëÿ ïðàâèëüíî âûäåëåííûõ îáúåêòîâ.41
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Ðèñ. 16: Çàâèñèìîñòè äîëè âûäåëåííûõ îáúåêòîâ è îøèáî÷íî âûäåëåííûõ îáúåêòîâ(ïóíêòèð) îò ïîðîãà èíôîðìàòèâíîñòè I0 äëÿ ïðåäèêàòîâ-ïîäìíîæåñòâ (d = 7, r = 4).
42



0 0.5 1 1.5 2 2.5

x 10
4

0

5000

10000

15000

p

n

not H

0 0.5 1 1.5 2 2.5

x 10
4

0

0.5

1

1.5

2
x 10

4

p

n

H

0 0.5 1 1.5 2 2.5

x 10
4

0

1000

2000

3000

4000

5000

p

n

not E

0 0.5 1 1.5 2 2.5

x 10
4

0

2

4

6

8

10

12
x 10

4

p

n

E

0 0.5 1 1.5 2 2.5

x 10
4

0

2000

4000

6000

8000

10000

p

n

not L

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000
0

2000

4000

6000

8000

p

n

L

Ðèñ. 17: Ðàñïðåäåëåíèå ïåðâûõ 20% íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûõ ïðåäèêàòîâ-ïîäìíî-æåñòâ (d = 7, r = 4) ïî çíà÷åíèÿì p (ϕ, X) è n (ϕ, X).
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6 Çàêëþ÷åíèåÂ êà÷åñòâå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â äàííîé ðàáîòå, ìîæíî îòìåòèòüñëåäóþùèå:
• ïîëó÷åíî îáîáùåíèå òåîðåòèêî-ãðóïïîâîãî ïîäõîäà, ïðåäëîæåííîãî â [7], óïðî-ùàþùåå ïîëó÷åíèå òî÷íûõ îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ íåêîòîðûõñåìåéñòâ àëãîðèòìîâ;
• ïîëó÷åíû òî÷íûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ òðåõ ìîäåëüíûõ ñå-ìåéñòâ �øàðà àëãîðèòìîâ, t íèæíèõ ñëîåâ øàðà è ïåðåñå÷åíèÿ øàðà ñî ñëîåìàëãîðèòìîâ;
• ïîêàçàíî, ÷òî ó÷¼ò ñõîäñòâà àëãîðèòìîâ ñóùåñòâåííî óëó÷øàåò òî÷íîñòü îöåíîêâåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ;
• ïîêàçàíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ ðàññëîåííûõ ñåìåéñòâ âîçìîæíî àï-ïðîêñèìèðîâàòü íåñêîëüêèìè íèæíèìè ñëîÿìè;
• â çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ âòîðè÷íîé ñòðóêòóðû áåëêà ïîêàçàíî, ÷òî ðàññìîòðåí-íûå çàêîíîìåðíîñòè ïðàêòè÷åñêè íå ïåðåîáó÷àþòñÿ.Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ïðîäîëæåíèå ðàñøèðåíèÿ êëàññà ìîäåëüíûõ ñå-ìåéñòâ, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíî ïîëó÷åíèå òî÷íûõ îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ.Ïëàíèðóåòñÿ ïîäðîáíî èçó÷èòü ýôôåêò, îïèñàííûé â ðàçäåëå 3.1, ñâÿçàííûé ñ äîñòà-òî÷íîñòüþ ðàññìîòðåíèÿ íåáîëüøîãî ÷èñëà àëãîðèòìîâ ñåìåéñòâà äëÿ ïðèáëèæåíèÿåãî âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ. Òàêæå áóäåò ïðîäîëæåíî èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòèïðèáëèæåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ñåìåéñòâà íåñêîëüêèìè åãî íèæíèìè ñëîÿ-ìè.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1] Âàïíèê Â. Í., ×åðâîíåíêèñ À. ß. Î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ÷àñòîò ïîÿâëåíèÿñîáûòèé ê èõ âåðîÿòíîñòÿì // Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è å¼ ïðèìåíåíèÿ. � 1971. �Ò. 16, � 2. �C. 264�280.[2] Âàïíèê Â. Í., ×åðâîíåíêèñ À. ß. Òåîðèÿ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ. �Ì.: Íàóêà,1974. 44
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