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Порядковые признаки

Даны выборка {X `}N`=1 и два признака K1 и K2: X `
1 ∈ K1,

X `
2 ∈ K2.

Если множества K1 и K2 конечные и на них задано
отношение порядка, то соответствующие признаки будем
называть порядковыми. Можно считать, что
K1 = {1, 2 . . . k1}, K2 = {1, 2 . . . k2}.
Вопрос: есть ли монотонная зависимость между
признаками K1 и K2?
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Таблица сопряженности

HHH
HHHK1

K2 1 . . . j . . . k2
∑

1
...
i Rij Ri•
...
k1∑

R•j N

Rij = |{X `| X `
1 = i , X `

2 = j}| — число элементов выборки, для
которых первый признак равен i , а второй — j .
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Согласованные пары

Пара клеток (i1, j1) , (i2, j2) называется

согласованной, если i1 > i2 и j1 > j2 или i1 < i2 и j1 < j2.
несогласованной, если i1 > i2 и j1 < j2 или i1 < i2 и j1 > j2.
связанной, если i1 = i2 или j1 = j2.

S D
D S
T T

Ps = 2
∑
i

∑
j
Rij
∑
i ′>i

∑
j ′>j

Ri ′j ′ — число согласованных пар.

Pd = 2
∑
i

∑
j
Rij
∑
i ′>i

∑
j ′<j

Ri ′j ′ — число несогласованных пар.

Pt = N2 − Ps − Pd =
∑
i
Ri• +

∑
j
R•j −

∑
i

∑
j
Rij — число

связанных пар.
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γ-коэффициент

Вместо таблицы сопряженности Rij рассмотрим таблицу
вероятностей ρij .
Обозначим вероятности согласованных, несогласованных и
связанных пар как Πs , Πd и Πt соответственно.
γ-коэффициент — это разность условных вероятностей
согласованных и несогласованных пар при условии, что
пара не является связанной:

γ =
Πs − Πd

1− Πt
.

МНП оценка γ-коэффициента:

G =
Ps − Pd

N2 − Pt
.
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Свойства коэффициента γ

|γ| 6 1.
γ не определен, если ρij = 0 для всех i (или j) кроме
одного.

γ =

{
1, если Πd = 0,

−1, если Πs = 0.

γ = 0, если признаки K1 и K2 независимы, но обратное не
верно.

0.2 0 0.2
0 0.2 0
0.2 0 0.2
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Свойства коэффициента γ

Sij =
∑
i ′>i

∑
j ′>j

ρi ′j ′ +
∑
i ′<i

∑
j ′<j

ρi ′j ′ , Dij =
∑
i ′<i

∑
j ′>j

ρi ′j ′ +
∑
i ′<i

∑
j ′>j

ρi ′j ′ .

j

i

j

i

Πs =
∑
i

∑
j

Sij , Πd =
∑
i

∑
j

Dij .
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Асимптотические свойства

√
N(G − γ)

d→ N (0, σ2),

σ2 =
16

(1− Πt)4
{Π2

sΠdd − 2ΠsΠdΠsd + Π2
dΠss},

Πss =
∑
i

∑
j

ρijS
2
ij , Πdd =

∑
i

∑
j

ρijD
2
ij , Πsd =

∑
i

∑
j

ρijSijDij .

σ2 6
2(1− γ2)

1− Πt
.
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Интервальное оценивание

В силу последнего неравенства на практике можно полагать

(G − γ)

√
N2 − Pt

2N(1− G 2)
≈ N (0, 1).

С вероятностью 1− α

−Kα/2 6 (G − γ)

√
N2 − Pt

2N(1− G 2)
6 Kα/2,

(G − γ)2
(

N2 − Pt

2N(1− γ2)

)
6 K 2

α/2.

Решив квадратное неравенство, можно получить
доверительный интервал для γ.
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Пример

R Table
8 5 3 3
0 8 1 0
0 4 14 4

S Table
31 19 4 0
22 26 17 16
0 8 21 25

D Table
0 0 12 27
11 6 7 18
20 7 3 0

Обозначим за A× B поэлементную свертку матриц A и B .

Ps = R × S = 1006, Pd = R × D = 242,

Pss = R × S × S = 24168, Psd = R × S × D = 2617,

Pdd = R × D × D = 3278.
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Пример

Вначале для оценки дисперсии воспользуемся точной
формулой:

G = 0.612, σ̂ = 0.151.

Если взять α = 0.05, то получим доверительный интервал
(0.316, 0.908).
Если использовать верхнюю оценку на дисперсию, то получим
σ̂ = 0.224 и доверительный интервал (0.174, 1).
Если использовать вышеописанное квадратное неравенство, то
получим интервал (0.058, 0.878).
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