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Òåìà II

Îòíîøåíèÿ è ñîîòâåòñòâèÿ (I)
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Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ è îòíîøåíèÿ

Îòíîøåíèÿ: îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

Äåêàðòîâûì (èëè ïðÿìûì) ïðîèçâåäåíèåì íåïóñòûõ ìíîæåñòâ
A1, . . . , An , ñèìâîëè÷åñêè A1 ×A2 × . . .×An, íàçûâàþò
ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà
( a1, a2, . . . , an ), ãäå ai ∈ Ai, i ∈ 1, n.
Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå n ýêçåìïëÿðîâ ìíîæåñòâà A
îáîçíà÷àþò An è íàçûâàþò n-îé äåêàðòîâîé ñòåïåíüþ A.

Ñâîéñòâà:

A×B 6= B ×A,
A×B × C, (A×B)× C è A× (B × C) � ðàçíûå
ìíîæåñòâà.

Am ×An 6= Am+n.
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Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ è îòíîøåíèÿ

Îòíîøåíèÿ. Ïðîåêöèè îòíîøåíèé

Îïðåäåëåíèå

Îòíîøåíèÿ � ïîäìíîæåñòâà äåêàðòîâûõ ïðîèçâåäåíèé
ìíîæåñòâ; ñèìâîëè÷åñêè ρ ⊆ A1 × . . .×An.

×èñëî ìíîæåñòâ â ñîîòâåòñòâóþùåì äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè
åñòü ìåñòíîñòü èëè àðíîñòü îòíîøåíèÿ.
Îòíîøåíèÿ óíàðíûå, áèíàðíûå, òåðíàðíûå, êâàòåðíàðíûå è ò.ä.

Îïðåäåëåíèå

Åñëè ρ � îòíîøåíèå íà A1 × . . .×An, òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ
ýëåìåíòîâ a1 ∈ A1 äëÿ êîòîðûõ íàéäóòñÿ òàêèå
a2 ∈ A2, . . . , an ∈ An, ÷òî (a1, a2, . . . , an) ∈ ρ, íàçûâàþò
ïðîåêöèåé îòíîøåíèÿ ρ íà ìíîæåñòâî A1 èëè ïåðâîé
ïðîåêöèåé ρ. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ âòîðûå, òðåòüè è ò.ä.
ïðîåêöèè. Ñèìâîëè÷åñêè i-ÿ ïðîåêöèÿ ρ îáîçíà÷àåòñÿ Pri ρ.
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Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ è îòíîøåíèÿ

Îòíîøåíèÿ êàê ïðåäèêàòû

Îòíîøåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäèêàòû (ôóíêöèè,
ïðèíèìàþùèå äâà çíà÷åíèÿ � ¾èñòèíà¿ è ¾ëîæü¿):
ρ (a1, . . . , an) = 1 (èñòèííî), åñëè (a1, . . . , an) ∈ ρ è ëîæíî
(= 0) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Ïîýòîìó ê îòíîøåíèÿì ìîæíî ïðèìåíÿòü îïåðàöèè àëãåáðû
ëîãèêè: äèçúþíêöèè (∨), êîíúþíêöèè (N), îòðèöàíèÿ (¬),
òîæäåñòâà (≡), èìïëèêàöèè ( ��) è äð.

Óíàðíûå îòíîøåíèÿ îïèñûâàþò ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà åãî
ýëåìåíòîâ.

Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ äàëåå.

Òåðíàðíûå îòíîøåíèÿ (ïðèìåð): îòíîøåíèå ¾ìåæäó¿:
ρ(x, y, z) = 1 ⇔ x < y < z íà R.
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Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ è îòíîøåíèÿ

Ñîîòâåòñòâèÿ

Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè ìíîæåñòâ
A è B íàçûâàþò îòíîøåíèÿìè ìåæäó A è B èëè
ñîîòâåòñòâèÿìè ìåæäó äàííûìè ìíîæåñòâàìè.

Äëÿ ñîîòâåòñòâèÿ ρ ⊆ A×B:
• îáîçíà÷åíèå � aρb, åñëè (a, b) ∈ ρ;
• çàäàíèå � íàïðàâëåííûì äâóäîëüíûì ãðàôîì

−→
G(ρ), ñ

äîëÿìè A è B, âåðøèíàìè êîòîðîãî ñëóæàò ýëåìåíòû ýòèõ
äîëåé, ïðè÷¼ì, åñëè aρb, òî èç âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùåé
a ∈ A, äóãà âåä¼ò â âåðøèíó, ñîîòâåòñòâóþùóþ b ∈ B.

Ãðàô îòíîøåíèÿ { (a1, b1), (a1, b2) }
íà {a1, a2} × {b1, b2}
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Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ è îòíîøåíèÿ

Ñîîòâåòñòâèÿ...

Ñîîòâåòñòâèå ρ �

ïðîåêöèè ïåðâàÿ � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Dom ρ;

âòîðàÿ � îáëàñòü çíà÷åíèé Im ρ.

îáðàçû ýëåìåíòà a ∈ A � ìíîæåñòâî

ρ(a) = { b ∈ B | aρb };
ìíîæåñòâà X � ìíîæåñòâî ρ(X) =

⋃
x∈X

ρ (x).

Ñâîéñòâà òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé, ïðèìåí¼ííûå ê
ñîîòâåòñòâèÿì α, β ⊆ A×B ( a ∈ A, b ∈ B ):

1 a(α ∪ β)b ⇔ aαb ∨ aβb ⇔ (a, b) ∈ α èëè (a, b) ∈ β ;
2 a(α ∩ β)b ⇔ aαbN aβb ⇔ (a, b) ∈ α è (a, b) ∈ β ;
3 aαb ⇔ ¬(aαb) ⇔ (a, b) /∈ α.



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. Òåìà II: Îòíîøåíèÿ è ñîîòâåòñòâèÿ (I) 8 / 91

Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ è îòíîøåíèÿ

Ïñåâäîîáðàùåíèå ñîîòâåòñòâèÿ

Îïðåäåëåíèå

Óíàðíàÿ îïåðàöèÿ ] ïñåâäîîáðàùåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ
ρ ⊆ A×B çàäà¼ò ïñåâäîîáðàòíîå ê íåìó ñîîòâåòñòâèå
ρ ] ⊆ B ×A: bρ ]a ⇔ aρb äëÿ ëþáûõ a ∈ A, b ∈ B.

Ñâîéñòâà ïñåâäîîáðàùåíèÿ:

(ρ ]) ] = ρ, ρ ] = (ρ) ], α ⊆ β ⇒ α ] ⊆ β ],
(α ∪ β) ] = α ] ∪ β ], (α ∩ β) ] = α ] ∩ β ].

Ïðîîáðàçû ñîîòâåòñòâèÿ ρ ⊆ A×B:

ýëåìåíòà b ∈ B � ìíîæåñòâî ρ ](b) = { a ∈ A | aρb };
ìíîæåñòâà Y ⊆ B � ìíîæåñòâî ρ ](Y ) =

⋃
y∈Y

ρ ] (y).
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Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ è îòíîøåíèÿ

Ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâèé: îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A, B è C � íåïóñòûå ìíîæåñòâà, α ⊆ A×B
’
β ⊆ B ×C.

Òîãäà ïðîèçâåäåíèå èëè óìíîæåíèå α � β ñîîòâåòñòâèé α è β
îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a ∈ A, c ∈ C êàê

a(α � β)c ⇔ ∃
B
b (aαbN bβc).

×àñòî çíàê � îïóñêàþò è âìåñòî α � β ïèøóò αβ.

Ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèÿ (â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ):

α(βγ) = (αβ)γ ;

(αβ) ] = β ]α ] ;{
α ⊆ β
γ ⊆ δ ⇒ αγ ⊆ βδ
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Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ è îòíîøåíèÿ

Ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâèé: äîêàçàòåëüñòâà

Ñîîòíîøåíèÿ

α(βγ) = (αβ)γ è{
α ⊆ β
γ ⊆ δ ⇒ αγ ⊆ βδ

äîêàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíî.

Ïîêàæåì, ÷òî (αβ) ] = β ]α ].
Ïóñòü α ⊆ A×B, β ⊆ B × C, òîãäà äëÿ ëþáûõ a ∈ A, c ∈ C
ñïðàâåäëèâî:

c(αβ) ]a = a(αβ)c = ∃
B
b ( aαbN bβc ) =

= ∃
B
b
(
cβ ]bN bα ]a

)
= c(β ]α ])a.
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Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ è îòíîøåíèÿ

Ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâèé: äîêàçàòåëüñòâà

Ñîîòíîøåíèÿ

α(βγ) = (αβ)γ è{
α ⊆ β
γ ⊆ δ ⇒ αγ ⊆ βδ

äîêàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíî.

Ïîêàæåì, ÷òî (αβ) ] = β ]α ].
Ïóñòü α ⊆ A×B, β ⊆ B × C, òîãäà äëÿ ëþáûõ a ∈ A, c ∈ C
ñïðàâåäëèâî:

c(αβ) ]a = a(αβ)c = ∃
B
b ( aαbN bβc ) =

= ∃
B
b
(
cβ ]bN bα ]a

)
= c(β ]α ])a.
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Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ è îòíîøåíèÿ

Ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâèé: äîêàçàòåëüñòâà...

α(β ∪ γ) = αβ ∪ αγ, (α ∪ β)γ = αγ ∪ βγ , îòêóäà
(α ∪ β)(γ ∪ δ) = αγ ∪ αδ ∪ βγ ∪ βδ ;
(α ∩ β)γ ⊆ αγ ∩ βγ, α(β ∩ γ) ⊆ αβ ∩ αγ.

Äîêàæåì, ÷òî (α ∩ β)γ ⊆ αγ ∩ βγ: äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
ýëåìåíòîâ a è c ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ ïîëó÷èì

a[(α∩β)�γ]c = ∃ b ( a(α ∩ β)bN bγc ) = ∃ b ( aαbN aβbN bγc ) =

= ∃ b ( (aαbN bγc) N (aβbN bγc) ) ⇒
⇒ ∃x ( aαxN xγc ) N ∃ y ( aβy N yγc ) =

= a(αγ)cN a(βγ)c = a(αγ ∩ βγ)c .

Ñîîòíîøåíèå α(β ∩ γ) ⊆ αβ ∩ αγ äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ è îòíîøåíèÿ

Ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâèé (0,1)-ìàòðèöàìè

ρ ⊆ {a1, . . . , am} × {b1, . . . , bn} � ñîîòâåòñòâèå íà êîíå÷íûõ
ìíîæåñòâàõ. Ìàòðèöà M(ρ) îòíîøåíèÿ ρ :

M(ρ) = ( rij )m,ni=1, j=1 =

{
1, ai ρ bj
0, èíà÷å .

Mm×n � ìíîæåñòâî âñåõ (0,1)-ìàòðèö ðàçìåðà m× n, I �
óíèâåðñàëüíàÿ ìàòðèöà èç 1, 0 � íóëü-ìàòðèöà èç 0.

Ê ìàòðèöàì èç M ïîýëåìåíòíî ïðèìåíÿþò ëîãè÷åñêóþ
îïåðàöèþ ¬ , à ê ìàòðèöàì îäèíàêîâîãî ðàçìåðà � ëîãè÷åñêèå
îïåðàöèè ∨ è N ïî ïðàâèëàì àëãåáðû âûñêàçûâàíèé 2.

ÀÑ 〈Mm×n, ∨, N, ¬, O, I 〉 � áóëåâà àëãåáðà, èçîìîðôíàÿ
P(A×B), ïîñêîëüêó

M(α ∪ β) = M(α) ∨M(β); M(α ∩ β) = M(α)NM(β);

M(α) = ¬M(α).
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Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ è îòíîøåíèÿ

Ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâèé (0,1)-ìàòðèöàìè...

Ïóñòü M1 ∈Mm×n, M2 ∈Mn×k. Ïðîèçâåäåíèå
M1 ×M2 ∈Mm×k äàííûõ ìàòðèö � îáû÷íîå ìàòðè÷íîå
ïðîèçâåäåíèå ñ çàìåíîé îïåðàöèè ñóììèðîâàíèÿ íà ∨, à
óìíîæåíèÿ � íà N.

Äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö îáû÷íûì îáðàçîì ââîäèòüñÿ
íàòóðàëüíàÿ ñòåïåíü Mn ìàòðèöû M .

Äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ A, B, C è α ⊆ A×B è β ⊆ B × C
ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

M(α � β) = M(α)×M(β), M(αn) = Mn(α).

Îáðàç ρ(X) ïîäìíîæåñòâà X íàõîäèòñÿ óìíîæåíèåì ñëåâà
âåêòîðà-ñòðîêè, çàäàþùåé X, íà ìàòðèöó M(ρ).
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Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ è îòíîøåíèÿ

Ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâèé (0,1)-ìàòðèöàìè: ïðèìåð

Ïðèìåð

Ïóñòü A = { a1, a2, a3, a4 }, B = { b1, b2, b3 }, C = { c1, c2 }
ρ = {(a1, b3), (a2, b1), (a3, b1), (a3, b2), (a4, b1), (a4, b3)} ⊆ A×B,

σ = {(b1, c1), (b3, c2)} ⊆ B × C, X = {a1, a2} ⊆ A .

Ïðåäñòàâëåíèå îòíîøåíèé ρ è σ â âèäå ãðàôà:

a1 a2 a3 a4

b1 b2 b3

c1 c2
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Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ è îòíîøåíèÿ

Ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâèé (0,1)-ìàòðèöàìè: ïðèìåð...

Íàõîäèì, ÷òî ρ(X) = { b1, b3 },
ρσ = { (a1, c2), (a2, c1), (a3, c1), (a4, c1), (a4, c2) }.

Ãðàô îòíîøåíèÿ ρσ:

a1 a2 a3 a4

c1 c2

[
[]�
��

A
A
A
A
AD

'
'
'
'
'
'
'
''*

A
A
A
A
AD

Ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå X, ρ è σ çàïèñûâàåòñÿ êàê

(
1 1 0 0

)
, M(ρ) =


0 0 1
1 0 0
1 1 0
1 0 1

 , M(σ) =

 1 0
0 0
0 1

 .
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Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ è îòíîøåíèÿ

Ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâèé (0,1)-ìàòðèöàìè: ïðèìåð...

Îáðàçó ρ(X) ìíîæåñòâà X ñîîòâåòñòâóåò

ρ(X) =
(

1 1 0 0
)
×


0 0 1
1 0 0
1 1 0
1 0 1

 =
(

1 0 1
)
,

à ïðîèçâåäåíèþ ρσ �

M(ρσ) =


0 0 1
1 0 0
1 1 0
1 0 1

×
 1 0

0 0
0 1

 =


0 1
1 0
1 0
1 1

 .
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Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

Ðàçäåëû

1 Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ è îòíîøåíèÿ

2 Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

3 Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

4 Ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè

5 Îñíîâíûå ñâîéñòâà è òèïû ñîîòâåòñòâèé

6 Îòîáðàæåíèÿ è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà

7 ×òî íàäî çíàòü
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Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ: îïðåäåëåíèå è êàíòîðîâîñòü

Îïðåäåëåíèå

Îòíîøåíèå ρ ⊆ A2 íàçûâàåòñÿ áèíàðíûì íà A (îäíîðîäíûì).
R(A) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ áèíàðíûõ íà A îòíîøåíèé.

Ýëåìåíò a ∈ A òàêîé, ÷òî aρa äëÿ íåêîòîðîãî îòíîøåíèÿ
ρ ∈ R(A) íàçîâ¼ì ρ -íåðåôëåêñèâíûì.

Óòâåðæäåíèå (êàíòîðîâîñòü îòíîøåíèé)

Ïîäìíîæåñòâî B
def
= { a ∈ A | aρa } âñåõ ρ -íåðåôëåêñèâíûõ

ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A íå ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ρ(x)
êàêîãî-ëèáî ýëåìåíòà x ∈ A.

Äîïóùåíèå B = ρ(x) äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ A ïðîòèâîðå÷èâî:
îíî ðàâíîñèëüíî îäíîâðåìåííîìó âûïîëíåíèþ xρx è xρx.
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Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

Ãåîðã Êàíòîð

(Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor,
1845�1918) � âûäàþùèéñÿ íåìåöêèé

ìàòåìàòèê, ñîçäàòåëü òåîðèè ìíîæåñòâ.
Äàë îïðåäåëåíèÿ áåñêîíå÷íîãî è âïîëíå

óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâ è äîêàçàë,
÷òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñåë áîëüøå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà
íàòóðàëüíûõ.

Îòíîøåíèÿ σα = α ∪ α ] è ια = A2 r σα = α ∪ α ] íàçûâàþò
ñîîòâåòñòâåííî îòíîøåíèÿìè ñðàâíèìîñòè è íåñðàâíèìîñòè
äëÿ îòíîøåíèÿ α ∈ R(A).

Åñëè aσαb [ aιαb ], òî ýëåìåíòû a è b ñðàâíèìû [íåñðàâíèìû].
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Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ: îïðåäåëåíèå

Åñëè ρ ∈ R(A) è ∅ 6= B ⊆ A, òî îòíîøåíèå ρ ∩B2 íàçûâàþò
ñóæåíèåì èëè îãðàíè÷åíèåì îòíîøåíèÿ ρ íà ïîäìíîæåñòâî B
è îáîçíà÷àþò ρ |B .

Îáîçíà÷åíèå äëÿ íàòóðàëüíîãî k: αk =

k ñèìâîëîâ α︷ ︸︸ ︷
α � . . . � α .

Ðàçóìååòñÿ, α ⊆ β ⇒ αk ⊆ βk, k = 1, 2, . . ..

Ïîêàæåì, ÷òî (α ∩ β)2 ⊆ α2 ∩ β2 (êâàäðàò ïåðåñå÷åíèÿ
îäíîðîäíûõ îòíîøåíèé ëåæèò â ïåðåñå÷åíèè èõ êâàäðàòîâ):
åñëè α, β ∈ R(A), òî äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A ïîëó÷èì

a [(α ∩ β)(α ∩ β)] c = ∃ b [ a(α ∩ β)bN b(α ∩ β)c ] =

= ∃ b ( aαbN aβbN bαcN bβc ) ⇒
⇒ ∃x ( aαxN xαc ) N ∃ y ( aβy N yβc ) =

= aα2cN aβ2c = a(α2 ∩ β2)c.
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Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

Îïåðàöèè íàä îäíîðîäíûìè îòíîøåíèÿìè: ïðèìåð

Ïóñòü α =< � îòíîøåíèå ñòðîãî ìåíüøå íà N.

α ] : m < ]n ⇔ n < m ⇔ m>n, ò.å. ïñåâäîîáðàùåíèåì
îòíîøåíèÿ ñòðîãî ìåíüøå áóäåò îòíîøåíèå ñòðîãî áîëüøå.

σα : (m < n) ∨ (n < m) ⇔ n 6=m, ò.å. îòíîøåíèåì
ñðàâíèìîñòè äëÿ îòíîøåíèÿ ñòðîãî ìåíüøå áóäåò
îòíîøåíèå íåðàâåíñòâà.

ια : Îòíîøåíèåì íåñðàâíèìîñòè äëÿ îòíîøåíèÿ ñòðîãî
ìåíüøå áóäåò îòíîøåíèå ðàâåíñòâà.

α2 : m <2 n ⇔ ∃
N

x (m < xN x < n ) ⇔ m+ 1 < n

è m <k n ⇔ m+ k − 1 < n äëÿ k > 1.
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Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

Îïåðàöèè íàä îäíîðîäíûìè îòíîøåíèÿìè: ïðèìåð...

α � α ] : m(< � >)n ⇔ ∃
N

x (m < xN x > n ) ⇔
∃
N

x (x > max {m, n} ) ⇔ 1, ò.å. îòíîøåíèå

< � > íà N èñòèííî âñåãäà.

α ] � α : m(> � <)n ⇔ ∃
N

x (m > xN x < n ) ⇔

⇔ ∃
N

x (x < min {m, n} ) ⇔

⇔

{
1, åñëè min {m, n} > 1,

0, èíà÷å.
.

Ïîñëåäíèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, αβ 6= βα.

Ïðè αβ = βα îòíîøåíèÿ α è β íàçûâàþò ïåðåñòàíîâî÷íûìè.
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Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

Ñïåöèàëüíûå îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Îäíîðîäíîå íà ìíîæåñòâå A îòíîøåíèå ρ íàçûâàåòñÿ:

O : óíèâåðñàëüíûì, åñëè ρ = A2.

∅ : ïóñòûì èëè íóëü-îòíîøåíèåì, åñëè ρ = ∅.
Óíèâåðñàëüíîå è ïóñòîå îòíîøåíèÿ � íåñîáñòâåííûå íà
äàííîì ìíîæåñòâå, îñòàëüíûå îòíîøåíèÿ � ñîáñòâåííûå;

M: äèàãîíàëüíûì (åäèíè÷íûì), åñëè xρy ⇔ x = y.
Äëÿ åäèíè÷íîãî îòíîøåíèÿ íà A èñïîëüçóþò òàêæå
îáîçíà÷åíèå 1A.
Ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ ρ ∈ R(A) ïîëàãàþò ρ0 =M.
Î÷åâèäíî, ρ = ρ M=M ρ è Mk=M, k = 0, 1, . . ..
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Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

Ñïåöèàëüíûå îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ...

Îïðåäåëåíèå (ïðîäîëæåíèå)

F : ïîëíûì, åñëè ρ ∪ ρ ] = O, ò.å. xρy ∨ xρ ]y, èëè èç ëþáûõ
äâóõ ýëåìåíòîâ A ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íàõîäÿòñÿ â
îòíîøåíèè ρ ñ äðóãèì;

R : ðåôëåêñèâíûì, åñëè M⊆ ρ, ÷òî îçíà÷àåò xρx;

AR : àíòèðåôëåêñèâíûì, åñëè ρ∩ M= ∅, ÷òî îçíà÷àåò xρ̄x;

S : ñèììåòðè÷íûì, åñëè ρ ] ⊆ ρ;
Ïîñêîëüêó (ρ ]) ] = ρ, òî ρ ] = ρ (ò.å. xρy = yρx);

AS : àíòèñèììåòðè÷íûì, åñëè ρ ∩ ρ ] ⊆M, ò.å.
xρy N yρx ⇒ x = y;

ρ ∩ ρ ] � ñèììåòðè÷åñêàÿ ÷àñòü îòíîøåíèÿ ρ;
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Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

Ñïåöèàëüíûå îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ...

Îïðåäåëåíèå (ïðîäîëæåíèå)

NS : íåñèììåòðè÷íûì èëè àñèììåòðè÷íûì, åñëè ρ ∩ ρ ] = ∅,
ò.å. xρy ∨ yρx, èëè èç äâóõ ñîîòíîøåíèé ρ è ρ ] õîòÿ áû
îäíî íå âûïîëíåíî;

T : òðàíçèòèâíûì, åñëè ρ2 ⊆ ρ , ò.å. xρy N yρz ⇒ xρz;
Ïîñêîëüêó ρ2 ⊆ ρ ⇒ ρ3 ⊆ ρ2 ⊆ ρ, òî äëÿ òðàíçèòèâíîãî
âêëþ÷åíèå ρ èìååì ρn ⊆ ρ, n = 1, 2, . . .;

AT : àíòèòðàíçèòèâíûì, åñëè ρ2 ∩ ρ = ∅, ÷òî îçíà÷àåò
¬(xρyNxρ2y);

C : ñîäåðæàùèì öèêë, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ x è k > 1
ñïðàâåäëèâî xρkx; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ρ �
îòíîøåíèå áåç öèêëîâ èëè àöèêëè÷åñêîå.
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Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

Êîãäà (S) N (T ) ⇒ (R) ?

Îáîçíà÷åíèÿ ñ óêàçàíèåì ìíîæåñòâà îïðåäåëåíèÿ � OA.

Òåîðåìà

Ñèììåòðè÷íîå è òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå A,
ïåðâàÿ ïðîåêöèÿ êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ A, ðåôëåêñèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü ρ ∈ R(A) îáëàäàåò óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè.
Pr1 ρ = A îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå äëÿ ëþáîãî x òàêîãî y ,
÷òî xρy, îòêóäà ïî ñèììåòðè÷íîñòè è yρx.
Ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ñïðàâåäëèâî

∃ y (xρyN yρx) ⇔ xρ2x ⇒ xρx,

÷òî è îçíà÷àåò M⊆ ρ.
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Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

Ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèÿ îäíîðîäíûõ îòíîøåíèé

Òåîðåìà (ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèÿ îòíîøåíèé)

Äëÿ îäíîðîäíûõ îòíîøåíèé α, β è γ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

1 Åñëè β ðåôëåêñèâíî, òî α ⊆ αβ è α ⊆ βα.
Îòñþäà M⊆ αn äëÿ ðåôëåêñèâíîãî α, n = 0, 1, . . ..

2 Åñëè α ðåôëåêñèâíî è òðàíçèòèâíî, òî αn = α,
n = 1, 2, . . ..

3 Åñëè α, β ⊆ γ è γ òðàíçèòèâíî, òî αβ ⊆ γ.
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Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

Ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèÿ îäíîðîäíûõ îòíîøåíèé:
äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî

1 β − (R) ⇒ α ⊆ αβ N α ⊆ βα
α = αM⊆ αβ è àíàëîãè÷íî äëÿ äðóãîãî âêëþ÷åíèÿ.
M⊆ αn ñëåäóåò èç äîêàçàííîãî ïðè α = β ïî
ìîíîòîííîñòè ïðîèçâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâèé.

2 α − (R), (T ) ⇒ αn = α

Ïîäñòàâëÿÿ β = α â ¶ ïîëó÷èì α ⊆ α2, à ò.ê. α
òðàíçèòèâíî, òî α2 ⊆ α, îòêóäà α = α2 è òðåáóåìîå.

3 α, β ⊆ γ N γ − (T ) ⇒ αβ ⊆ γ
(α ⊆ γ) N (β ⊆ γ) ⇒ αβ ⊆ γγ = γ2 ⊆ γ.
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Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

Èíâàðèàíòíîñòü �ïîëîæèòåëüíûõ� ñâîéñòâ îäíîðîäíûõ
îòíîøåíèé

Äàííîå ñâîéñòâî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé
îïåðàöèè, åñëè ïðè óñëîâèè, ÷òî îïåðàíäû îáëàäàþò äàííûì
ñâîéñòâîì, òî èì îáëàäàåò è ðåçóëüòàò îïåðàöèè.

Òåîðåìà

Äëÿ îäíîðîäíûõ îòíîøåíèé

1 ðåôëåêñèâíîñòü èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ∪, ∩, ] è �;

2 ñèììåòðè÷íîñòü èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî −, ∪, ∩ è ],
à îòíîñèòåëüíî � � åñëè è òîëüêî åñëè îòíîøåíèÿ
ïåðåñòàíîâî÷íû;

3 òðàíçèòèâíîñòü èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ∩ è ],
à îòíîñèòåëüíî � � åñëè îòíîøåíèÿ ïåðåñòàíîâî÷íû.
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Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

Èíâàðèàíòíîñòü �ïîëîæèòåëüíûõ� ñâîéñòâ îäíîðîäíûõ
îòíîøåíèé: äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

Äîêàçàòåëüñòâî

1 (R) − ∪, ∩, ], �
Ïåðâûå òðè ñâîéñòâà î÷åâèäíû.
Íàïðèìåð, äëÿ ∪: åñëè äèàãîíàëüíîå îòíîøåíèå M
ñîäåðæàò îáà îòíîøåíèÿ α è β, òî åãî ñîäåðæèò è èõ
îáúåäèíåíèå.

Èíâàðèàíòíîñòü (R) îòíîñèòåëüíî ïðîèçâåäåíèÿ ñëåäóåò
èç òåîðåìû î ñâîéñòâàõ ïðîèçâåäåíèÿ îòíîøåíèé.
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Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

Èíâàðèàíòíîñòü �ïîëîæèòåëüíûõ� ñâîéñòâ îäíîðîäíûõ
îòíîøåíèé: äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî

2 (S) − −, ∪, ∩, ]

Èíâàðèàíòíîñòü (S) îòíîñèòåëüíî äîïîëíåíèÿ ñëåäóåò èç

ñâîéñòâà ρ ] = (ρ) ].
Ïóñòü α, β � îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ è α ] = α, β ] = β.
Äëÿ îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ èìååì

(α ∪ β) ] =α ] ∪ β ] = α ∪ β è

(α ∩ β) ] =α ] ∩ β ] = α ∩ β.
Ñèììåòðè÷íîñòü îòíîøåíèÿ = èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ].

Äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ñèììåòðè÷íûõ îòíîøåíèé α è β èìååì:

åñëè αβ = βα, òî (αβ) ] = β ]α ] = βα = αβ;

åñëè αβ ñèììåòðè÷íî, òî αβ = (αβ) ] = β ]α ] = βα.
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Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

Èíâàðèàíòíîñòü �ïîëîæèòåëüíûõ� ñâîéñòâ îäíîðîäíûõ
îòíîøåíèé: äîêàçàòåëüñòâî...

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

3 (T ) − ∩, ], à � � åñëè îòíîøåíèÿ ïåðåñòàíîâî÷íû

Ïóñòü α, β � îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ è α2 ⊆ α, β2 ⊆ β.
Îòñþäà α2 ∩ β2 ⊆ α ∩ β è ïî äîêàçàííîìó ñâîéñòâó
(α ∩ β)2 ⊆ α2 ∩ β2 � (α ∩ β)2 ⊆ α ∩ β.

Äëÿ ïñåâäîîáðàùåíèÿ:

α2 = αα ⊆ α ⇔ (αα) ] ⊆ α ] ⇔ α ]α ] ⊆ α ] ⇔ (α ])2 ⊆ α ].

Äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ îòíîøåíèé: åñëè αβ = βα, òî

(αβ)2 = αβαβ = ααββ = α2β2 ⊆ αβ.
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Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

Èíâàðèàíòíîñòü �îòðèöàòåëüíûõ� ñâîéñòâ îäíîðîäíûõ
îòíîøåíèé

Òåîðåìà

Äëÿ îäíîðîäíûõ îòíîøåíèé α è β

1 àíòèðåôëåêñèâíîñòü èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ∪, ∩ è ];
à îòíîñèòåëüíî ïðîèçâåäåíèÿ αβ � åñëè è òîëüêî åñëè

α ∩ β ] = ∅;

2 àíòèñèììåòðè÷íîñòü èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ∩ è ];

3 íåñèììåòðè÷íîñòü èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ∩ è ];
à îòíîñèòåëüíî ∪ � åñëè è òîëüêî åñëè

α ∩ β ] = α ] ∩ β = ∅.
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Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

Èíâàðèàíòíîñòü �îòðèöàòåëüíûõ� ñâîéñòâ îäíîðîäíûõ
îòíîøåíèé: äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî

1 Àíòèðåôëåêñèâíîñòü ( ρ∩ M= ∅).
Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ∪, ∩, ] î÷åâèäíà.
Àíòèðåôëåêñèâíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ îòíîøåíèé α è β
îçíà÷àåò, ÷òî íè äëÿ îäíîãî ýëåìåíòà a íå íàéä¼òñÿ
ýëåìåíòà x ñ îäíîâðåìåííîé ñïðàâåäëèâîñòüþ aαx è
xβa . Íî ýòî îçíà÷àåò ëîæíîñòü a(α ∩ β ])x .

2 Àíòèñèììåòðè÷íîñòü (α ∩ α ] =M)
Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïñåâäîîáðàùåíèÿ î÷åâèäíà,
à îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ å¼ äîêàçûâàþò ðàâåíñòâà

(α ∩ β) ∩ (α ∩ β) ] = α ∩ β ∩ α ] ∩ β ] =

= (α ∩ α ]) ∩ (β ∩ β ]) ⊆M ∩ M= M.
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Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû...

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

3 Àñèììåòðè÷íîñòü (íåñèììèòðè÷íîñòü ρ ∩ ρ ] = ∅)
Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ] î÷åâèäíà.

Äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ èìååì

(α ∩ β) ∩ (α ∩ β) ] = α ∩ β ∩ α ] ∩ β ] =
(α ∩ α ]) ∩ (β ∩ β ]) = ∅.

Äëÿ îáúåäèíåíèÿ:

(α ∪ β) ∩ (α ∪ β) ] = (α ∪ β) ∩ (α ] ∪ β ]) =

= (α ∩ α ]) ∪ (β ∩ β ]) ∪ (α ∩ β ]) ∪ (β ∩ α ]) =

= (α ∩ β ]) ∪ (β ∩ α ]) .

Ýòî âûðàæåíèå áóäåò ðàâíî ∅ åñëè è òîëüêî åñëè
α ∩ β ] = α ] ∩ β = ∅.
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Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

Èíâàðèàíòíîñòü ñâîéñòâ îäíîðîäíûõ îòíîøåíèé: òàáëèöà

Èíâàðèàíòíîñòü α ◦ β ∪ ∩ ] �
Ðåôëåêñèâíîñòü äà äà äà äà

Ñèììåòðè÷íîñòü äà äà äà
i� αβ = βα

Òðàíçèòèâíîñòü íåò äà äà
åñëè αβ = βα

Àíòèðåôëåêñèâíîñòü äà äà äà
i� α ∩ β ] = ∅

Àíòèñèììåòðè÷íîñòü íåò äà äà íåò

Íåñèììåòðè÷íîñòü
i� α ∩ β ] =
α ] ∩ β = ∅

äà äà íåò
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Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

Êîëè÷åñòâî îäíîðîäíûõ îòíîøåíèé íà n-ýëåìåíòíîì
ìíîæåñòâå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû �

� u(n) = 2n
2
âñåâîçìîæíûõ îäíîðîäíûõ îòíîøåíèé,

èç êîòîðûõ ðåôëåêñèâíûõ � r(n) = 2n
2−n ;

ñèììåòðè÷íûõ � s(n) = 2
n2+n

2 .

Äëÿ ÷èñëà t(n) òðàíçèòèâíûõ îòíîøåíèé íå èçâåñòíî íèêàêîé
ôîðìóëû.

Âåëè÷èíû u(n), r(n), s(n) è t(n) ïåðâûõ çíà÷åíèé n :

1 2 3 4 5 6

u(n) 2 16 512 6 5536 33 554 432 ≈ 6, 87 · 1010

r(n) 1 4 64 4 096 104 8576 1 073 741 824

s(n) 1 8 64 1 024 32 768 2 097 152

t(n) 2 13 171 3 994 15 4301 9 415 189

The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences � http://oeis.org/
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Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

Ðàçäåëû

1 Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ è îòíîøåíèÿ

2 Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

3 Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

4 Ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè

5 Îñíîâíûå ñâîéñòâà è òèïû ñîîòâåòñòâèé

6 Îòîáðàæåíèÿ è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà

7 ×òî íàäî çíàòü



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. Òåìà II: Îòíîøåíèÿ è ñîîòâåòñòâèÿ (I) 39 / 91

Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè: îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

Îäíîðîäíûå ðåôëåêñèâíûå, ñèììåòðè÷íûå è òðàíçèòèâíûå
îòíîøåíèÿ íàçûâàþò îòíîøåíèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îñíîâíîå îáîçíà÷åíèå � ∼. Ïî îïðåäåëåíèþ

M⊆∼ = ∼ ] = ∼2

(âòîðîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ðåôëåêñèâíîñòè ∼).
E(A) � ìíîæåñòâî âñåõ ýêâèâàëåíòíîñòåé íà ìíîæåñòâå A.

Êàæäîìó a ∈ A ýêâèâàëåíòíîñòè ∼∈ E(A) ñîïîñòàâëÿþò
ìíîæåñòâî [a]∼ ýêâèâàëåíòíûõ åìó ýëåìåíòîâ � êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè èëè ñìåæíûõ êëàññîâ:

[a]∼ = {x ∈ A | x ∼ a }.

Åñëè ýêâèâàëåíòíîñòü ôèêñèðîâàíà, òî ñìåæíûé êëàññ
ýëåìåíòà a îáîçíà÷àåì [a].
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Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

Àáñòðàêöèÿ îòîæäåñòâëåíèÿ. Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà

Ôîðìèðîâàíèå ñìåæíûõ êëàññîâ ïðîèñõîäèò â õîäå âûïîëíåíèÿ
îïåðàöèè àáñòðàêöèè îòîæäåñòâëåíèÿ ïî äàííîé
ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðè êîòîðîé îòâëåêàþòñÿ îò èíäèâèäóàëüíûõ
õàðàêòåðèñòèê ýëåìåíòîâ, âûäåëÿÿ ëèøü èõ îáùíîñòü.

Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòîâ èëè ñîâïàäàþò, èëè íå
ïåðåñåêàþòñÿ.

Ñîâîêóïíîñòü D = {A1, A2, . . . } íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà A îáðàçóåò åãî ðàçáèåíèå, åñëè îáúåäèíåíèå âñåõ
ïîäìíîæåñòâ èç D ñîâïàäàåò ñ A è âñå îíè ïîïàðíî íå
ïåðåñåêàþòñÿ:

A = A1 +A2 + . . . , Ai ∩Aj = ∅ ïðè i 6= j.

Ýëåìåíòû A1, A2, . . . ðàçáèåíèÿ D � áëîêè; ñèìâîëè÷åñêè �
(A1 | A2 | . . . ), â êîíå÷íîì ñëó÷àå � (A1 | A2 | . . . | Ak ).
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Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

Òåîðåìà î êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè

Ðàçáèåíèå D ìíîæåñòâà çàäàåò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼
íà í¼ì: ñìåæíûå êëàññû ∼ åñòü áëîêè ðàçáèåíèÿ D.
Òåîðåìà

1 Åñëè íà ìíîæåñòâå A 6= ∅ çàäàíà ýêâèâàëåíòíîñòü, òî
ìíîæåñòâî ñìåæíûõ êëàññîâ îáðàçóåò ðàçáèåíèå A.

2 Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà A 6= ∅ íà áëîêè åäèíñòâåííûì
îáðàçîì îïðåäåëÿåò ýêâèâàëåíòíîñòü ∼∈ E(A) òàê, ÷òî
äëÿ ëþáîé ïàðû a, b ýëåìåíòîâ A

a ∼ b ⇔ ¾a è b íàõîäÿòñÿ â îäíîì áëîêå ðàçáèåíèÿ¿.

¾Òåîðåìà î êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè íàõîäèò â ìàòåìàòèêå
øèðî÷àéøåå ïðèìåíåíèå, è å¼ ïî ïðàâó ìîæíî ñ÷èòàòü îäíîé
èç ãëàâíûõ (à òî è ñàìîé ãëàâíîé) òåîðåìîé¿.

Â. À. Óñïåíñêèé
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Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

Òåîðåìà î êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè: ïðèìåð

Ïóñòü äàíî ðàçáèåíèå D íåïóñòîãî ìíîæåñòâà A íà áëîêè:
D = (A1 | A2 | . . . ).

Çàìêí¼ì D îòíîñèòåëüíî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ
îïåðàöèé ∪, ∩, − , ò.å. äîñòðîèì D äî ìíîæåñòâà S òàê,
÷òîáû ýòè îïåðàöèè ñòàëè óñòîé÷èâû íà S.

Òîãäà S áóäåò àëãåáðîé ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A,
ïðè÷¼ì å¼ àòîìàìè áóäóò áëîêè A1, A2, . . ..
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Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

Ôàêòîðìíîæåñòâà: îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè ìíîæåñòâà A ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè
∼ íàçûâàåòñÿ ôàêòîðìíîæåñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ A/∼.

A = { a1, a2, . . . },
D = (A1 | A2 | . . . ) ⇔∼, Ai ⊆ A, i = 1, 2, . . .,

A/∼= {A1, A2, . . . }.
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Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

Ôàêòîðìíîæåñòâà: ïðèìåð

Ïðèìåð

1 Åñëè A � ìíîæåñòâî ç¼ðåí, íàñûïàííûõ â ìåøêè è äëÿ
ç¼ðåí a è b ïîëîæèòü a ∼ b, åñëè îíè ëåæàò â îäíîì
ìåøêå, òî

êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà ç¼ðåí,
ëåæàùèõ â îäíîì ìåøêå,

ôàêòîðìíîæåñòâîì A/∼ � ìíîæåñòâî ìåøêîâ.

2 Åñëè W � ìíîæåñòâî ñëîâ ðóññêîãî ÿçûêà è äëÿ ñëîâ u è
v ïîëîæèòü u ∼ v, åñëè îíè íà÷èíàþòñÿ ñ îäíîé è òîé æå
áóêâû (â ðóññêîì ÿçûêå ñêîëüêî áóêâ? 33), òî

êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè áóäóò ìíîæåñòâà ñëîâ,
íà÷èíàþùèõñÿ íà äàííóþ áóêâó,

à ôàêòîðìíîæåñòâîì W/∼ � ìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ
áóêâ (çàìåòèì, ÷òî |W/∼| = 31).
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Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

Ôàêòîðìíîæåñòâà: ïðèìåð

Ïðèìåð

1 Åñëè A � ìíîæåñòâî ç¼ðåí, íàñûïàííûõ â ìåøêè è äëÿ
ç¼ðåí a è b ïîëîæèòü a ∼ b, åñëè îíè ëåæàò â îäíîì
ìåøêå, òî

êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà ç¼ðåí,
ëåæàùèõ â îäíîì ìåøêå,

ôàêòîðìíîæåñòâîì A/∼ � ìíîæåñòâî ìåøêîâ.

2 Åñëè W � ìíîæåñòâî ñëîâ ðóññêîãî ÿçûêà è äëÿ ñëîâ u è
v ïîëîæèòü u ∼ v, åñëè îíè íà÷èíàþòñÿ ñ îäíîé è òîé æå
áóêâû (â ðóññêîì ÿçûêå ñêîëüêî áóêâ?

33), òî

êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè áóäóò ìíîæåñòâà ñëîâ,
íà÷èíàþùèõñÿ íà äàííóþ áóêâó,

à ôàêòîðìíîæåñòâîì W/∼ � ìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ
áóêâ (çàìåòèì, ÷òî |W/∼| = 31).
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Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

Ôàêòîðìíîæåñòâà: ïðèìåð

Ïðèìåð

1 Åñëè A � ìíîæåñòâî ç¼ðåí, íàñûïàííûõ â ìåøêè è äëÿ
ç¼ðåí a è b ïîëîæèòü a ∼ b, åñëè îíè ëåæàò â îäíîì
ìåøêå, òî

êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà ç¼ðåí,
ëåæàùèõ â îäíîì ìåøêå,

ôàêòîðìíîæåñòâîì A/∼ � ìíîæåñòâî ìåøêîâ.

2 Åñëè W � ìíîæåñòâî ñëîâ ðóññêîãî ÿçûêà è äëÿ ñëîâ u è
v ïîëîæèòü u ∼ v, åñëè îíè íà÷èíàþòñÿ ñ îäíîé è òîé æå
áóêâû (â ðóññêîì ÿçûêå ñêîëüêî áóêâ? 33), òî

êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè áóäóò ìíîæåñòâà ñëîâ,
íà÷èíàþùèõñÿ íà äàííóþ áóêâó,

à ôàêòîðìíîæåñòâîì W/∼ � ìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ
áóêâ (çàìåòèì, ÷òî |W/∼| =

31).
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Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

Ôàêòîðìíîæåñòâà: ïðèìåð

Ïðèìåð

1 Åñëè A � ìíîæåñòâî ç¼ðåí, íàñûïàííûõ â ìåøêè è äëÿ
ç¼ðåí a è b ïîëîæèòü a ∼ b, åñëè îíè ëåæàò â îäíîì
ìåøêå, òî

êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà ç¼ðåí,
ëåæàùèõ â îäíîì ìåøêå,

ôàêòîðìíîæåñòâîì A/∼ � ìíîæåñòâî ìåøêîâ.

2 Åñëè W � ìíîæåñòâî ñëîâ ðóññêîãî ÿçûêà è äëÿ ñëîâ u è
v ïîëîæèòü u ∼ v, åñëè îíè íà÷èíàþòñÿ ñ îäíîé è òîé æå
áóêâû (â ðóññêîì ÿçûêå ñêîëüêî áóêâ? 33), òî

êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè áóäóò ìíîæåñòâà ñëîâ,
íà÷èíàþùèõñÿ íà äàííóþ áóêâó,

à ôàêòîðìíîæåñòâîì W/∼ � ìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ
áóêâ (çàìåòèì, ÷òî |W/∼| = 31).
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Èíâàðèàíòíîñòü ýêâèâàëåíòíîñòè

Ýêâèâàëåíòíîñòü ∼ íå èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ
äîïîëíåíèÿ è èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïñåâäîîáðàùåíèÿ.

Èç òåîðåìû èíâàðèàíòíîñòè �ïîëîæèòåëüíûõ� ñâîéñòâ âûòåêàåò

Òåîðåìà

Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
ïåðåñå÷åíèÿ.

Ñëåäñòâèå: ïåðåñå÷åíèå ýêâèâàëåíòíîñòåé èç ïðîèçâîëüíîé
íåïóñòîé (âîçìîæíî áåñêîíå÷íîé) ñîâîêóïíîñòè åñòü
ýêâèâàëåíòíîñòü.

Ýêâèâàëåíòíîñòè α è β íàçûâàþò êîãåðåíòíûìè, åñëè äëÿ
ëþáîé ïàðû ñìåæíûõ êëàññîâ ïî α è ïî β ñîîòâåòñòâåííî
ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå ¾ëèáî îäèí èç äàííûõ êëàññîâ ëåæèò
â äðóãîì, ëèáî îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ¿.
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Èíâàðèàíòíîñòü îáúåäèíåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòåé

Òåîðåìà (îá èíâàðèàíòíîñòè îáúåäèíåíèÿ
ýêâèâàëåíòíîñòåé)

Ïóñòü α è β � ýêâèâàëåíòíîñòè. Òîãäà

1 îáúåäèíåíèå α ∪ β ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ, åñëè è
òîëüêî åñëè α è β êîãåðåíòíû;

2 åñëè α ∪ β � ýêâèâàëåíòíîñòü, òî α ∪ β = αβ è,
ïîñêîëüêó α ∪ β = β ∪ α, ýêâèâàëåíòíîñòè α è β
ïåðåñòàíîâî÷íû.

Äîêàçàòåëüñòâî

1 Â ñèëó òåîðåìû îá èíâàðèàíòíîñòè �ïîëîæèòåëüíûõ�
ñâîéñòâ îäíîðîäíûõ îòíîøåíèé äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü
óêàçàííûé êðèòåðèé îòíîñèòåëüíî òðàíçèòèâíîñòè.
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Èíâàðèàíòíîñòü îáúåäèíåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòåé:
äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Íåîáõîäèìîñòü.
Ïóñòü α è β � êîãåðåíòíûå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå A.
Ðàññìîòðèì îáðàçû (α ∪ β)(a) âñåõ ýëåìåíòîâ a ∈ A .
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè óêàçàííîì óñëîâèè ýòè ïîäìíîæåñòâà A
ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ è èõ îáúåäèíåíèå
ñîâïàäàåò A.
Òàêèì îáðàçîì, îíè îáðàçóþò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà A, çàäàâàÿ
ýêâèâàëåíòíîñòü íà í¼ì.
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Èíâàðèàíòíîñòü îáúåäèíåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòåé:
äîêàçàòåëüñòâî...

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü òåïåðü äàííûå ýêâèâàëåíòíîñòè íå
êîãåðåíòíû, ò.å. íàéäóòñÿ ñìåæíûå êëàññû [a]α è [b]β íå
ëåæàùèå îäèí â äðóãîì è ñîäåðæàùèå îáùèé ýëåìåíò c.
Âîçüì¼ì ýëåìåíòû a ∈ [a]α r [b]β è b ∈ [b]β r [a]α. Òîãäà

Ïàðû (a, c) è (c, b) ñîäåðæàòñÿ â α ∪ β.
Åñëè áû ýòî îòíîøåíèå áûëî
ýêâèâàëåíòíîñòüþ, òî îíî, â ñèëó
òðàíçèòèâíîñòè, ñîäåðæàëî áû è
ïàðó (a, b).

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü ëèáî aαb, ëèáî aβb.
Ïîñêîëüêó ýòî íå òàê, òî α ∪ β � íå ýêâèâàëåíòíîñòü.
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Èíâàðèàíòíîñòü îáúåäèíåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòåé:
äîêàçàòåëüñòâî...

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

2 ( α ∪ β) ∈ E(A) ⇒ α ∪ β = αβ = βα

Ïóñòü α, β è α ∪ β � ýêâèâàëåíòíîñòè.
Òîãäà ïî òåîðåìå î ñâîéñòâàõ ïðîèçâåäåíèÿ îòíîøåíèé:

èç ï. ¶ � ïîñêîëüêó α è β ðåôëåêñèâíû, òî α ⊆ αβ è
β ⊆ αβ, îòêóäà α ∪ β ⊆ αβ ïî ìîíîòîííîñòè
îáúåäèíåíèÿ;

èç ï. ¸ � ïîñêîëüêó α ⊆ α ∪ β è β ⊆ α ∪ β, à α ∪ β
òðàíçèòèâíî, òî αβ ⊆ (α ∪ β)2 ⊆ α ∪ β .

Ñëåäîâàòåëüíî, α ∪ β = αβ.
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Èíâàðèàíòíîñòü îáúåäèíåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòåé: ïðèìåðû

Ïóñòü α è β � ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå A = { a, b, c, d }
ñî ñìåæíûìè êëàññàìè

A/α = ( a | b | c, d ) è A/β = ( a, b | c | d ).

1 α ∪ β åñòü ýêâèâàëåíòíîñòü: A/(α ∪ β) = ( a, b | c, d ).

2 Âîçüì¼ì ïî äâà ýëåìåíòà èç îäíîãî è èç ðàçíûõ êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè α ∪ β:
a è b (èç îäíîãî êëàññà) � òîãäà ñïðàâåäëèâî a(αβ)b,

ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî è aαa, è aβb;

a è c (èç ðàçíûõ êëàññîâ) � òîãäà a(αβ)c
íåñïðàâåäëèâî, ò.ê. íå ñóùåñòâóåò ýëåìåíòà x
òàêîãî, ÷òî aαx è xβc âåðíû îäíîâðåìåííî.
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Èíâàðèàíòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòåé

Òåîðåìà

Ïðîèçâåäåíèå ýêâèâàëåíòíîñòåé áóäåò ýêâèâàëåíòíîñòüþ, åñëè
è òîëüêî åñëè îíè ïåðåñòàíîâî÷íû.

Ýòî ñëåäñòâèå òåîðåìû î ñâîéñòâàõ ïðîèçâåäåíèÿ îòíîøåíèé.

Åñëè S � íåêîòîðîå ñâîéñòâî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A, òî
íàèìåíüøèì ïîäìíîæåñòâîì, îáëàäàþùèì ñâîéñòâîì S
íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå âñåõ ïîäìíîæåñòâ A, ýëåìåíòû
êîòîðûõ îáëàäàþò äàííûì ñâîéñòâîì.

Òåîðåìà

Äëÿ ïåðåñòàíîâî÷íûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ
íàèìåíüøåé ýêâèâàëåíòíîñòüþ, èõ ñîäåðæàùåé.

Ýòî ñëåäñòâèå äâóõ ïðåäûäóùèõ òåîðåì.
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Îïåðàòîð çàìûêàíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Îïåðàòîðîì çàìûêàíèÿ íà íåïóñòîì ìíîæåñòâå M íàçûâàþò
îòîáðàæåíèå C ìíîæåñòâà âñåõ ïîäìíîæåñòâ M â ñåáÿ,
îáëàäàþùåå äëÿ âñåõ X, Y ⊆M ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1 X ⊆ C(X) � ðåôëåêñèâíîñòü,

2 X ⊆ Y ⇒ C(X) ⊆ C(Y ) � ìîíîòîííîñòü,

3 C(C(X)) = C(X) � èäåìïîòåíòíîñòü.

Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè C(X) = X.

Íàèìåíüøåå ðåôëåêñèâíîå ρ r [ñèììåòðè÷íîå ρ s,
òðàíçèòèâíîå ρ t, ýêâèâàëåíòíîå ρ e] îòíîøåíèå, ñîäåðæàùåå
äàííîå îòíîøåíèå ρ, íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâíûì [...]
çàìûêàíèåì ρ. Çàìûêàíèå ñîâîêóïíîñòè îòíîøåíèé åñòü
çàìûêàíèå èõ îáúåäèíåíèÿ.
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Çàìûêàíèÿ ïðîèçâîëüíîãî îäíîðîäíîãî îòíîøåíèÿ ρ

Ðåôëåêñèâíîå è ñèììåòðè÷íîå: ρ r = ρ∪M è ρ s = ρ ∪ ρ ].

Òðàíçèòèâíîå. Ââåä¼ì îòíîøåíèå ρ+
def
=

∞⋃
n=1

ρn. ßñíî, ÷òî

aρ+b ⇔ ∃n ∃x1, . . . , xn (aρx1 N x1ρx2 N . . . N xnρb),

ρ+ òðàíçèòèâíî è α ⊆ β ⇒ α+ ⊆ β+.

Óòâåðæäåíèå

ρ t = ρ+.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ + ê ρ ⊆ ρt ⊆ ρ+, ïîëó÷èì ρ+ ⊆ ρt ⊆ ρ+,
÷òî îçíà÷àåò ρ t = ρ+.
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Òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå îäíîðîäíîãî îòíîøåíèÿ ρ: ïðèìåð

a) ρ

á) ρ2

â) ρ3

ã) ρt
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Ýêâèâàëåíòíîå çàìûêàíèå îäíîðîäíîãî îòíîøåíèÿ ρ

Ýêâèâàëåíòíîå (ρe). Î÷åâèäíî äëÿ ëþáîãî ρ ∈ R(A)

ρ∗
def
= (ρt)r = (ρr)t =M∪ ρ+ =

∞⋃
n=0

ρn.

ρ∗ � ðåôëåêñèâíî-òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèå ρ.

Îáîçíà÷åíèå: ρ=
def
= (ρ ∪ ρ ] ∪ M)t; ÿñíî, ýòî ýêâèâàëåíòíîñòü è

α ⊆ β ⇒ α= ⊆ β=.

Óòâåðæäåíèå

ρe = ρ=.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ = ê ρ ⊆ ρe ⊆ ρ=, ïîëó÷èì
ρ= ⊆ ρe ⊆ ρ=, ÷òî îçíà÷àåò ρe = ρ=.
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Ýêâèâàëåíòíîå çàìûêàíèå îäíîðîäíîãî îòíîøåíèÿ ρ...

Òåîðåìà

Ýêâèâàëåíòíîå çàìûêàíèå ñîâîêóïíîñòè ýêâèâàëåíòíîñòåé
ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì âñåâîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé ýòèõ
ýêâèâàëåíòíîñòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü R � ñîâîêóïíîñòü ýêâèâàëåíòíîñòåé è
E � îáúåäèíåíèå âñåâîçìîæíûõ èõ ïðîèçâåäåíèé.

Íàïîìèíàíèå. Òåîðåìà î ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèÿ îòíîøåíèé:
Äëÿ îäíîðîäíûõ îòíîøåíèé α, β, γ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

¶ Åñëè β ðåôëåêñèâíî, òî α ⊆ αβ è α ⊆ βα.
Îòñþäà M⊆ αn äëÿ ðåôëåêñèâíîãî α, n = 0, 1, . . ..

¸ Åñëè α, β ⊆ γ è γ òðàíçèòèâíî, òî αβ ⊆ γ.
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Ýêâèâàëåíòíîå çàìûêàíèå îäíîðîäíîãî îòíîøåíèÿ ρ...

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Òîãäà ïî òåîðåìå î ñâîéñòâàõ ïðîèçâåäåíèÿ îòíîøåíèé:

ñîãëàñíî ï. ¶ ∼⊆ E äëÿ ëþáîé ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ èç R,

ñîãëàñíî ï. ¸ E ⊆∼, îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå.

Ñëåäñòâèÿ

1 Ýêâèâàëåíòíîå çàìûêàíèå {α, β}e äâóõ ýêâèâàëåíòíîñòåé
α è β ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì âñåâîçìîæíûõ
ïðîèçâåäåíèé âèäà αβ, βα, αβα, βαβ . . ..

2 Åñëè α è β � ïåðåñòàíîâî÷íûå ýêâèâàëåíòíîñòè, òî

{α, β}e =α ∪ β = αβ

(ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî åñòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû î
ïðîèçâåäåíèè ïåðåñòàíîâî÷íûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé).
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Çàìûêàíèå îäíîðîäíîãî îòíîøåíèÿ ρ: ïðèìåðû

1 Ïóñòü íà ìíîæåñòâå A = { 1, . . . , 8 } ýêâèâàëåíòíîñòè α
è β ïîðîæäàþòñÿ ðàçáèåíèÿìè

Dα = ( 1, 2 | 3, 4 | 5, 6, 7 | 8 ) è Dβ = ( 1, 4 | 2, 3 | 5, 6 | 7 | 8 ).

Òîãäà D(α∪β)e = ( 1, 2, 3, 4 | 5, 6, 7 | 8 ).

2 Ïóñòü α, β ∈ E({ a, b, c, d, e, f }) è

Dα = ( a, b | c | d | e, f ) è Dβ = ( a | b, c | d, e | f ).

Òîãäà

(a, c) ∈ αβ , íî (c, a) 6∈ αβ è

(c, a) ∈ βα , íî (a, c) 6∈ βα. Òî åñòü

ýêâèâàëåíòíîñòè α è β íå ïåðåñòàíîâî÷íû;

íè αβ, íè βα ýêâèâàëåíòíîñòÿìè íå ÿâëÿþòñÿ.

{α, β}e = αβ ∪ βα çàäà¼òñÿ ðàçáèåíèåì (a, b, c | d, e, f).
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Äðîáíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

Ïóñòü α è β � äâå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå A.

Âêëþ÷åíèå β ⊆ α äëÿ íèõ îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé ñìåæíûé êëàññ
ïî β ëåæèò â íåêîòîðîì ñìåæíîì êëàññå ïî α, ò.å. ðàçáèåíèå
ìíîæåñòâà A íà ñìåæíûå êëàññû ïî β åñòü ïîäðàçáèåíèå åãî
ðàçáèåíèÿ íà ñìåæíûå êëàññû ïî α.

Èëè: ðàçáèåíèå ïî β åñòü èçìåëü÷åíèå ðàçáèåíèÿ ïî α.

Äëÿ òàêèõ ýêâèâàëåíòíîñòåé îïðåäåëèì íà ôàêòîðìíîæåñòâå
A/β äðîáíóþ ýêâèâàëåíòíîñòü α/β ïî ïðàâèëó

[x]β (α/β) [y]β
def
= [x]α = [y]α

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x, y ∈ A.
Òàêèì îáðàçîì, äâà ñìåæíûõ êëàññà ïî β ýêâèâàëåíòíû ïî
α/β, åñëè îíè íàõîäÿòñÿ â îäíîì ñìåæíîì êëàññå ïî α .
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Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

ßäðî ñîîòâåòñòâèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A è B � íåïóñòûå ìíîæåñòâà è ρ ⊆ A×B � íåïóñòîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íèìè.
Òîãäà ÿäðîì ñîîòâåòñòâèÿ ρ íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîå íà A
îòíîøåíèå Ker ρ, îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèåì äëÿ a1, a2 ∈ A.

a1(Ker ρ) a2
def
= ∀

B
b : a1ρb = a2ρb

(
↔ ρ(a1) = ρ(a2)

)
.

Äâîéñòâåííî, êîÿäðî ñîîòâåòñòâèÿ ρ � ýòî îäíîðîäíîå íà B
îòíîøåíèå CoKer ρ, îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèåì äëÿ
b1, b2 ∈ B.

b1(CoKer ρ) b2
def
= ∀

A
a : aρb1 = aρb2

(
↔ ρ ](b1) = ρ ](b2)

)
.

Äâà ýëåìåíòà A íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè Ker ρ, åñëè ñîâïàäàþò
èõ îáðàçû, à äâà ýëåìåíòà B â îòíîøåíèè CoKer ρ, � åñëè
ñîâïàäàþò èõ ïðîîáðàçû.
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ßäåðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî Ker ρ è CoKer ρ ñóòü îòíîøåíèÿ
ýêâèâàëåíòíîñòè íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâàõ (íàñëåäóþòñÿ
ñâîéñòâà =).
Ker ρ � ÿäåðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü.

Ñìåæíûå êëàññû óêàçàííûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé íàçûâàþòñÿ
ÿäðàìè è êîÿäðàìè ñîîòâåòñòâåííî.

Îáîçíà÷åíèÿ:

Core(a) � ÿäðî, ñîäåðæàùåå ýëåìåíò a ∈ A
(ÿñíî, ÷òî Core(a) = [a]Kerρ);

CoCore(b) � êîÿäðî, ñîäåðæàùåå ýëåìåíò b ∈ B.

Ïðè çàäàíèè îòíîøåíèÿ ìàòðèöåé, ÿäðàì áóäóò
ñîîòâåòñòâîâàòü ñîâîêóïíîñòè îäèíàêîâûõ ñòðîê.
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ßäåðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü îäíîðîäíîãî îòíîøåíèÿ

Ïîíÿòèå ÿäåðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè è ÿäðà ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàíî äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ îäíîðîäíîãî îòíîøåíèÿ: äâà
ýëåìåíòà ìíîæåñòâà A íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè Ker ρ, åñëè îíè
ñâÿçàíû èñõîäíûì îòíîøåíèåì ρ ∈ R(A) â òî÷íîñòè ñ îäíèìè
è òåìè æå ýëåìåíòàìè A.

Ïðèìåð: äëÿ îòíîøåíèÿ íà ìíîæåñòâå { 1, . . . , 4 } çàäàííîãî
ìàòðèöåé 

0 0 1 1
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 0 1


ÿäðàìè áóäóò { 1, 2 } è { 3, 4 }.
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×èñëà Áåëëà: îïðåäåëåíèå

×èñëîì Áåëëà B(n) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî âñåâîçìîæíûõ
ðàçáèåíèé n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà (ôîðìàëüíî B(0) = 1).

Íàïðèìåð, òð¼õýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî { a, b, c } äîïóñêàåò
ïÿòü ðàçáèåíèé (B(3) = 5):

( a | b | c ), ( a | b, c ), ( b | a, c ), ( c | a, b ), ( a, b, c ).

ßñíî, ÷òî äëÿ |A| = n èìååì B(n) = |E(A)|.

Çíà÷åíèÿ B(n) äëÿ ïåðâûõ çíà÷åíèé n:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

B(n) 1 1 2 5 15 52 203 877 4 140 21 147 115 975

×èñëà Áåëëà áûñòðî ðàñòóò:
íàïðèìåð, B(20) = 51 724 158 235 372.
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×èñëà Áåëëà: ôîðìóëû

B(n+ 1) =
n∑
k=0

(
n

k

)
B(k);

B(n) =
1

e

∑
06k

kn

k!
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∑
06n

B(n)
xn

n!
= ee
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ee
x−1 = e

(
x+x2

2
+x3

6
+...

)
=

= 1+

(
x+

x2

2
+
x3

6
+ . . .

)
+

(
x+ x2

2 + x3

6 + . . .
)2

2
+ . . . =

= 1 + x+

(
x2

2
+
x2

2

)
+

(
x3

6
+
x3

2
+
x3

6

)
+ . . . =

= 1+x+(1+1)
x2

2
+(1+3+1)

x3

6
+. . . = 1x0+1x1+2

x2

2!
+5

x3

3!
+. . .



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. Òåìà II: Îòíîøåíèÿ è ñîîòâåòñòâèÿ (I) 65 / 91

Ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè

Ðàçäåëû

1 Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ è îòíîøåíèÿ

2 Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

3 Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

4 Ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè

5 Îñíîâíûå ñâîéñòâà è òèïû ñîîòâåòñòâèé

6 Îòîáðàæåíèÿ è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà

7 ×òî íàäî çíàòü
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Îòíîøåíèå òîëåðàíòíîñòè

Îïðåäåëåíèå

Îäíîðîäíûå ðåôëåêñèâíûå è ñèììåòðè÷íûå îòíîøåíèÿ
íàçûâàþò îòíîøåíèÿìè òîëåðàíòíîñòè, ñèìâîëè÷åñêè ', τ .

M ⊆ ' = ' ]

Ïðèìåð

Îïèñàííûå íèæå îòíîøåíèÿ τ ñóòü òîëåðàíòíîñòè.

1 A è B � òî÷êè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà è
AτB ⇔ |A−B| 6 r, ãäå r � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

2 Ñëîâà ðóññêîãî ÿçûêà íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè τ , åñëè îíè
îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà íà îäíó áóêâó.

3 Äëÿ ýëåìåíòîâ x è y íåêîòîðîãî êîëüöà

xτy ⇔ ¾ýëåìåíò x− y íåîáðàòèì¿.
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Ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè: ïðèìåð

Îïðåäåëåíèå

Ïàðó T = 〈A, '〉, ãäå A � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, à ' �
òîëåðàíòíîñòü íà í¼ì, íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâîì òîëåðàíòíîñòè.

Ïðèìåð

Ïóñòü A � íåïóñòîå ìíîæåñòâî è P∗(A) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ
åãî íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ.

Äëÿ X, Y ∈ P∗(A) ïîëîæèì X ' Y def
= (X ∩ Y 6= ∅).

Òîãäà 〈 P∗(A), '〉 � ïðîñòðàíñòâî òîëåðàíòíîñòè.

Ìíîæåñòâî P∗({ 1, . . . , n }) íàçûâàþò (n− 1)-ìåðíûì
ñèìïëåêñîì, ñèìâîëè÷åñêè Sn.
Ýòî îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ îòðåçêà, òðåóãîëüíèêà è òåòðàýäðà íà
ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.
Î÷åâèäíî |Sn| = 2n − 1.
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Îòíîøåíèå òîëåðàíòíîñòè: ïðåäñòàâëåíèå ñèìïëåêñàìè

×èñëà 1, . . . , n èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê âåðøèíû ñèìïëåêñà,
2-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà � êàê ð¼áðà,
3-ýëåìåíòíûå � êàê ïëîñêèå (äâóìåðíûå) ãðàíè...,
k-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà � êàê (k − 1)-ìåðíûå ãðàíè.

Ïðèìåð: ñèìïëåêñ S4 (3-ìåðíûé òåòðàýäð) �

Òîëåðàíòíîñòü ãðàíåé ñèìïëåêñà Sn îçíà÷àåò èõ
ãåîìåòðè÷åñêóþ èíöèäåíòíîñòü � íàëè÷èå îáùèõ âåðøèí.



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. Òåìà II: Îòíîøåíèÿ è ñîîòâåòñòâèÿ (I) 69 / 91

Ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè

Ïðåäñòàâëåíèå ñèìïëåêñîâ ãðàôàìè

Ïðè òàêîì ïðåäñòàâëåíèè ýëåìåíòû Sn ñîïîñòàâëÿþòñÿ
âåðøèíàì (2n − 1)-ýëåìåíòíîãî ãðàôà, ð¼áðà êîòîðîãî
îòîáðàæàþò ñîîòâåòñòâóþùèå òîëåðàíòíîñòè.

Ïðèìåð: ãðàôîâîå ïðåäñòàâëåíèå ñèìïëåñà S3

(òðåóãîëüíèêà) �
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Îòíîøåíèå òîëåðàíòíîñòè: ïðåäñòàâëåíèå (0, 1)-ìàòðèöàìè è
ãðàôàìè

Ïðåäñòàâëåíèå (0, 1)-ìàòðèöàìè � ìàòðèöà áóäåò
ñèììåòðè÷íà è ñîäåðæàòü åäèíèöû íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, à
ëþáàÿ òàêàÿ ìàòðèöà � çàäàâàòü òîëåðàíòíîñòü.

Ïðåäñòàâëåíèå ãðàôàìè � êàê è ëþáîå áèíàðíîå îòíîøåíèå.
Ïðè ýòîì âåðøèíû x è y ãðàôà G(τ) ïðè xτy ñîåäèíÿþò
íåîðèåíòèðîâàííûì ðåáðîì (ñèììåòðè÷íîñòü), à ïåòëè ïðè
êàæäîé âåðøèíå (ðåôëåêñèâíîñòü) îïóñêàþò.

Ïðèìåð: çàäàíèå ìàòðèöåé è ãðàôîì òîëåðàíòíîñòè íà
òð¼õýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå { 1, 2, 3 }:

M(τ) =

 1 1 0
1 1 1
0 1 1

 1 2 3
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Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà îïåðàöèé íàä òîëåðàíòíîñòÿìè

Òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå òîëåðàíòíîñòè åñòü ýêâèâàëåíòíîñòü.

Åñëè òîëåðàíòíîñòü ñîäåðæèòñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè, òî è å¼
òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå ñîäåðæèòñÿ â ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè.
Äîêàçàòåëüñòâî: ïðèìåíÿåì îïåðàöèþ t ê '⊆∼.

Ñëåäñòâèå

Òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå òîëåðàíòíîñòè åñòü ìèíèìàëüíàÿ å¼
âêëþ÷àþùàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü.

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü S � ñîâîêóïíîñòü òîëåðàíòíîñòåé íà ìíîæåñòâå A.
Òîãäà aSe b äëÿ a, b ∈ A ñïðàâåäëèâî, åñëè è òîëüêî åñëè

∃n ∃ a1, . . . , an ( aτ1a1τ2a2τ3 . . . anτn+1b ),

ãäå τ1, . . . , τn+1 � êàêèå-òî òîëåðàíòíîñòè èç S.
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Ñâîéñòâà òîëåðàíòíîñòè

Ñèììåòðèçîâàííîå ïðîèçâåäåíèå ◦ îäíîðîäíûõ îòíîøåíèé α
è β:

α ◦ β def
= αβ ∪ βα.

Òåîðåìà (î ñâîéñòâàõ òîëåðàíòíîñòè)

1 Òîëåðàíòíîñòü èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ∪, ∩, ], à
îòíîñèòåëüíî � � åñëè è òîëüêî åñëè òîëåðàíòíîñòè
ïåðåñòàíîâî÷íû (è â ýòîì ñëó÷àå α � β = α ◦ β).

2 Òîëåðàíòíîñòü èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ◦.

3 Åñëè τ � òîëåðàíòíîñòü, òî è τ ∪ M òîëåðàíòíîñòü.

4 Åñëè α � ðåôëåêñèâíîå îäíîðîäíîå îòíîøåíèå, òî
îòíîøåíèÿ α ∪ α ], α ∩ α ] è α ◦ α ] ñóòü òîëåðàíòíîñòè.
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Ñâîéñòâà òîëåðàíòíîñòè: äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî

1 Âñå óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþò èç ïï. ¶ è · òåîðåìû îá
èíâàðèàíòíîñòè �ïîëîæèòåëüíûõ� ñâîéñòâ îäíîðîäíûõ
îòíîøåíèé.

2 Ïóñòü α è β � òîëåðàíòíîñòè. Òîãäà

R: ðåôëåêñèâíîñòü α ◦ β ñëåäóåò èç ðåôëåêñèâíîñòè αβ è
βα (ï. ¶ óïîìÿíóòîé òåîðåìû);

S: (α ◦ β) ] = (αβ ∪ βα) ] = (αβ) ] ∪ (βα) ] =
= β ]α ] ∪ α ]β ] = βα ∪ αβ = α ◦ β.

3 Äîïîëíåíèå ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî ñèììåòðè÷íîñòè, íî
ïðåâðàùàåò ðåôëåêñèâíîå îòíîøåíèå àíòèðåôëåêñèâíîå.

4 Îòíîøåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ðåçóëüòàòàìè óêàçàííûõ
îïåðàöèé íàñëåäóþò ðåôëåêñèâíîñòü α è ïðèîáðåòàþò
ñâîéñòâî ñèììåòðè÷íîñòè.
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ßäðà òîëåðàíòíîñòè

Ðàñùåïëåíèå ïîíÿòèé ïðè ïåðåõîäå îò ÷àñòíîãî ê îáùåìó:

ýêâèâàëåíòíîñòü ←→ ÿäðî = êëàññ
òîëåðàíòíîñòü ←→ ÿäðî + êëàññ

ßäðà òîëåðàíòíîñòè ñóòü êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè Ker τ
(ò.å. ýëåìåíòû ïðèíàäëåæàò îäíîìó ÿäðó, åñëè îíè òîëåðàíòíû
îäíèì è òåì æå ýëåìåíòàì).
Ðàçáèåíèå íà ÿäðà � ïîêðûòèå íîñèòåëÿ ïðîñòðàíñòâà
òîëåðàíòíîñòè.

Ïðèìåðû: • ßäðà òîëåðàíòíîñòè 1�2�3 ñóòü {1}, {2} è {3}.

• Äëÿ ýòîé òîëåðàíòíîñòè ÿäðàìè áóäóò
Core(a) = {a, b}, Core(x) = {x} è Core(y) = {y}.
Ýëåìåíòû x è y íå ìîãóò áûòü îáúåäèíåíû
â ÿäðî, ò.ê. xτx, íî yτx.
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Ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè

Ôàêòîðìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè ïî åãî ÿäðó

Ôàêòîðìíîæåñòâî A∗ = A/Ker τ ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè
〈A, τ 〉 ïî åãî ÿäðó ñîñòîèò èç ÿäåð òîëåðàíòíîñòè τ .

Åñëè íà A∗ ââåñòè îòíîøåíèå τ∗ ïî ïðàâèëó

Core(x) τ∗Core(y) ⇔ xτy,

òî τ∗ îêàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì òîëåðàíòíîñòè, à
〈A/Ker τ, τ∗ 〉 � ïðîñòðàíñòâîì òîëåðàíòíîñòè.

Îòîáðàæåíèå ϕ : A→ A/Ker τ, ϕ(x) = Core(x) ñòàâÿùåå â
ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëåìåíòó åãî ÿäðî, îáëàäàåò ñâîéñòâîì

xτy ≡ ϕ(x) τ∗ϕ(y).

Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ òîæäåñòâåííî
ñîãëàñîâàííî ñ ïàðîé îòíîøåíèé τ è τ∗ íà ìíîæåñòâàõ A è
A/Ker τ ñîîòâåòñòâåííî.
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Ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè

Ôàêòîðìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè...: ïðèìåð

1. Íà 9-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå A = { 1, . . . , 9 }
òîëåðàíòíîñòü τ çàäàíà ìàòðèöåé

M(τ) =



1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 0 1
1 1 1 1 0 1 0 0 0
1 1 1 0 1 0 1 1 1
1 1 1 1 0 1 0 0 0
1 1 1 0 1 0 1 0 1
1 1 0 0 1 0 0 1 0
1 1 1 0 1 0 1 0 1



C1

C1

C2

C3

C4

C3

C5

C6

C5

.

ßäðà τ :

C1 = Core(1) = { 1, 2 }, C2 = Core(3) = { 3 },
C3 = Core(4) = { 4, 6 }, C4 = Core(5) = { 5 },
C5 = Core(7) = { 7, 9 }, C6 = Core(8) = { 8 }.
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Ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè

Ôàêòîðìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè...: ïðèìåð...

Ìàòðèöà òîëåðàíòíîñòè τ∗ íà ôàêòîðìíîæåñòâå
A∗ = A/Ker τ = {C1, . . . , C6 } åñòü

M(τ∗) =



1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 0
1 1 1 0 0 0
1 1 0 1 1 1
1 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 1

.

2. Äëÿ òîëåðàíòíîñòè τ íà { 1, 2, 3 } �

M(τ) =

 1 1 0
1 1 1
0 1 1

 1 2 3

èìååì M(τ∗) = M(τ) .
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Ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè

Êëàññû òîëåðàíòíîñòè

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü 〈A, τ 〉 � ïðîñòðàíñòâî òîëåðàíòíîñòè. Ïîäìíîæåñòâî
K ⊆ A íàçûâàþò ïðåäêëàññîì òîëåðàíòíîñòè â A èëè
τ -ïðåäêëàññîì, åñëè â í¼ì âñå ïàðû ýëåìåíòîâ òîëåðàíòíû.
Ìàêñèìàëüíûé (ïî âêëþ÷åíèþ) ïðåäêëàññ íàçûâàþò êëàññîì
òîëåðàíòíîñòè â A èëè τ -êëàññîì.

Ïðèìåð

1 Ëþáîå îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà
òîëåðàíòíîñòè � òðèâèàëüíûé ïðèìåð ïðåäêëàññà.

2 Äëÿ 1�2�3 êëàññû òîëåðàíòíîñòè ñóòü { 1, 2 } è { 2, 3 }.
3 Çäåñü êëàññû òîëåðàíòíîñòè ñóòü

{ a, b, x } è { a, b, y }.
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Ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè

Êëàññû òîëåðàíòíîñòè: ïðèìåð...

Ïðèìåð

4 Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî òîëåðàíòíîñòè 〈Sn, '〉.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç K̃i ìíîæåñòâî íåêîòîðûõ ãðàíåé,
ñîäåðæàùèõ ýëåìåíò i, 1 6 i 6 n.
ßñíî, ÷òî K̃i � ïðåäêëàññ.

Åñëè Ki îáúåäèíÿåò âñå ãðàíè, ñîäåðæàùèå ýëåìåíò i, òî
îí íåðàñøèðÿåì, è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ êëàññîì
òîëåðàíòíîñòè â Sn.
Ãåîìåòðè÷åñêè êëàññ Ki ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ ãðàíåé
ñèìïëåêñà, ñîäåðæàùèõ âåðøèíó i.

Äëÿ S3 ïîëó÷èì, íàïðèìåð,
K1 = { {1}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 2, 3} }.
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Ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè

Ïðåäêëàññû òîëåðàíòíîñòè è ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâ

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïðåäêëàññîâ òîëåðàíòíîñòè
ïðîñòðàíñòâà 〈A, τ 〉 îáðàçóåò ïîêðûòèå ìíîæåñòâà A,
ò.ê. îáúåäèíåíèå âñåõ îäíîýëåìåíòíûõ ïðåäêëàññîâ óæå
îáðàçóåò ïîêðûòèå A.

Åñëè çàäàíû íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî A è ïîêðûòèå
åãî ïîäìíîæåñòâàìè, òî òåì ñàìûì çàäàíà è
òîëåðàíòíîñòü τ íà A: ëþáóþ ïàðó ýëåìåíòîâ A,
ïðèíàäëåæàùèõ äàííîìó ïîäìíîæåñòâó ñ÷èòàåì
òîëåðàíòíûìè.
Ïðè ýòîì äàííûå ïîäìíîæåñòâà áóäóò τ -êëàññàìè.

(Ñð. ñ òåîðåìîé î êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè.)
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Ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè

Ïðåäêëàññ òîëåðàíòíîñòè ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì êëàññå

Ëåììà

Äëÿ âñÿêîãî ïðåäêëàññà ñóùåñòâóåò ñîäåðæàùèé åãî êëàññ.

Äîêàçàòåëüñòâî (äëÿ êîíå÷íîãî ñëó÷àÿ)

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé τ -ïðåäêëàññ K è âñå τ -ïðåäêëàññû,
åãî ñîäåðæàùèå. Ëþáàÿ öåïü âëîæåííûõ äðóã â äðóãà òàêèõ
ïðåäêëàññîâ, íà÷èíàþùàÿñÿ ñ K, áóäåò êîíå÷íîé, à
çàêëþ÷èòåëüíûé ïðåäêëàññ áóäåò óæå êëàññîì.

Òåîðåìà

Äëÿ âñÿêîé ïàðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè
〈A, τ 〉, íàõîäÿùèõñÿ â îòíîøåíèè τ , ñóùåñòâóåò êëàññ
òîëåðàíòíîñòè, èõ ñîäåðæàùèé.

(Ýòà ïàðà ýëåìåíòîâ îáðàçóåò ïðåäêëàññ; íà÷èíàåì ñ íåãî).
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Ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè

Ðàçëîæåíèå òîëåðàíòíîñòè íà êâàäðàòû

Óòâåðæäåíèå

Åñëè K1, . . . , Km � âñå êëàññû òîëåðàíòíîñòè τ , òî

τ =

m⋃
i=1

K2
i .

Ïðèìåð

Äëÿ 1�2�3 êëàññû òîëåðàíòíîñòè � K1 = {1, 2} è K2 = {2, 3};
K2

1 = { (1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2) },
K2

2 = { (2, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 3) }.
Ïðè çàäàíèè òîëåðàíòíîñòè (0, 1)-ìàòðèöàìè:

M(τ) =

 1 1 0
1 1 1
0 1 1

 =

 1 1 0
1 1 0
0 0 0

 ∨
 0 0 0

0 1 1
0 1 1

.
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Ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè

Íåïðèâîäèìîå ðàçëîæåíèå òîëåðàíòíîñòè íà êâàäðàòû

Ðàçëîæåíèå òîëåðàíòíîñòè íà êâàäðàòû íåïðèâîäèìî, åñëè èç
íåãî íåëüçÿ èñêëþ÷èòü åñëè íè îäèí êâàäðàò.

Ïðèìåð

Òîëåðàíòíîñòü τ íà ìíîæåñòâå A = { 1, . . . , 6 }:

Êëàññû òîëåðàíòíîñòè:
K1 = { 1, 2, 3 }, K2 = { 2, 3, 5 },
K3 = { 2, 4, 5 }, K4 = { 3, 5, 6 }.

Ðàçëîæåíèÿ

τ = K2
1 ∪K2

2 ∪K2
3 ∪K2

4 � èçáûòî÷íî (ëþáîé ýëåìåíò èç
K2 ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç îñòàëüíûõ êëàññîâ);

τ = K2
1 ∪K2

3 ∪K2
4 � íåïðèâîäèìî.
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Ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè

Áàçèñ òîëåðàíòíîñòè: îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

Áàçèñîì B(τ) òîëåðàíòíîñòè τ íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå
íàçûâàåòñÿ âñÿêèé íàáîð êëàññîâ, îïðåäåëÿþùèé å¼
íåïðèâîäèìîå ðàçëîæåíèå íà êâàäðàòû.

Òîëåðàíòíîñòü ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî áàçèñîâ ñ ðàçëè÷íûì
÷èñëîì âõîäÿùèõ â íèõ êëàññîâ.

Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå åäèíñòâåííûé áàçèñ òîëåðàíòíîñòè τ
ñîñòîèò èç å¼ êëàññîâ K1, K3 è K4.

Êîãäà òîëåðàíòíîñòü îêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ å¼ áàçèñ
åäèíñòâåíåí è åãî ñîñòàâëÿþò ñìåæíûå êëàññû.
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Ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè

Áàçèñ òîëåðàíòíîñòè: ïðèìåð

Òîëåðàíòíîñòü íà âîñüìèýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå:

◦ ◦

◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦

�
�
�

K1

[
[
[K2

K3

K4

[
[
[
K5 �

�
�

K6
K7

Êëàññû K1�K5 è K7 îáðàçóþò 6-ýëåìåíòíûé,
à êëàññû K1, K3, K4, K6 è K7 � 5-ýëåìåíòíûé áàçèñû
äàííîãî ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè.



Ïðèêëàäíàÿ àëãåáðà. Òåìà II: Îòíîøåíèÿ è ñîîòâåòñòâèÿ (I) 86 / 91

Ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè

Ôàêòîðìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè ïî áàçèñó

Îïðåäåëåíèå

Ôàêòîðìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè 〈A, τ 〉 ïî åãî
áàçèñó B(τ) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî
ÿâëÿþòñÿ êëàññû èç B(τ) è èõ âñåâîçìîæíûå (íå îáÿçàòåëüíî
ïîïàðíûå) íåïóñòûå ïåðåñå÷åíèÿ.

Îáîçíà÷åíèå: A/B(τ); â ñëó÷àå åäèíñòâåííîãî áàçèñà � A/τ .

Ïðèìåð

1 Ïðîäîëæåíèå ïðèìåðà ñ ïðîñòðàíñòâîì òîëåðàíòíîñòè
ïðîñòðàíñòâà 〈A, τ 〉 íà 9-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå A,
çàäàííîé ìàòðèöåé.

Åäèíñòâåííûé áàçèñ òîëåðàíòíîñòè B(τ):
K1 = {1, 2, 3, 4, 6}, K2 = {1, 2, 3, 5, 7, 9}, K3 = {1, 2, 5, 8}.
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Ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè

Ôàêòîðìíîæåñòâî ïî áàçèñó: ïðèìåð...

Íàõîäèì íåïóñòûå ïîïàðíûå ïåðåñå÷åíèÿ:

K1 ∩K2 = { 1, 2, 3} = K4,

K1 ∩K3 = { 1, 2 } = K1 ∩K2 ∩K3 = K5,

K2 ∩K3 = { 1, 2, 5} = K6.

Òàêèì îáðàçîì, ôàêòîðìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà A ïî áàçèñó
åñòü A/τ = {K1, . . . , K6 }.

Ýòî ôàêòîðìíîæåñòâî èìååò ëèøü îäèí îáùèé ýëåìåíò { 1, 2 }
ñ òàêæå 6-ýëåìåíòíûì ôàêòîðìíîæåñòâîì ïî ÿäðó A/Ker τ , è
ïîýòîìó A/τ 6= A/Ker τ .
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Ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè

Ôàêòîðìíîæåñòâî ïî áàçèñó: ïðèìåð...

2 Äëÿ 3-ýëåìåíòíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ òîëåðàíòíîñòüþ
1�2�3 êëàññû ñóòü K1 = { 1, 2 } è K2 = { 2, 3 }; îíè è
ñîñòàâëÿþò åãî åäèíñòâåííûé áàçèñ.
Äîáàâèâ ê ýòèì êëàññàì K3 = K1 ∩K2 = { 2 }, ïîëó÷èì
ôàêòîðìíîæåñòâî ïî áàçèñó � {K1, K2, K3 }.

Íàïîìíèì, ÷òî ôàêòîðìíîæåñòâî ïî ÿäðó åñòü
{ {1}, {2}, {3} } = {K1 rK3, K2 rK3, K3 }.

Ïîíÿòèå ôàêòîðìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè ïî åãî
áàçèñó îêàçûâàåòñÿ îñîáåííî ïîëåçíîì â ñëó÷àÿõ, êîäà áàçèñ
ñîäåðæèò íåáîëüøîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ.

Îíî èñïîëüçóåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðè ìèíèìèçàöèè êîíå÷íûõ
àâòîìàòîâ.
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà è òèïû ñîîòâåòñòâèé

Ðàçäåëû

1 Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ è îòíîøåíèÿ

2 Îäíîðîäíûå îòíîøåíèÿ

3 Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

4 Ïðîñòðàíñòâà òîëåðàíòíîñòè

5 Îñíîâíûå ñâîéñòâà è òèïû ñîîòâåòñòâèé

6 Îòîáðàæåíèÿ è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà

7 ×òî íàäî çíàòü
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Îòîáðàæåíèÿ è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà
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