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 Выбор заключается в определении элемента множества                          
                                    ,  который обладает некоторыми наилучшими с 
нашей 
    точки зрения характеристиками Элементы такого множества рассматриваются как альтернативы

 Выбор часто довольно трудно рационально обосновать – он
    обычно основан на опыте и интуиции эксперта и является 
    индивидуальным

Индивидуальный выбор

 Если удается выбрать наилучшую альтернативу, то из оставшихся 
    можно снова выбрать наилучшую и т.д.   В итоге, получается 
    ранжирование (строгое или нестрогое): 
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Проблема согласования ранжирований
 Пусть имеется n индивидуальных ранжирований 
 Нужно построить групповое (общее) ранжирование P, 

согласованное с индивидуальными
 Способы (принципы) согласования могут быть любыми, если 

не них не накладывается никаких ограничений
 Известны различные принципы согласования: Кондорсе, 

Борда (на основе правила большинства), Парето, на основе 
расстояний между ранжированиями

 Согласование по правилу большинства (мажоритарный 
принцип) имеет вид:                   в групповом отношении P, если 

                                         .  Для строгих ранжирований                              .
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Проблема согласования ранжирований
 Известно, что мажоритарное отношение в общем случае не является 

ациклическим, т.е. не порождает функции выбора
 Мажоритарное отношение может быть нетранзитивным, даже если все 

индивидуальные предпочтения транзитивны (ранжирования). 
Усиление правила большинства не влияет на возможную 
нетранзитивность

 Пусть тем или иным способом можно определить расстояния d между 
ранжированиями                    

 Медиана P* - это такое ранжирование, расстояние от которого до 
остальных минимально: 

 Оказывается, если мажоритарное отношение транзитивно или 
приведено к такому виду специально, то оно является медианой и, в 
частности, медианой Кемени
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Принципы согласования и парадокс Эрроу
 Они должны удовлетворять формальным требованиям и быть 

достаточно очевидными и естественными
 Но являются ли они непротиворечивыми?
 Считается, что известно 5 принципов  согласования 

индивидуальных отношений, которые являются естественными и 
отражают суть группового (коллективного) выбора:

     1. Независимость альтернатив
     2. Универсальность отношений
     3. Монотонность группового отношения
     4. Ненавязанность группового отношения
     5. Отсутствие диктатора
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Принципы согласования и парадокс Эрроу
 Принцип 1. Независимость альтернатив:
      расширение или сужение множества альтернатив при сохранении 

отношений на общем подмножестве не меняет результирующего 
отношения на этом подмножестве.

 Многие эксперты считают этот принцип слишком сильным, т.е 
предполагается, что:

      - при расширении множества альтернатив новое групповое 
отношение в части, соответствующей исходному подмножеству до 
расширения, может измениться

       - естественным поэтому считается, что расширение множества 
альтернатив также расширяет представления экспертов и 
изменяет их первоначальные представления об исходных 
альтернативах 

       - поэтому можно считать естественными только четыре принципа 
согласования из пяти:  2-5
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Принципы согласования и парадокс Эрроу
 Принцип 2. Универсальность отношений:
      считается, что принцип согласования должен быть универсальным 

и быть применимым к большому классу отношений на A х A, чтобы 
описать различные мнения о парах альтернатив

 Принцип 3. Монотонность группового отношения:
      предполагается, что групповое отношение не должно измениться, 

если индивидуум изменил свое мнение в пользу группового 
отношения

 Принцип 4. Ненавязанность группового отношения:
      групповое отношение формируется не априорно (относительно 

некоторых или всех пар альтернатив), а на основе индивидуаль-
ных отношений

 Принцип 5. Отсутствие диктатора: 
      не должно существовать индивидуального отношения такого, что 

групповое совпадет с ним в любом случае
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Принципы согласования и парадокс Эрроу
 Парадокс Эрроу заключается в том, что принципы 1-5 противоречивы, 

их совместное выполнение невозможно
 Можно показать, что принципы 1-4 справедливы для тривиального 

группового отношения: 

 Но предполагается, что групповые отношения должны быть более 
разнообразными, чем тривиальные 

 Поэтому считается разумным принцип Парето, где
 

 Принципы 1,3,4 справедливы для принципа Парето
 Принципы 2-5 справедливы для медианы Кемени: на ранжированиях 

МК удовлетворяет принципу Кондорсе (правило большинства) и не 
приводит к парадоксу Кондорсе
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Построение медианы Кемени
 Всякое ранжирование P представлено матрицей отношений MP(N,N), 

где N – число альтернатив, с элементами 

 Расстояние между ранжированиями Pu и Pv при условии одинакового 
перечисления элементов множества

  Известно, что                       является метрикой на бинарных отношениях 
линейного (квази)порядка

 Алгоритм Кемени основан на вычислении матрицы штрафов (потерь) 
Q(N,N) с элементами

                                                                     ,      где
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Построение медианы Кемени
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Построение медианы Кемени

Найденное ранжирование имеет минимальную сумму элементов Q над ее 
диагональю.
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 Вполне очевидно, что частичные «расстояния»

      
       достаточно условны. Из-за этого часто рассматривают т.н. 

метризованные бинарные отношения, где элементы wij матрицы 
отношений отличаются от значений {-1,0,1}

 Поэтому конфигурация множества ранжирований в пространстве, 
формально представленном метрикой 

  
                                                                                                         ,
       часто не является метрической.
 Расположение ранжирований в таком пространстве, как элементов 

множества, часто нарушает как неравенство треугольника, так и более 
точные соотношения в треугольниках (теорема о косинусах)

Погружение в метрическое пространство



14

 Пусть ранжирования погружены в метрическое пространство без 
нарушений метрической конфигурации или нарушения исправлены:

       1. Двоенко С.Д., Пшеничный Д.О. Оптимальная коррекция метрических нарушений в 
матрицах парных сравнений// Машинное обучение и анализ данных. 2014. Т.1., №7.          
С. 885-890.

        2. Двоенко С.Д., Пшеничный Д.О. О метрической коррекции матриц парных сравнений// 
Машинное обучение и анализ данных. 2013. Т.1., №5. С. 606-620.

 Ранжирования                  как неупорядоченное множество погружены в 
метрическое пространство без нарушений и представлены матрицей

                      парных расстояний
 Центральный элемент P0 множества представлен своими расстояниями 

до остальных ранжирований:
  

Погружение в метрическое пространство
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 По свойству среднего арифметического такой элемент P0 как и медиана 
P* наименее удален от отстальных элементов множества

 Элемент P0  также является ранжированием

                      Совпадают ли эти ранжирования P* = P0 ?

 Проблема заключается в том, медиана P* представлена ранжированием 
и своими расстояниями до остальных ранжирований

 Центральный элемент P0 как ранжирование не существует, но тоже 
представлен своими расстояниями до остальных ранжирований

 Очевидно, что каждое из ранжирований P* и P0 представлено своими 
расстояниями до остальных ранжирований

 Чтобы доказать, что P*= P0 , нужно показать, что удается представить 
их одинаковыми расстояниями до остальных ранжирований

Погружение в метрическое пространство
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 Известно, что ранжирования – это измерения в шкалах строгого и 
нестрогого порядка, где корректным преобразованием, переводящим 
шкалы данного типа друг в друга, является монотонное 
преобразование

 Монотонное преобразование перераспределяет положение 
альтернатив как точек на числовой оси, не изменяя их 
упорядоченности

 Поэтому МК, как ранжирование, соответствует некоторому множеству 
эквивалентных шкал порядка

 Если найдется такое монотонное преобразование шкалы порядка для 
ранжирования Pi каждого (или некоторых) из экспертов, что его 
матрица отношения MPi естественным образом окажется метризована, 
то построенная медиана окажется метрической – совпадет со средним 
по множеству

 В этом случае ранжирования P* и P0 будут представлены одинаковыми 
расстояниями до остальных ранжирований

Формирование матрицы штрафов
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Формирование матрицы штрафов
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Формирование матрицы штрафов
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Формирование матрицы штрафов
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Формирование матрицы штрафов



21

Формирование матрицы штрафов
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Формирование матрицы штрафов
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Эксперимент 1
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Эксперимент 1
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Эксперимент 1
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Эксперимент 1
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Эксперимент 1
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Эксперимент 1
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Эксперимент 1
Пример исправленной матрицы отношений для 1 эксперта
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Эксперимент 1
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Эксперимент 1
штрафы

расстояния до 
ранжирований
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Эксперимент 2
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Эксперимент 2
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Эксперимент 2
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Заключение
 Показано, что одному ранжированию могут соответствовать разные векторы 
расстояний до остальных ранжирований. Именно поэтому удалось доказать 
метричность медианы Кемени (Эксперимент 1).

 Это обеспечивается монотонным преобразованием ранговой шкалы, не 
нарушающим порядок элементов множества (проекты)

 Показано, что вектор расстояний элемента множества, сильно отличаю-
щегося от центрального, формирует другое ранжирование, не совпадающее        
с ранжированием, представляющим центральный элемент (Эксперимент 2).

 В этом случае ранее построенная медиана Кемени неизбежно подвергается 
немонотонному преобразованию, которое изменяет в ней  упорядочение 
альтернатив.

 В общем случае и разным ранжированиям могут соответствовать 
одинаковые векторы расстояний до остальных ранжирований.

 Например, можно показать, что алгоритмом Кемени можно построить 
ранжирование, имеющее такие же расстояния до остальных, как и у 
индивидуального ранжирования эксперта.
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Спасибо за внимание!
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