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Òåìû ñåìèíàðà:

• Ëèíåéíûå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè;

• Discriminant functions, Discriminative models, Generative models;

• Äâóõêëàññîâàÿ è ìíîãîêëàññîâàÿ ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ;

• Íåóñòîé÷èâîñòü ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè, ââåäåíèå ðåãóëÿðèçàöèè (àïðèîðà).

1 Ëèíåéíûå ìåòîäû êëàññèôèêàöèè

Âñå ðàññìàòðèâàåìûå â ëåêöèÿõ ìåòîäû êëàññèôèêàöèè ìîæíî ðàçäåëÿòü íà íåñêîëü-
êî ðàçíûõ ïîäõîäîâ. Îäíè ïîäõîäû äåëÿò ðåøåíèå çàäà÷è íà äâà ýòàïà: ýòàï îöåíè-
âàíèÿ àïîñòåðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé êëàññîâ p(Y |X) (èçâåñòíûé êàê ýòàï âûâîäà,
inference) è äàëüíåéøèé ýòàï èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ îöåíîê äëÿ êëàññèôèêàöèè (ïðè-
íÿòèÿ ðåøåíèÿ, decision). Äðóãèå ïîäõîäû â ÿâíîì âèäå ñòðîÿò îòîáðàæåíèå ïðî-
ñòðàíñòâà îáúåêòîâ â ïðîñòðàíñòâî îòâåòîâ f : X→ Y (èçâåñòíîå êàê äèñêðèìèíàíò-
íàÿ ôóíêöèÿ, discriminant function), ïåðåñêàêèâàÿ ýòàï îöåíèâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèé, è
îáû÷íî ýòè ìåòîäû íå îïåðèðóþò âåðîÿòíîñòíûìè èíòåðïðåòàöèÿìè.

• Äèñêðèìèíàíòíàÿ ôóíêöèÿ. Ïîèñê äèñêðèìèíàíòíîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ íà-
ïðÿìóþ îòîáðàæàåò îáúåêòû x â ïðîñòðàíñòâî îòâåòîâ Y: f : X→ Y. Îáó÷åíèå
â ýòîì ñëó÷àå çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå êîíêðåòíîãî âèäà äèñêðèìèíàíòíîé ôóíê-
öèè (íàïðèìåð, íàñòðîéêà ïàðàìåòðîâ, åñëè äèñêðèìèíàíòíàÿ ôóíêöèÿ çàäàíà
â âèäå ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà f(x, θ)).

Ïðèìåðû: à) ïåðñåïòðîí Ðîçåíáëàòòà, á) êëàññèôèêàöèÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèåé
è ÌÍÊ, â) ìåòîä îïòèìàëüíîé ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè (SVM).

• Discriminative model, ðàçäåëÿþùàÿ ìîäåëü. Öåëüþ îáó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ îöåíè-
âàíèÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè êëàññîâ p(Y |X). Äëÿ ýòîãî ìû ïðåäñòàâ-
ëÿåì àïîñòåðèîðíóþ âåðîÿòíîñòü â âèäå ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ôóíê-
öèé f(x, θ) è îáó÷åíèå ñâîäèòñÿ ê íàñòðîéêå ïàðàìåòðà θ. Êëàññèôèêàöèÿ îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ îöåíîê (ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû îïòè-
ìàëüíîãî áàéåñîâñêîãî êëàññèôèêàòîðà).

Ïðèìåðû: à) Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ, á) Ïðîáèò ðåãðåññèÿ (probit regression).
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• Generative model, ïðîèçâîäÿùàÿ ìîäåëü. Ýòîò ïîäõîä îòëè÷àåòñÿ îò ïðîøëîãî
òåì, ÷òî ìû îöåíèâàåì àïîñòåðèîðíóþ âåðîÿòíîñòü íå íàïðÿìóþ, à â íåñêîëü-
êî ýòàïîâ. Ñíà÷àëà îöåíèì àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè êëàññîâ P (Y = k). Çàòåì
äëÿ êàæäîãî êëàññà îöåíèì ðàñïðåäåëåíèå êëàññà p(X|Y ). Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ
ôîðìóëó Áàéåñà

p(Y |X) =
p(X|Y )p(Y )

p(X)
=

p(X|Y )p(Y )∑
Y p(X|Y )p(Y )

,

ìû ïîëó÷àåì îöåíêè àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé.

Ïîäõîä íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäÿùèì, ïîñêîëüêó â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ ìû ïîëó-
÷àåì îöåíêó ðàñïðåäåëåíèÿ p(X), èç êîòîðîãî ìîæåì ãåíåðèðîâàòü ñëó÷àéíûå
íàáëþäåíèÿ.

Ïðèìåðû: íîðìàëüíûé äèñêðèìèíàíòíûé àíàëèç, íàèâíûé áàéåñîâñêèé êëàñ-
ñèôèêàòîð.

Íà ëåêöèÿõ áûëî ïðèâåäåíî ìíîãî àíàëîãèé, óêàçûâàþùèõ íà ñõîäñòâî ðàçäåëÿ-
þùèõ è ïðîèçâîäÿùèõ ïîäõîäîâ. Ìèíèìèçàöèÿ àïïðîêñèìàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñ-
êà ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ìàêñèìèçàöèè ïðàâäîïîäîáèÿ ââåäåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé
ôóíêöèè ïîòåðü; à ðåãóëÿðèçàöèÿ, âîçíèêàþùàÿ â âåðîÿòíîñòíûõ ïîäõîäàõ â âèäå
àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé íà ïàðàìåòðàõ ìîäåëè, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà äîáàâëåíèåì
íîâîãî ñëàãàåìîãî â ôóíêöèè ïîòåðü.

Â ñëó÷àÿõ, êîãäà ðàçäåëÿþùàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé, ìåòîä êëàññè-
ôèêàöèè íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì.

Íà ýòîì ñåìèíàðå ìû ïîäðîáíåå ðàññìîòðèì ëîãèñòè÷åñêóþ ðåãðåññèþ� ïðèìåð
ðàçäåëÿþùåãî ïîäõîäà.

2 Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ

Êîðîòêî íàïîìíèì îñíîâíóþ èäåþ ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè â ñëó÷àå äâóõ êëàññîâ
Y = {+,−}.

Çàïèøåì àïîñòåðèîðíóþ âåðîÿòíîñòü êëàññà +1 â ñëåäóþùåì âèäå:

p(y = +1|x) =
p(x|y = +1)p(y = +1)

p(x|y = +1)p(y = +1) + p(x|y = −1)p(y = −1)
=

=
1

1 + exp (−a)
= σ(a),

ãäå σ� ñèãìîèäíàÿ ôóíêöèÿ è

a = ln
p(x|y = +1)p(y = +1)

p(x|y = −1)p(y = −1)
=
p(y = +1|x)
p(y = −1|x)

. (1)

Â íîðìàëüíîì äèñêðèìèíàíòíîì àíàëèçå ìû âèäåëè, ÷òî åñëè ïðåäïîëîæèòü
íîðìàëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé êëàññîâ p(X|Y ) ñ îäèíàêîâîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðè-
öåé, òî âåëè÷èíà a â (1) ïðèìåò ëèíåéíûé âèä a = w>x + w0 (âñëåäñòâèå ñîêðàùå-
íèÿ êâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ èç-çà ñîâïàäàþùèõ êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö). Ïîñêîëüêó
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ðàçäåëÿþùàÿ ïîâåðõíîñòü îïòèìàëüíîãî áàéåñîâñêîãî êëàññèôèêàòîðà ñîîòâåòñòâó-
åò ëèíèÿì óðîâíÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè êëàññà (íå îáÿçàòåëüíî p(Y |X) = 0.5,
òàê êàê øòðàôû λk ìîãóò áûòü ðàçíûìè), â ýòîì ñëó÷àå ðàçäåëÿþùàÿ ïîâåðõíîñòü
áóäåò ëèíåéíà è èìåòü âèä w>x + w0 = const. Äëÿ å¼ ïîèñêà ìû ñòðîèëè âûáîðî÷-
íûå îöåíêè êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû è ñðåäíèõ, à òàêæå àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè
êëàññîâ, è çàòåì óæå ïîëó÷àëè âèä ðàçäåëÿþùåé ïîâåðõíîñòè. Ýòî ïðèìåð ïðîèçâî-
äÿùåãî ïîäõîäà.

Áîëåå òîãî, íà ëåêöèè áûë óñòàíîâëåí èíòåðåñíûé ôàêò: åñëè ðàñïðåäåëåíèÿ
êëàññîâ ïðèíàäëåæàò ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó ñåìåéñòâó è èõ ïàðàìåòðû óäîâëåòâîðÿ-
þò îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì, òî âåëè÷èíà (1) ñíîâà ïðèíèìàåò ëèíåéíûé âèä. Ýòîò
ôàêò ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí â êà÷åñòâå îáîñíîâàíèÿ ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè.

Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî âûðàæåíèå (1) äåéñòâèòåëüíî
ïðåäñòàâèìî â ëèíåéíîì âèäå, à çíà÷èò àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü êëàññà çàïèñû-
âàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

p(Y = +1|X) = σ(a) = σ(〈w,x〉). (2)

Ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî â ïðèçíàêàõ îáúåêòà ñîäåðæèòñÿ êîíñòàíòíûé ïðèçíàê, ïî-
ýòîìó ñâîáîäíûé ÷ëåí w0 âîøåë â ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Òàêæå ëåãêî çàìåòèòü,
÷òî p(y|x) = σ(y〈w,x〉).

Òåïåðü â îòëè÷èå îò ïðîèçâîäÿùåãî ïîäõîäà ìû ìîæåì íàïðÿìóþ íàñòðàèâàòü
ïàðàìåòð w ñ ïîìîùüþ ìàêñèìèçàöèè ïðàâäîïîäîáèÿ:

L(w,X`) =
∑̀
i=1

ln p(xi, yi)→ max
w

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî p(x, y) = p(y|x)p(x) è âòîðîé ìíîæèòåëü íå çàâèñèò îò w, ìû ïðèõî-
äèì ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å

E(w) =
∑̀
i=1

ln p(yi|xi) =
∑̀
i=1

lnσ(yi〈w, xi〉)→ max
w
, (3)

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

∑̀
i=1

ln
(
1 + exp (−yi〈w, xi〉)

)
→ min

w
. (4)

Â ñëó÷àå ñîâïàäàþùèõ øòðàôîâ λ1 = λ2 ðàçäåëÿþùàÿ ïîâåðõíîñòü áóäåò èìåòü
âèä P (Y |X) = 0.5. Â íàøåì ñëó÷àå àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü âûðàæàåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ ñèãìîèäíîé ôóíêöèè àêòèâàöèè è òî÷êà p(y|x) = σ(y〈w, x〉) = 0.5 ñîîòâåòñòâó-
åò y〈w, x〉 = 0. Òàêèì îáðàçîì â ýòîì ñëó÷àå êëàññèôèêàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïðàâèëó
a(x) = sgn〈w, x〉, òî åñòü òî÷êè ïðîñòðàíñòâà ðàçäåëÿþòñÿ íà êëàññû ãèïåðïëîñêî-
ñòüþ ñ íîðìàëüþ w.

Ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì σ(a)′a = σ(z)σ(−a) ìîæíî ëåãêî íàéòè ãðàäèåíò ôóíêöèî-
íàëà â çàäà÷å (3):

∇E(w) =
∑̀
i=1

xiyiσ(−yi〈w, xi〉)
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è îðãàíèçîâàòü èòåðàöèè ìåòîäà ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòà, ïîëüçóÿñü j-ì ñëàãàå-
ìûì â ïðåäñòàâëåíèè ãðàäèåíòà ïðè âûòÿãèâàíèè j-ãî îáúåêòà. Áîëåå íàäåæíûì ìå-
òîäîì ðåøåíèÿ ýòîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà Íüþòîíà-
Ðàôñîíà �ìåòîäà âòîðîãî ïîðÿäêà. Îá ýòîì áóäåò ðàññêàçàíî â îäíîé èç ñëåäóþùèõ
ãëàâ êóðñà.

Çàäà÷à. Îïèøèòå âèä ðàçäåëÿþùåé ïîâåðõíîñòè ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè.
Âñïîìíèòå ïîíÿòèå îòñòóïà îáúåêòà îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî êëàññèôèêàòîðà
è óáåäèòåñü, ÷òî â ñëó÷àå λ1 = λ2 çàäà÷à (4) ýêâèâàëåíòíà ìèíèìèçàöèè ñãëàæåí-
íîãî ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà.

Çàìåòèì, ÷òî ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ òðåáóåò íàñòðîéêèM+1 ïàðàìåòðîâ âåê-
òîðà w, ãäå M �ðàçìåðíîñòü èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà. Â òî æå âðåìÿ ËÄÔ íàñòðàè-
âàåòM |Y|+M(M+1)/2+|Y|−1 ïàðàìåòðîâ. Ýòî ñëåäñòâèå ðàçíèöû â ïðîèçâîäÿùèõ
è ðàçäåëÿþùèõ ïîäõîäàõ.

Çàäà÷à. Ñðàâíèòå ËÄÔ è ëîãèñòè÷åñêóþ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðåäïîëîæåíèé, íà-
ëàãàåìûõ íà ìàðãèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå p(X).

2.1 Ìíîãîêëàññîâàÿ ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ.

Â ñëó÷àå ìíîãèõ êëàññîâ Y = {1, . . . , K} ìåòîä ìåíÿåòñÿ íå ñèëüíî. Íà ýòîò ðàç ìû
ïðåäïîëàãàåì ëèíåéíîñòü ñëåäóþùèõ âûðàæåíèé:

ln
p(Y = 1|X = x)

p(Y = K|X = x)
= 〈w1, x〉;

ln
p(Y = 2|X = x)

p(Y = K|X = x)
= 〈w2, x〉;

. . .

ln
p(Y = K − 1|X = x)

p(Y = K|X = x)
= 〈wK−1, x〉.

Çàäà÷à: ïîëó÷èòå âûðàæåíèÿ äëÿ p(y = k|x) äëÿ k = 1, . . . , K.

p(Y = k|X = x) =
exp(〈wk, x〉)

1 +
∑K−1

i=1 exp(〈wi, x〉)
, k = 1 . . . , K − 1;

p(Y = k|X = x) =
1

1 +
∑K−1

i=1 exp(〈wi, x〉)
, k = K.

2.2 ×èñëåííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ëîãèñòè÷åñêîé ðå-

ãðåññèè.

Äâà ìíîæåñòâà òî÷åê A è B ëèíåéíî ðàçäåëèìû, åñëè ñóùåñòâóåò âåêòîð w è ÷èñëî w0

òàêèå, ÷òî {
〈a, w〉+ w0 > 0, äëÿ âñåõ a ∈ A;

〈b, w〉+ w0 < 0, äëÿ âñåõ b ∈ B.

Çàäà÷à. Èññëåäóéòå ÎÌÏ îöåíêó äëÿ âåêòîðà w ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè â ñëó÷àå
äâóõ êëàññîâ è ëèíåéíî ðàçäåëèìîé âûáîðêè.
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Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå ëèíåéíîé ðàçäåëèìîñòè îáó÷àþùåé âûáîðêè ðåøåíèå
çàäà÷è (3) áóäåò íåóñòîé÷èâûì. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò âåêòîð w, êîòîðûé óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì èç îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîé ðàçäåëèìîñòè âûáîðêè, òî åñòü äëÿ íåãî
〈w, xi〉 > 0, åñëè yi = +1 è 〈w, xi〉 < 0 åñëè yi = −1. Ñëåäîâàòåëüíî, çàôèêñèðîâàâ
ëþáîé òàêîé âåêòîð w è çàòåì áåñêîíå÷íî óâåëè÷èâàÿ åãî íîðìó, ìû áóäåì áåñêîíå÷-
íî óìåíüøàòü íàø ôóíêöèîíàë. Àïîñòåðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè ýòîì âûðîäÿòñÿ
â ïîðîãîâóþ ôóíêöèþ. Êðîìå òîãî, åñëè îáó÷àþùàÿ âûáîðêà ñòðîãî ðàçäåëèìà, òî
ñóùåñòâóåò êîíòèíóóì ãèïåðïëîñêîñòåé, áåçîøèáî÷íî ðàçäåëÿþùèõ îáó÷àþùóþ âû-
áîðêó. Ê êàêîé èç íèõ ñîéäåòñÿ ìåòîä ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòà çàâèñèò îò èíèöè-
àëèçàöèè.

×òîáû èçáåæàòü îïèñàííûõ ïðîáëåì öåëåñîîáðàçíî ââîäèòü â îïòèìèçàöèîííóþ
çàäà÷ó (3) ðåãóëÿðèçàòîð. Íà âåðîÿòíîñòíîì ÿçûêå ýòî îçíà÷àåò ââåäåíèå àïðèîðíî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ p(w) íà âåêòîðå w è ìàêñèìèçàöèþ íå ïðàâäîïîäîáèÿ îáó÷àþùåé
âûáîðêè, à àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè p(w|X`) âåêòîðà w, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ñëåäó-
þùåìó:

ln p(w|X`) = ln p(X`|w) + ln p(w)− ln p(X`)→ max
w

;

ln p(X`|w) + ln p(w)→ max
w

.

Ââîäÿ ðàçëè÷íûå àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå ðåãó-
ëÿðèçàòîðû. Íîðìàëüíûé àïðèîð âåäåò ê êâàäðàòè÷íîé ðåãóëÿðèçàöèè, à ëàïëàñîâ-
ñêèé� ê L1 ðåãóëÿðèçàöèè.

5


