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Обобщенно линейная модель

Пусть задана выборка размера m:

D = {xi , yi}mi=1 ,

где x ∈ Rn, y ∈ Y.
Пусть модель порождающая данные задается в следующем виде:

y = g (x,w, β) ,

где α некоторый параметр, который отвечает за шум в данных.

Линейная регрессия Y = R:

g (x,w, β) = f (x,w) + ν, f (x,w) = xTw, ν ∼ N (0, βI) .

Логистическая регрессия Y = {0, 1}:

g (x,w, β) = Be (f (x,w)) , f (x,w) = σ (x,w) =
1

1 + exp (−wTx)
.
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Линейная регрессия

Пусть задана выборка размера m:

D = {xi , yi}mi=1 ,

где x ∈ Rn, y ∈ R.
Пусть модель задается в следующем виде:

y = Xw + ν, ν ∼ N (0, βI) .

Базовый подход:

ŵ =

(
1

β
XTX +

1

α
I
)−1

1

β
XTy.

Байесовский подход:

w ∼ N
(
ŵ,H−1

)
, H =

1

β
XTX +

1

α
I.
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Логистическая регрессия

Пусть задана выборка размера m:

D = {xi , yi}mi=1 ,

где x ∈ Rn, y ∈ {0, 1}.
Пусть модель задается в следующем виде:

p (y = 1) =
1

1 + exp (−xTw)
.

Базовый подход:
ŵ = arg max

w∈W
L (D,w) ,

где L (D,w) — правдоподобие выборки.
Байесовский подход (аппроксимация Лапласа):

w ∼ N
(
ŵ,H−1

)
, H =

1

α
I +

m∑
i=1

λ (xi , ŵ) (1− λ (xi , ŵ)) xixTi .
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Определения размера выборки

Пусть задана выборка размера m:

D = {xi , yi}mi=1 ,

где x = [u, v] ∈ Rn, y ∈ Y.
Пусть модель порождающая данные задается в следующем виде:

y = g (x,w, β) , p (y |u, v,wu,wv ) = exp

(
yθ − b (θ)

a (ψ)
+ c (y , ψ)

)
где α некоторый параметр, который отвечает за шум в данных.

Линейная регрессия Y = R:

θ = xTw, a = 2β, b (θ) = θ2.

Логистическая регрессия Y = {0, 1}:

θ = xTw, a = 1, b (θ) = − ln (1− σ (θ)) .
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Определения размера выборки

Пусть вектор параметров имеет следующее распределение:

w ∼ N (m,V) , V = I−1 (D,m) ,

где I (D,m) — информационная матрица Фишера.
Рассмотрим гипотезу:

H0 : mu = m0
u, mu 6= m0

u.

Рассмотрим следующие статистики:
Lagrange test:
Likelihood ratio test:
Wald test:

Задав α и β можем получить оценки на достаточный объем выборки
m∗.
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Lagrange test

Рассмотрим гипотезу:

H0 : mu = m0
u, mu 6= m0

u.

Sm,u (wu,wv ) ,Sm,v (wu,wv ) — производные логарифма
правдоподобия выборки Dm по параметрам wu и wv .

sm = Sm,u
(
m0

u, ŵ
0
v

)
, где ŵ0

v из решения Sm,v
(
m0

u,wv

)
= 0.

Статистика Лагранжа:
LM = sTmQ−1m sm

H0 : LM ∼ χ2 (k)

H1 : LM ∼ χ2 (k , γ)

γ = mξTΣ−1ξ, ξ и Σ — средние оценки sm по одному объекту.
γ : χ2

k,1−α = χ2
k,β (γ)
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Likelihood ratio

Рассмотрим гипотезу:

H0 : mu = m0
u, mu 6= m0

u.

Статистика отношения логарифма правдоподобий:

LR = −2 ln
L (Dm, ŵ0)

L (Dm, ŵ)

H0 : LR ∼ χ2 (k)

H1 : LR ∼ χ2 (k , γ)

γ = m∆∗, где ∆∗ = E
[
2a−1 {(θ − θ∗)∇b (θ)− b (θ) + b (θ∗)}

]
γ : χ2

k,1−α = χ2
k,β (γ)
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Wald test

Рассмотрим гипотезу:

H0 : mu = m0
u, mu 6= m0

u.

Статистика Вальда:

W =
(
ŵu −m0

u

)T V̂
−1
u

(
ŵu −m0

u

)
H0 : W ∼ χ2 (k)

H1 : W ∼ χ2 (k , γ)

γ = mδ, где δ =
(
wu −m0

u

)T
Σ−1

(
wu −m0

u

)
γ : χ2

k,1−α = χ2
k,β (γ)
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Проверка на нормальность
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